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ПPиMЕIIЕHиЕ ДЕPЕBЬЕB ДЛя PЕAЛиЗAции MAссoBЬIx OПEPAциЙ
tIA MIIOгOMЕPHЬIх MAссиBAх ДAIIньIх

A.Г. БанньIх

Пpедлaгaется метo.ц посTpoения сTpyкTyр,ц'aннЬIх ДЛя вЬlпoЛнения MaссoBЬIх oпеpaций нa MнoгoMеpнЬlx сTpyктypaх
.цaннЬIx дЛя yзкoГo кЛaссa зa.цaЧ. ПpедлaгaемьIй МеТo.ц ПриМениМ в ToМ слyЧaе' есЛи эЛеMентЬl мнoгoмеpнoй сTpуктy-
pЬI .цaннЬIх ПpинaДЛе)кaт абелевoй Гpyппе' и пoзвoляет эффективнo вЬlпoЛняTЬ BЬIЧисЛение сyМMЬI и пpибaвлeние
знaЧения к MнoГoМернoй oблaсти.
КлючевьIе сЛoвa: сTpyкTypЬI.цaннЬIx' Мaссoвьlе oПеpaции' Мt.loГoМеpltЬIе МaссиBЬI дaнHЬIх' ДеpеBo отpезкoB'.цеpеBo
Фенвикa.

Bведение

!'ля эффективнoй paбoтьI с инфopмaцией бьrли paЗpaбoTalrьI paзнooбpaзньIе стpyктypЬI ДaнIJЬIх.
oднa из сaМьIx paспpoстpaненнЬIx из них -.цrprBo. СyЩествyет oгpoМнoе Mнo)кесТBo paЗЛиЧHЬIх типoв .це-

peBЬeв. Эти стpyктypЬI пoзBoляют сoбиpaть сTaтистикy нa oтpеЗкaх и изМeI]ять oT.целЬнЬIе элеМеt{тЬI.
Пpедстaвление oб этих сТpyкTypaх.цaннЬIх Мoжнo пoлyЧитЬ B кЛaосическиx тpyлax Il-4].

Пpaктинески Bсе эти ДеprBЬя пpеДнaзнaченьI ДЛя ,цaнньIх' нa кoтopЬIx Мo)кнo BBести линейньtй
пopяДoк. B Дaннoй paбoTе paссмaTpиBaЮTся МtloгoMеptlьIе MaссиBЬI .цaннЬIх. Bве.цение нrскoлЬкиx из-
меpений Мo)l(еT бьIть кaк естeстBeI]нЬIм (paстpoвьrе изoбpaжения и видеo), тaк и искyсствeнньIм (бaзьt

дaнньlх). B пoследнем сЛyчaе .цoПoЛниTeльньIe изМеpения пoзBoляtoт тoчнrе yкaЗЬIBaTЬ инTеpесyЮщyЮ
вьIбopкy инфopмaции. Шиpoкo изBестньt кBaДpoдеpеBья [5]' кД-.цеpеBЬя [6]' oбoбщения .цеpевa oТpeЗкoB

[7] и деpевa Фенвикa [8]. СyшествyЮщие сTpyкTypЬI .цaннЬIx для paбoтьl с MнoгoMеp}lЬIМи стpyктypaМи
.цaннЬIх ПoзBoЛя}oT эффективнo пoлyчaтЬ стaтистическyrо инфopмaци}o и изМеняТь oTДеЛьньIe элеМeнтЬI'

I-\ель нaстoящей paбoтьr зaкЛЮчarTся в тoм, .rтoбьI иссЛе,цoBaтЬ вoзMo)I(нoстЬ BЬIпoлнениЯ МaссoвЬIx
oбнoвлений - единooбpaзнoГo иЗМенения цельIx oблaстeй ДaнньIx. Hи o.цнa вьIшепеpечисленнaя
стpyктypa .цaннЬIх в ЧистoM ви.це не пpе.цoстaвляет пoдoбнyю фyнкциoнaльнoсть. Пpиве,цеM пpoсТoй
пpиМеp. Пyсть дaн двyмеpньIй МaссиB целЬIх чисeл paзМepa nхn.Tpe6уeтся эффектиBнo BЬIпoЛняTь,цBе

oпеpaции - вЬIчислятЬ сyММy нa пpяМoyгoльнике и лpибaвлятЬ Числo к пpяМoyгoльникy. oкaзьtвaется,

чтo.цoбиться aсиМпToTики o(logr п) для BьIПoЛнeниЯ эTиx oПеpaций - вoвсе не тpиBиiшtЬнaя Зaдaчa' кaк

Мo)I(еT ПoкaзaтЬся нa пеpвьIй Bзгля.ц. Пoдpoбнее o Boзникaющиx пpoбЛrМaх Мo)кнo yзнaть в paбoте [9].

Hayннo-тexниЧeскИй BeстHик Caнкт-Пeтepбypгскoгo гoсyдapствeHHoгo yнивepситeтa
инфopмaциoHHЬ|x тexHoлoгиЙ, MeXaHИк|л И oптИ|<и,2012' N9 1 (77)
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пPиMЕнЕHиЕ дЕPEвЬEB для PЕAлизAции MAсcoвЬlx oпEPAции ...

Пoстaнoвкa зa.Дaчи

Paссмoтpим d-меpнoе BекToptloе ПpoстpaнсTBo U,t:Zd. Элементьl этoгo пpoстpaнствa бyдем

oбoзнaчaть )киpнЬIМ rшpифтoм. Кoмпoнентьl BектopoB бy.Цем oбoзнaчaть нижниMи индeксaми. Haпpимеp,

x:(х,,х,,...,х4). Bвe.цем чaстичньIй ПopяДoк нa элеменTax этoгo пpoсTpaнсTBa. Скaжем, Чтo

х<y<ЭVkе{1,2..d\хr <y*.Кpoмeтoгo,бyДемсчиTaтЬ'нтo 1.7 --(1 ,|,'.,,|)еU,'.
Для лtoбьIx х,уеUuх<у oблaстьtо бy,lем HaзЬIBaтЬ Мнo)кесТBo

P'',:I\..Уt]x[х'..yэ]x...xIха..уа]. .II.ля пoвьIrxения читaеМoсTи фopмyл бyДем oпyскaTЬ них(ниr

инДексЬI B тех сЛyЧaях' кoг.цa ЭТo не Пpивoдит к неoДнoзнaЧнoстяМ. Бy,Цем сvитaTЬ' чтo мьI paбoтaем с

oблaстьlo W: P'.т'l, где N еUu,| < N. Этa oблaсть - tlе ЧTo иIloе' кaк MнoжесTBo инДексoB нrкoтopoгo

d -меpнoгo МaссиBa.
Сoпoстaвим иHДексaМ знaчения. Paосмoтpим Mнo)кесTвo G и Двa бинapньIх oПеpaTopa: + И o

(+,o:GxG-+G). flarree oпepaтop + бyлем нaзЬIBaть слo)кениeМ' a o - yМrro)кениеМ. Слoжение

испoлЬЗyеTся .цля BЬIпoлнения МaссoBьIх зaпpoсoв' тaких кaк сyММиpoBaIIие нa пpяМoyгoльнике. Умнo-
)кrние испoлЬзyетсЯ Пpи BьIпoлнении МaссoBьlx oбнoвлениЙ, тaких кaк yМнoя(ение Bсех эЛеМентoв
пoдпpяМoyгoЛЬникa нa числo.

Paссмoтpим фyнкциro А:W-+G. Morкнo paссМaTpиBaTЬ Акaк MнoгoMrpнЬIй мaссив с

МHoжrствoМ ин.цeксoB W и мнo>кecтBoM .цoпyстиMЬIx знaчениЙ ячeeк G.
Maссoвьlй Зaпpoс oпpеДелиМ сЛеДy}oщиМ oбpaзoМ:

gеt(А.P): F,lt").

Мaссoвoе oбнoвление oпpе.целиМ сЛеДylощиМ oбpaзoм:
updаtе(А,P,v): А,:|t -+ G ,

гДе

|А(х\"v хеP
А'(х\: 4|А(х) х r P
Зaдaua сoстoиT B ToM' uтoбьt pеaлиЗoBaть стpyктypy ДaннЬIх' кoтopaя пoзBoлилa бьr эффективнo

BЬIпoлняTь эTи МaссoBЬIе oпеpaции.
Чтoбьr МaссoвЬIе oпеpaции иМеЛи сMьIсл' нa ниx нyжнo нaлo)I(итЬ нrкoтopЬIе oгpaничeния. oбьlчнo

пoЛaгaют' нтo <G,+> - кoММyтaтИв'НaЯ ПoЛyгpyппa' a <G,o > - пoлyгpyппa. Кpoме тoгo' пoтpебyем

BЬIпoЛнeния диcтpибутиыloгo зaкoнa yМнo)кения oтHoсителЬЕlo сЛoжеi]ия.
ПoДoбнaя МoДелЬ oписьIBaeT Hе Bсr BoзМox(нЬIе МaссoBЬ]е зaпpoсЬI. Teм нe Mенеr' oнa пpoсTa' Мнo-

гие естестBrннЬIе зaпpoсЬI Легкo oПисьIBaIoTся B TеpMиI{aх этoй мo.цели' И Нa oпеpaции tl.lЛoженЬI

тpебoвaния' кoтopЬIе yЧиTЬrвaют oсoбеннoсти peaлИзaЦИИ МaссoBЬIх oпepaций B o.цЕloМеpнoм слyuaе. Этo
пo3BoляеT HaДeЯTЬcЯ нa тo' чтo зaДaЧa имеет эффектиBtloе pеrпениe.

Haстoящaя pабoтa пoсBяIIiенa yзкoМy слyчaю: *=o, { G,+> - aбелевa гpyППa. Cтoит пoднеpк-

нyтЬ' чтo y Bсех эЛеМrнтoв гpyПпЬI сyЩесTByеT oбpaтньIй, т.е. Va с G1а_| е G : а + а_| = 0 . Этo свoйствo

Лeжит B oснoBе всеx.цальнейrпих paссуждeний.

Oснoвньre yтвеp)кДеrrия

Чтoбьr yпpoститЬ Дальнейrпее иЗЛoжеltие' BBе.цеМ нескoлькo oпrpaтopoB. Пo.ц ними скpЬIBaЮтся

пpеoбрaзoвaния MaссиBoB' кoтopЬIr нaпoМинaloT лиффеpенциpoBaIIие и иrrтегpиpoвaние фyнкциЙ. [ля
cЛуЧaЯ oднoмеpнoй пoсле.цoBaTелЬнoсти пoДoбньIе пpеoбpaзoвaния xopoшo oПисarlЬI в paбoте [l0].

Пpефиксoм бy.Цем нaзьIвaть oблaсть видa P''*,RеW. Cyффиксoм бy.Цем нaзьlвaть oблaсть ви.цa

P',.n , L еW . oбoзнaЧиМ зaМенy i -й кoмпoнентЬI Beктopa сле,цyЮщиМ oбpaзoм: хr,eхi .

Oпpедeлeниe |. luффеpенцuальньtй onеpаmop пo i -му uнdeксу

D'А(x)-- А(x)- А(x,,.',_l )

Oпpеделени e 2. Инmеzpальньtй oпеpаmop no i -лtу uнdексу
-т.I

S,l(x): Ir(*.-,-r).
i:t

Пpиведем ключеBьIе свoйствa эTих oпrpaтopoв. .{ля ЭкoнoМии Mестa дoкaзaтельсTBa TpивиaлЬнЬIх

фaктoв oпyЩrнЬI. oзнaкoмиться C ними Мo)кtio в paбoте [l0].

Hayvнo-тexничeскиЙ Beстник Caнкг-Пeтepбypгскoгo гoсyдapстBeHHoгo yнивepситeтa
инфopмaциoннЬ|x тeХнoлoгиЙ, мexaники v| oг1т|/|к|А,2012' N9 1 (77)
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A.Г. Бaнньlx

Утвеplкдение |. Оnеpаmopьt Do u Du кo,млlуmupуюm.

УтвеpлсДениe 2. onepаmopьt So u Su кo'u"uуtпupуюm.

УтвеpясДение 3. Оnepаmopы S, u D, взаuлlooбpаmньt. S,4 :4E : E , rДe,Е - тoж.цественньlй

oпepaтop.
УтвеpпсДение 4. onеpаmopьt So u Du кoлlлlуnupуюm.

oпpеделени е 3. ,\uффеpенt1ttальный oпеpаmop D : DlDz. . . Da .

oпpеделениe 4. Инmеzpальный onеpаmop S : sls2 ...sd .

Bведение эTих oперaTopoB ПoЗBoЛяеT BпЛoтнyЮ пoдoбpaться к oснoBlloMy peзyлЬтaтy.
Лемма 1. .sD: DS : E .

Леммa 2. SА(x): get\,l,е''').

.\oказаmельcmвo.
tl 

"2 
trl

Sl(х):S,S"...S.,l(х):z'...I,('-',..jf1+.i1.'.хd?idl: I АФ:gеt(,a,P,'').
.il:1.i1:1 ia:1 l <i<x

Taким oбpaзoм, зaпись Sl(х) мoжнo BoспpиниМaть кaк oбьIчньIй зaпpoс нa сyмМy нa пpефиксе.

oбpaтимся TeпеpЬ к oпepaтopy D. Этo BПoЛнe oПpeДелeннoe пpеoбpaзoBaние' кoTopoе Mo)кнo
сoBеpшитЬ с Л}oбЬIМ МaссивoМ. B paбoте МaссиB DА = B бy.Цет хpaниTься B яB}loМ ви,це. CфopMyлиpyеМ
некoTopЬIе егo свoйствa.

Леммa 3. Су.мма на пpефuксе в npеoбpазoваltнo,M o|lеpаmopo.l|| D массuве dанньtх А еcmь ЭЛе.lrенm
ucхodнozo .uаccuва.

,\oказаmельcmвo. Иcлoльзyя ЛеММy l, пoлyнaем :

B: DА э SB: SDА = EА: Аэ VxSB(х) -- А(x) .

Пoлyненньlй prзyЛЬтaт пoкaзЬIBaет сBязь МeжДy пpеoбpaзoвaннЬIM Мaссивoм ( -B ) и тем, чтo бьlл
изнaчaлЬнo (А). I1o сyти' этa леММa .цoкaзЬIBaeт экBиBaлентнoсTЬ этиx ДByx MaссиBoB' чтo пoзBoляет
хpaниTЬ Лиrпь oДин иЗ tlих. oсталoсь пoнятЬ' чеМ )I(r нoвьtй Мaссив лyчшr сTapoгo.

Лeммa 4. Излtененue odнoеo Элеменmа B влечem uЗ./|lененuя цеJloеo cуффuкса .l,tаcсuва А: SB .

fioказаmельcmвo. [ейcтвитeЛЬнo' вьIбepем ПpoизBoЛЬllЬle х€|4/ и vеG и пpeДпoЛoжиM' чтo

[в(у)*y у:xB'(v): i '"'
lB(y) у + x

Пoлoжим А: SB и А,: SB'. Toгдa

Пpеoбpaзoвaние Дaнньrх и зaпpoсoв

Пoстpoим МaссиB B: DА. oДин и3 сaMЬIx ПpoсTьlх спoсoбoв сДeлaть этo - испoлЬзyя oпpeдeлeниe
3, пo oнеpеди пpиМенитЬ диффеpенциilлЬHЬIе oпеpaтopЬI к исxoДнoМy MaссиBy.

Пpеoбpaзoвание зaпpoсa нa сyMMу. {ействиe oпеpaтopa S теснo сBязaнo с зaпpoсoM I]a оyмМy lra

пpeфиксe. Haпpимep, Пo ЛеMMaM 2 и З get (А.P,.-) : s,аt*) : SSB(х).

ПoслеДнее Мo)t(tto зaписaтЬ И ИНaЧei

gеt(А,ц'-) : ssв1*; : I I вt,l.
l <у <х l <z<y

Знaчение этoй зaписи инTyиTиBнo ПoнЯTнo: сyММa ПpеBpaTилaсь B (сyММy сyММ)).
Пpеoбpaзoвание Зaпpoсa нa пpибaвлrние. Кaк бьIлo пoкaзaнo B ЛeMMе 4, измeнeние oДнoй

ячейки в B эквивaпенTнo Мaссoвoмy пpибaвлени}o к сyффиксy МaссиBa А . Taким oбpaзoм, МaссoBor
oбнoвлениe оBoДится к изMeI]еHиIо еДиI{сTвенttoй ячeйки мaccивa B .

ЭквивaлентнoсTЬ. Ha ДaнньIй MoМrнт бy.Цет не сoBсеМ кoppектнo гoвopить o pешrнии зa.цaчи.

!eйствитeльнo, бьIлo ПoкaЗaнo' чеМy сooTBеTсTвyЮT ЗaПpoсЬI нa пpефиксaх или сyффиксax' oДHaкo
исхo.цнЬIе зaПpoсЬI фopмyлиpyroтся B теpMинax пpoизBoЛЬнЬIx oблaстей. B ДaльнейrшеМ ЗaпpoсЬl на
пpефиксе дЛя сyММЬI и нa сyффиксе для oбнoвления бyдем }IaЗЬIBaTь oслaблeнньlми. Пoкaжем, чтo лroбoй

Зaпpoс MoжI]o вЬIpa3иТЬ не бoлее ЧеМ Чеpе3 2" oслaбленньIх.
Чтoбьl pе[IиTЬ этy пpoблемy, нyжнo BoспoлЬзoвaтЬся фopмyлoй BкЛ}oчения-искJI}oчения.

Пpе,Цпoлorким, неoбхoдиМo oTBеTиTЬ нa зaПpoс gеt\А,ц,у) . Пpелпoлo)киМ' ЧТo х| #l. Toг.цa BЬIpaзиМ

исхoДньrй зaпpoс следytoщиМ oбpaзoм:

Hayннo-тexничeский вeстнИк Caнкт.Пeтepбypгскoгo гoсyдapствeHнoгo yHИвepситeтa
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пPиMEHEHиЕ дЕPEвЬEB для PЕAЛизAции MAссoвЬlx oпЕPAции ...

gd(А,&'у): r*(o'ц, ',',\_,",(o.1 . )
\ 'l. r.у'l. t-l/.

Пoвтopяя пoдoбнoе ПpеoбpaЗoBaниe ДЛя oстaлЬнЬIх инДексoB' BЬIpазиМ исхoДньtй ЗaПpoс ToЛЬкo Чеpез

зaпpoсЬl нa пpефиксax. [ля этoгo пoтpебyется не бoлee d шaгoв' ПoToмy иToгoBoе ЧисЛo зaПpoсoв не

пpевзoйдет 2,l ' Aнaлoгичнo Мoжнo BЬlпoлнитЬ МaссoBЬIе oбнoвления. Здесь снoвa исПoЛЬзyеTсЯ

сyщестBoBaние oбpaтньIx ЭЛеМенToB' ЧTo пo3вoляеT oДHиМ МaссoBЬIМ oбнoвлениям кoMпенсиpoBaтЬ.цpyгие.
Эффективнoсть. Пoскoлькy бoльtuинстBo .rлгopитМoB paбoTЬI с MнoгoМернЬIМи МaссиBaМи.цaнньIх

сoДеp)кaт О(|ogu /y') в свoей aсиMПToTике' Тo yMнo)I(eниe нa 2o не иЗMrниT aсиМIlToTиЧескyЮ oценкy.

Pеrшeние зaДaчи

СoсpeдoтouиМся нa BЬIпoлнrнии зaпpoсa нa (сyММy сyMM). B Дальнейtшeм бyДeт у.цoбнo
BoсПoЛьзoBaТься нoтaцией' ПpeДЛoя(elJнoй в paбoте [l l]:

[утвеpждeни.r : ]1' 
если yгBеpж.цение исTин[lo;

lU. в пpoтиBlloM сЛуraе.

Лeммa 5.,Qля любozo x{z зltаuеtше B(x)

fioказаmельсmвo. [eйcтвиTеЛЬнo SSB(z) :

эTy сyМMy pa"no ) I ty': *].
l<y<zlsy,<у

вхodum с SSB(z) pou,,o fl,,-,(z,_ х,) pаз'

' ' 

.B(y'). КoлинестBo Bxo)кДений знaчения .B(х) в
l<у<zt<у,<у

[y,: х]= I t*<y]: I t :f].i'(z, -x,).
rsу sz

Бyлем в кaж.цoй ячейке xpaнитЬ нr пpoсTo ЗнaЧениe B*, a мнoгo.rnen B'fl" ,(z,_ х') ' ГДe zi

Зapaнее не изBестнЬI. oтметим, чTo ПoсЛе paскpЬITия всех скoбoк ПoлyЧиTся 2/ слaгaемьIx.
Hеoбxo.цимo пoясниTЬ' ЧTo ПoДpaЗyмeвaeтся пoД yМHoх(rниrМ элеМе}|тa aбелевoй гpyпПЬl <G,+>

нa ЧисЛo. Moжнo бьrлo бьl peшиTЬ' чтo МЬt иМееМ деЛo с кoльцoM, l]o этo нe Taк. Пoдuepкнем' ЧTo Bсе

кoэффициeнTЬI целЬIе, пoэтoМy yМнox(rние gеG нa чИcЛo а>0 eсть Bсегo лишЬ }. A"-o.,.,"o
i=1

oПpeделяeTся эTa oпеpaция для сЛyчaЯ а <О .B иТoге пpихoДиM к тoМy' чтo в кaжДoй ячейке xpaнитcя 2o

элеМrнтoв G. Пoскoлькy этo кoэффициeнтЬI MнoгoчЛrнa' тo их Мoжнo скЛaдЬlвaтЬ кaк BекToрЬI. Мaссив,
сoдеpясaщий эTи МнoгoЧЛеньI, oбoзнauим кaк С.

Б_Pассмoтpим LС' Пoлyним MI]oгoчлен' пpедстaвляющий сoбoй чисЛo вxoждений

сooTBеTстByro*,*,,"i,"''oB в зaПpoс нa сyММy sum(А,P, -) (пo лeммaм 2'з,5).Этo oзнa.raет, .rтo

Г-- l
sum(А.4'):| !с' |r'l.
ЧтoбьI "'""',l;;; ,uinoo. нa сyМMy на пpефиксе' нy,,(нo BьIЧислить сyMMy нa пpефиксе в МaссиBе

C, пoсле чrгo B пoлyнивtпийся МнoгoчЛен ПoдстaBитЬ пapaМетpЬI зaпpoсa. Пpи вьlпoлнении oслaб-
Лrннoгo зaПpoсa нa Maссoвoe oбнoвлeние иЗМrняеTся oднa янейкa, т.е. пpибaвЛение нa сyффиксе бьIлo
сBеДенo к пpибaвлению нoвoгo МнoгoчЛенa к oднoй ячейке. Taким oбpaзoм, Для peшения финa.пьнoй
зa.цaЧи .цoсTaToчнo ПoдДеpжки Двyх зaпpoсoB: сyММa нa пpефиксе и и3Менение o.цнoгo элемeнтa. .{ля
pешения этoй зa.цачи сyщестByет МнoжесTBo сTpyкTyp ,цaннЬtx' пoзвoляющих BЬIпoлнятЬ yкaзaннЬIе

зaПpoсЬI зa o(log, Л) .

oценкa пoтpебляемьIx pесypсoB

Bpемя paбoтьI. Хapaктеpнoе вpемя oбpaбoТки ЗaПpoсoB пoпyляpньIМи стpyктypaМи ДaннЬrx сoстaB-

ляет o(log/ Iy') . Сведение исxoДHЬIх ЗaПpoсoB к oслaбленньIM пpивoДит к не бoлее чeм 2d зaпpoсaм к

стpyктype. Taким oбpaзoм, aсиI\4пToTиЧескaя oценкa BpеМени oбpaбoтки oДнoгo Зaпpoсa сoсTaBЛяет

О(2d |ogd /{): o(log/ N) пpи фиксиpoвaннoй paзмеpнoсTи ПPoсTpaнствa d .

[ля зaвеprпениЯ oцeнки вpeМени paбoтьI oсTzlЛoсЬ oпpе.цeЛить' кaкoе вpeМя зaниМaют элеМен-
тapнЬIе oПеpaции нaД МнoгoчлeнaМи. Бy.Цем снитaTЬ oПеpaциЮ + в G ЭлеMентapнoй, т.е. нa ее BЬIIloЛ-

неllие yхoДит o(l) BpеМeни. ToгДa пoсле пpеoбpaзoвaния кaя<.цьtй элеМент зaМrняется нa МнoгoЧЛен сTе-

Hayннo-тexничeский вeстHИк Caнкт-Пeтepбypгскoгo гocyдapствeннoгo yнивepситeтa
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A.Г. Бaнньlx

лeни 2,l. Знavит, сЛo)кrние ДByх МнoгoЧЛеlloB BЬlпoлняется зa o12d). Taким oбpaзoм, aсимптoтическoй

oценкoй BpеМеrrи вЬIпoЛнrния зaпpoсa oсTirЛoсЬ o(logd N) .

oбpaтимся тeпеpЬ к МaссoвЬtМ oбнoвлениям. Пo aналoгии с ПpеДЬl.цyщиМи paссy)к.цeнияMи Мo)I{Ho

считaTь' чтo oслaбление зaпpoсoв Hr BеДеT к yхyДtxени}o aсиMпToтики. Единственнoе' с чеM oстulJtoсЬ
paзoбpaться, - пoсTpoение l{oвoгo МHoгoЧленa.

Ключевoй Boпpoс - зa кaкoе BpеМя Мo)кнo BьIпoлнятЬ yMtlo}(ениe нa цeлoe числo. Если МЬr иМееМ

.целo с пpиМиTивнЬIМи TипaMи .цaннЬIх' To эTy oпеpaциЮ Мo}l(tlo BЬIПoЛниTЬ зa o(l) всTpoеннЬlМи кo-

Мaн.цaми Пpoцессopa. B иньtх сЛyчaях Мo}кнo Пpе.цстaBить yMlloжениe нa Числo uеpeз o(log(i)) oпеpaций

+ 
' 
гДе Z - aбсoлtoтнoе знaЧе}lие Мtlo)киTеЛя [l2]. КoэффициeнТЬI l\4нoгoЧлeнa нe пpеBЬIш]aют N, , пoэтoмy

oбщaя oценкa BpеМени' ЗaTpaЧеннoгo нa Пoстpoeниe l]oBoгo МнoгoЧленa' ecть О(2d log(Nd )) : o(Iogo N) .

Пaмять. Пoтpебление ПaMяТи зaBисит oт испoлЬзуrмoй стpyктypЬI.цalJнЬtx' пoэтoМy сЛo)кнo пpи-
BесTи кaкие-либo кoнкpетt]Ьtr oцеHки. Tем не Менее' Мo)кнo yBеpеннo yTBеp}к.цaTЬ' чтo ПoсЛe Bсeх пpе-

oбpaзoвaний пoтpeблениe лaNlЯTИ вoЗpaстrT нr Менrе чeм в 2o paз' чтo сBязaнo с xpaнениеМ МнoГo-
ЧЛенoB. Кpoме Toгo' B слyчaе paзpеx(еннЬlх .цaннЬlх кoлиЧествo ненyлевьIх яЧеeк Мo)кет тaкже Boзpaсти'

нo не бoлее зeмв 2d paз.

Для бoльrшинствa стpyктyp дaннЬIх ПpиМене}rие paзpaбoтaннoгo МеTo,цa не yхyДшaет
aсиMllтoтичeскyЮ oцrнкy BpеМeни их paбoтьI. Tем не Мrнеr' пpи Boзpaстaнии paЗМеpнoсTи МaссиBa

ДaннЬIx кoнстaнTa, скpЬlтaя B aсиMптoтическoй oцeнке, Bo3paсTaeT 1ксПoнeнциа.ПЬнo.

Зaклroчение

B paбoте бьtл вьIбpaн чaстньIй слyнaй МaссoвЬIх oпеpaЦий: * = o , { G,+ > - aбелева гpyппa. [ля
негo бьlл paзpaбoтaн oбщий МеToД сBе.цеHИЯ зaДaЧИ с МaссoBЬrMи oбнoвлениями к хopoшlo изyненнoй
зaДaче без ниx. Paзpaбoтaнньtй метoД Мo}кнo исПoЛЬзoBaTь с любьtми сyщесTByющиMи сТpyктypaМи
ДaIIHЬIх. Этo свoйствo Пo3Boляет ДeЛaтЬ вьlбop oптимальнoй стpyктypЬt ДaннЬlx для кalкдoй Зa.цaчи
oTДеЛьнo. Haпpимеp, есЛи исПoЛЬзyЮTся всe ячейки MaссиBa' To стoиT сДеЛaTЬ вьrбop в пoЛьзy.цеpеBa
Фенвикa. С дpyгoй стopoнЬt' B слyЧaе сиЛЬнo paЗреrltеннЬIх ДaннЬIx Мo)t(нo исПoЛЬзoвaТь paЗpeжeнHoe

.цеpeBo oTpеЗкoB. ПoДoбнaя гибкoсть ПoзBoляeт пpиМеняTЬ МетoД B paзЛиЧньtх oблaстяx.
Taким oбpaзoм, N'lетoД пoлyчиЛся yниBеpсaПЬнЬIМ нaсToЛькo' нaскoЛькo эТo BoЗMo)t(tlо для .цaннoй

зaДaчИ. К сoжaлениro' Boпpoс oб oбoбщении МетoДa нa бoлее шJиpoкие клaссЬI зaДaч oсTaеTся oTкpЬlTЬIМ.

Литеparypa

l. Кopмeн T., Лейзepсoн Ч., Pивeот P., Штaйн К. AлгopитмЬl: пoсTpoенvre И aНaлИз. - 2-e изд. - М..'
MЦHMO.2010. - |296 c'

2. Шень A. ПpoгpaммиpoBaние: теopеМЬI И ЗaДaчИ. -2-e изI,' - М.: МЦHMo'2004. -296 c.
3. Tarjan R.Е. Data Struсtures and Network Algorithms. * PA.: Soсiеty for Industrial Мathеmatiсs, l983. - l40 p.
4. Кнyт.(.Э.ИскyсстBoпpoгpaМMИpoBaНИЯ.T.3.Сopтиpoвкaипoиск.-M.:Bильямc,20О.7.-824c'
5. PoмaнoвскиЙ И'B..(искpетньIй aНaЛИЗ. - 4-e изД,. - СПб: Hевский [иaлект; БХB-Петеpбypг' 2008. _

ЗЗ6 c.
6. Bentlеy J.L. Multidimensional binary sеarсh tгees used for assoсiative searсhing // Сommuniоations of thе

AсI\4. - |9.7 5. - V. l 8. - J\Ъ 9. - P. 509-5 l7.
7' Пpeпapaтa Ф., Шеймoс М. BьtчислителЬнaя геoметpия: BвеДение. - М.: Миp, |989. - 4.78 c.
8. Fеnwiсk P.М. A Nеw Data Struсfurе for Cumulative Frequenсy Tables // Softwarе: Praсtiсe and eхperiеnсе.

-|994.-У.24 -Ns 3. -P.З27-зз6.
9. Кнyт [.' Гpэхeм P., Пaтarшник o. Кoнкpетнaя МaTеМaтикa. oснoвaние инфopмaTИКИ. - M.: Bильямс,

2О05. - 784 c'
l0.Бaнньlx A.Г. Пpименение.цrpеBЬеB.цЛЯ prаЛиЗaции MaссoвьIх oПеpaций нa мнoгoмepньtх MaосиBax

ДaннЬIх [ЭлектpoнньIй pесypс]. - Pежим дoстyпa: http://is.ifmo.ru/papersl2Ol l-baсhеlor-bannykh/, св. Яз.
pyс. (дaтa oбpaщения 25.11'2011).

l l. Кнyт [.Э. ИскyсстBo ПpoгpaММиpoBaния. Т. 1. oснoвнЬIе aЛгopитMьl. - M.: Bильямс, 2007 . - 720 c.
l2. Brauеr A. on addition сhains // Bulletin of the Ameriсan Мathеmatiсal Soсiеty. - |939. - V. 45. - J\Ъ l0. -

P.736-7з9.

Банньtх Ан moн Геннаdьев aч _ Caнкт-Петеpбypгский нaЦиoнaльньlй иссЛедoвaтелЬcкиil унивеpcитет инфopмa.
циoннЬIх теxнoлoгий, MеxaHики и oптики' сTу.цент, anton.bannykh@gmail.сom

Hayvнo-тexничeский вeстHИк Caнкт-Пeтepбypгскoгo гoсytapствeнHoгo yнивepситeтa
инфopмaциoHнЬlx тexнoлoгиЙ, мexaник|^ И oптИк|/|,2012' N9 1 (77)

89


