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Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðåôèêñíûå êîäû íàõîäÿò øèðîêîå ïðèìåíåíèå â ðàçëè÷íûõ
îáëàñòÿõ èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé. Â ñâÿçè ñ ýòèì èçó÷åíèå èõ ñâîéñòâ ïðåäñòàâ-
ëÿåò áîëüøîé èíòåðåñ.

Íàèáîëåå åñòåñòâåííûé ïîäõîä ê ðàñïîçíàâàíèþ ïðåôèêñíûõ êîäîâ îñíîâàí íà ïðè-
ìåíåíèè êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ. Èìååòñÿ ðÿä ñòàòåé [1, 2], ïîñâÿùåííûõ èññëåäîâàíèþ
çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ÷èñëà ñîñòîÿíèé àâòîìàòà, ðàñïîçíàþùåãî íåêîòîðûé çàäàííûé
ïðåôèêñíûé ÿçûê.

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à: äàíî íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñ-
ëî n, íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü äåòåðìèíèðîâàííûé êîíå÷íûé àâòîìàò, ïðèíèìàþùèé
íåêîòîðûé ïðåôèêñíûé êîä ìîùíîñòè n íàä àëôàâèòîì Σ = {0, 1} è èìåþùèé íàè-
ìåíüøåå âîçìîæíîå ÷èñëî ñîñòîÿíèé.

Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñâîéñòâà èñêîìîãî àâòîìàòà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü äåòåðìèíèðîâàííûé êîíå÷íûé àâòîìàò A � ìèíèìàëüíûé àâ-
òîìàò, ïðèíèìàþùèé íåêîòîðûé íåïóñòîé ÿçûê. Ýòîò ÿçûê ÿâëÿåòñÿ ïðåôèêñíûì òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â àâòîìàòå A ðîâíî îäíî òåðìèíàëüíîå ñîñòîÿíèå, ïðè÷åì
âñå ïåðåõîäû èç íåãî âåäóò â òóïèêîâîå ñîñòîÿíèå.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü äåòåðìèíèðîâàííûé êîíå÷íûé àâòîìàò A � ìèíèìàëüíûé àâ-
òîìàò, ïðèíèìàþùèé êîíå÷íûé ïðåôèêñíûé ÿçûê. Òîãäà â ýòîì àâòîìàòå íåò öèêëîâ,
êðîìå ïåòåëü, âåäóùèõ èç òóïèêîâîãî ñîñòîÿíèÿ â ñàìî ñåáÿ.

Òåîðåìà 3. Â äåòåðìèíèðîâàííîì êîíå÷íîì àâòîìàòå, ïðèíèìàþùåì íåêîòîðûé
ïðåôèêñíûé êîä çàäàííîé ìîùíîñòè n è èìåþùåì ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ñîñòîÿíèé, íåò
ïåðåõîäîâ â òóïèêîâîå ñîñòîÿíèå, êðîìå êàê èç åäèíñòâåííîãî òåðìèíàëüíîãî è òóïè-
êîâîãî ñîñòîÿíèé.

Òàê êàê èñêîìûé àâòîìàò íå ñîäåðæèò öèêëîâ, ìîæíî âûïèñàòü åãî ñîñòîÿíèÿ
(êðîìå òóïèêîâîãî) â ïîðÿäêå îáðàòíîé òîïîëîãè÷åñêîé ñîðòèðîâêè:

q0 = f, q1, q2, . . . , qk−2 = s.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîùíîñòåé ïðàâûõ êîíòåê-
ñòîâ äëÿ âûïèñàííûõ ñîñòîÿíèé:

a0, a1, a2, . . . , ak−2,

ãäå ai = |Rqi | (Rqi �ïðàâûé êîíòåêñò ñîñòîÿíèÿ qi).
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Èç ðàâåíñòâ Rq0 = Rf = {ε} ñëåäóåò, ÷òî a0 = 1. Òàê êàê ñîñòîÿíèÿ àâòîìàòà
òîïîëîãè÷åñêè îòñîðòèðîâàíû è èç êàæäîãî âûõîäèò äâà ïåðåõîäà â íåòóïèêîâûå ñî-
ñòîÿíèÿ, òî âñå ïîñëåäóþùèå ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ai ÿâëÿþòñÿ ñóììîé êàêèõ-
ëèáî äâóõ ïðåäûäóùèõ. Ïîñëåäíèé ýëåìåíò ak−2 ñîîòâåòñòâóåò Rs è ðàâåí ìîùíîñòè
ÿçûêà, ïðèíèìàåìîãî àâòîìàòîì.

Îïðåäåëåíèå 1. Àääèòèâíîé öåïî÷êîé [3] íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëå-
ìåíòîâ ai, òàêàÿ, ÷òî

1) a0 = 1;
2) ai = aj + ak äëÿ íåêîòîðûõ j, k < i ïðè âñåõ i > 0.

Èòàê, èñêîìîìó êîíå÷íîìó àâòîìàòó ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðàÿ àääèòèâíàÿ öåïî÷êà.
Èç ìèíèìàëüíîé àääèòèâíîé öåïî÷êè ïîñðåäñòâîì îáðàòíîãî ïîñòðîåíèÿ ìîæíî ïî-
ëó÷èòü êîíå÷íûé àâòîìàò, ïðèíèìàþùèé íåêîòîðûé ïðåôèêñíûé êîä çàäàííîé ìîù-
íîñòè. Äëèíà àääèòèâíîé öåïî÷êè íà 2 ìåíüøå ÷èñëà ñîñòîÿíèé â ñîîòâåòñòâóþùåì
àâòîìàòå. Îòñþäà âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 4. Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ äåòåðìèíèðîâàííîãî êîíå÷íîãî àâòîìàòà ñ ìè-
íèìàëüíûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé, ïðèíèìàþùåãî íåêîòîðûé ïðåôèêñíûé êîä çàäàííîé
ìîùíîñòè n, ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å ïîñòðîåíèÿ êðàò÷àéøåé àääèòèâíîé öåïî÷êè, çàêàí-
÷èâàþùåéñÿ ÷èñëîì n.

Èç òåîðåìû 4 ñëåäóåò äîïîëíèòåëüíîå ñâîéñòâî èñêîìîãî ïðåôèêñíîãî êîäà.

Òåîðåìà 5. Ïðåôèêñíûé êîä çàäàííîé ìîùíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèé àâòîìàòó
ñ ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé, ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì.

Çàäà÷à î íàõîæäåíèè êðàò÷àéøåé àääèòèâíîé öåïî÷êè ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîé çà-
äà÷åé äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè [3]. Íàèáîëåå èçâåñòíûì åå ïðèìåíåíèåì ÿâëÿåòñÿ çà-
äà÷à îá îïòèìàëüíîì àëãîðèòìå âîçâåäåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà â çàäàííóþ ñòåïåíü,
ïðåäñòàâëÿþùàÿ èíòåðåñ äëÿ êðèïòîãðàôèè [4].

Ïîëèíîìèàëüíîãî ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è íà äàííûé ìîìåíò íåèçâåñòíî. Ïðîñòûì
è äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíûì ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèé áèíàð-
íûé ìåòîä âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü [3]. Àêòèâíî ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû ïîèñêà ïðèáëèæåí-
íîãî îòâåòà, â òîì ÷èñëå âåäóòñÿ èññëåäîâàíèÿ ïî ïðèìåíåíèþ ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèò-
ìîâ [5] è ¾ìóðàâüèíûõ àëãîðèòìîâ¿ [6]. Â ðàáîòå [7] ïîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à íàõîæäåíèÿ
êðàò÷àéøåé àääèòèâíîé öåïî÷êè, êîòîðàÿ ñîäåðæèò â êà÷åñòâå ïîäïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè äàííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü b1, b2, . . . , bk, ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé. Òî åñòü åñòåñòâåííîå
îáîáùåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è íå èìååò ïîëèíîìèàëüíîãî ðåøåíèÿ, åñëè P 6= NP .
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Â äàííîé ðàáîòå íàèáîëåå âàæíûì ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ðåáåðíîãî ïîêðûòèÿ ãðàôà
êëèêàìè (ÐÏÊ). ÐÏÊ� ýòî òàêîé íàáîð êëèê (ïîëíûõ ïîäãðàôîâ) K1, ..., Kr, ÷òî ëþ-
áîå ðåáðî ãðàôà G ëåæèò õîòÿ áû â îäíîé èç ýòèõ êëèê. Â êà÷åñòâå êëèê, âõîäÿùèõ
â ÐÏÊ, ïîäðàçóìåâàþòñÿ òîëüêî ìàêñèìàëüíûå ïî âêëþ÷åíèþ êëèêè. Êðîìå òîãî,
áóäåì îòîæäåñòâëÿòü êëèêó è ìíîæåñòâî åå âåðøèí, òî åñòü âûðàæåíèå ¾ìíîæåñòâî
âåðøèí R îáðàçóåò êëèêó â ãðàôå G¿ îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî âåðøèí R ïîðîæäàåò
ìàêñèìàëüíûé ïîëíûé ïîäãðàô â ãðàôå G. Íàçîâåì ðåáðî e ãðàôà G ñîáñòâåííûì
ðåáðîì êëèêè K, åñëè îíî ëåæèò â ýòîé êëèêå è íå ëåæèò íè â êàêîé äðóãîé ìàêñè-
ìàëüíîé ïî âêëþ÷åíèþ êëèêå ãðàôà G. Ñîîòâåòñòâåííî êëèêó K, èìåþùóþ õîòÿ áû
îäíî ñîáñòâåííîå ðåáðî, íàçîâåì çàôèêñèðîâàííîé.

Óòâåðæäåíèå 1. Êëèêà K âõîäèò â ëþáîå ÐÏÊ ãðàôà G òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ çàôèêñèðîâàííîé.

Ñîáñòâåííûå ðåáðà è ñîîòâåòñòâåííî çàôèêñèðîâàííûå êëèêè äîïóñêàþò ïðîñòóþ
õàðàêòåðèçàöèþ, ïîçâîëÿþùóþ ëåãêî ðàñïîçíàòü èõ â ãðàôå.

Óòâåðæäåíèå 2. Ðåáðî e ∈ E(G) ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ðåáðîì íåêîòîðîé êëè-
êè K òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà G, ñìåæíûõ îäíîâðåìåííî
ñ îáîèìè êîíöàìè ðåáðà e, ïîðîæäàåò ïîëíûé ïîäãðàô â G. Êðîìå òîãî, ýòîò ïîëíûé
ïîäãðàô â îáúåäèíåíèè ñ êîíöàìè ðåáðà e îáðàçóåò êëèêó K.

Èç äàííîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò âîçìîæíîñòü íàõîæäåíèÿ âñåõ çàôèêñèðîâàííûõ
êëèê ãðàôà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ (òðóäîåìêîñòü íå áîëåå O(n4), ãäå n = |V (G)|).
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ãðàôàìè, â êîòîðûõ ñëîæíî ñòðîèòü ìè-
íèìàëüíîå ÐÏÊ, ÿâëÿþòñÿ ãðàôû, íå ñîäåðæàùèå çàôèêñèðîâàííûõ êëèê, èëè, ÷òî ýê-
âèâàëåíòíî, ñîáñòâåííûõ ðåáåð. Äàëåå òàêèå ãðàôû, òî åñòü ãðàôû, â êîòîðûõ êàæäîå
ðåáðî ëåæèò íå ìåíåå ÷åì â äâóõ êëèêàõ, íàçîâåì ãðàôàìè, ñâîáîäíûìè îò ñîáñòâåí-
íûõ ðåáåð. Ââåäåì íà ìíîæåñòâå âåðøèí ãðàôà G îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè. Äâå
âåðøèíû x è y íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îíè ñìåæíû è èõ îêðóæåíèÿ ñîâ-
ïàäàþò, òî åñòü N(x) = N(y). Ñæàòûì ãðàôîì íàçîâåì ãðàô, â êîòîðîì âñå âåðøèíû
ïîïàðíî íåýêâèâàëåíòíû.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû îòðàæàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì ñæàòûì ãðàôîì, ñâîáîäíûì
îò ñîáñòâåííûõ ðåáåð. Òîãäà

1) ρ(G) 6 ∆(G)− 1;
2) åñëè ρ(G) = ∆(G)− 1, òî ∆(G) = 4, è ãðàô G ýêâèâàëåíòåí ãðàôó B;
3) åñëè ρ(G) = ∆(G)− 2, òî â ãðàôå G ñóùåñòâóåò íå ìåíåå äâóõ âåðøèí ñòåïåíè

∆(G), ëèáî ãðàô G ïîëó÷àåòñÿ èç ãðàôà B äîáàâëåíèåì îäíîé äîìèíèðóþùåé
âåðøèíû.


