
Ìåòîä ðåäóêöèè

âåðîÿòíîñòíûõ ñèñòåì ïåðåõîäîâ

À.Ì.Ìèðîíîâ, Ñ.Ë.Ôðåíêåëü

Ñîäåðæàíèå

1 Ââåäåíèå 3
1.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è, ìîòèâàöèÿ è íàó÷íàÿ íîâèçíà 3
1.2 Èñòîðè÷åñêèé îáçîð è ñîâðåìåííîå ñîñòîÿíèå äåë

â îáëàñòè âåðèôèêàöèè âåðîÿòíîñòíûõ ñèñòåì ïå-
ðåõîäîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.3 Ñòðóêòóðà ñòàòüè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2 Âåðîÿòíîñòíûå ñèñòåìû ïåðåõîäîâ 7
2.1 Ïîíÿòèå âåðîÿòíîñòíîé ñèñòåìû ïåðåõîäîâ . . . . . 7
2.2 Ïóòè â âåðîÿòíîñòíûõ ñèñòåìàõ ïåðåõîäîâ . . . . . 8
2.3 Ïðèìåðû âåðîÿòíîñòíûõ ñèñòåì ïåðåõîäîâ . . . . . 9

3 Ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå âåðîÿòíîñòíûõ ñèñòåì
ïåðåõîäîâ 11
3.1 Ñëó÷àéíûå ôóíêöèè . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
3.2 Ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâóþùèå ñëó÷àéíûì ôóíêöèÿì 12
3.3 Ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâóþùèå âåðîÿòíîñòíûì ñèñòå-

ìàì ïåðåõîäîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

4 Ëîãèêà PCTL 14
4.1 Ñâîéñòâà âåðîÿòíîñòíûõ ñèñòåì ïåðåõîäîâ . . . . . 14
4.2 Ôîðìóëû ëîãèêè PCTL . . . . . . . . . . . . . . . . 14
4.3 Çíà÷åíèÿ ôîðìóë ëîãèêè PCTL â ñîñòîÿíèÿõ âå-

ðîÿòíîñòíûõ ñèñòåì ïåðåõîäîâ . . . . . . . . . . . . 15
4.4 Ñìûñë ôîðìóë ëîãèêè PCTL . . . . . . . . . . . . 17

1



4.5 Ïðèìåð ôîðìóëû ëîãèêè PCTL, âûðàæàþùåé ñâîé-
ñòâî âåðîÿòíîñòíîé ñèñòåìû ïåðåõîäîâ . . . . . . . 18

5 Ìåòîä ðåäóêöèè âåðîÿòíîñòíûõ ñèñòåì ïåðåõîäîâ 19
5.1 Çàäà÷à ðåäóêöèè âåðîÿòíîñòíûõ ñèñòåì ïåðåõîäîâ 19
5.2 Ýêâèâàëåíòíîñòü âåðîÿòíîñòíûõ ñèñòåì ïåðåõîäîâ 20
5.3 Âñïîìîãàòåëüíûå ïîíÿòèÿ è óòâåðæäåíèÿ . . . . . 20

5.3.1 Ýêâèâàëåíòíîñòè è ñâÿçàííûå ñ íèìè ðàç-
áèåíèÿ ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé . . . . . . . . . 20

5.3.2 Ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé, ñîâìåñòè-
ìûå ñ ôóíêöèåé ïåðåõîäà . . . . . . . . . . . 24

5.4 Ðåäóêöèÿ âåðîÿòíîñòíûõ ñèñòåì ïåðåõîäîâ . . . . . 30
5.4.1 Çàäà÷à ðåäóêöèè ÂÑÏ . . . . . . . . . . . . 30
5.4.2 Ïîñòðîåíèå ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé

ðåäóöèðóåìîé ÂÑÏ . . . . . . . . . . . . . . 30
5.4.3 Óäàëåíèå ýêâèâàëåíòíûõ ñîñòîÿíèé èç âå-

ðîÿòíîñòíûõ ñèñòåì ïåðåõîäîâ . . . . . . . . 33
5.4.4 Îïèñàíèå àëãîðèòìà ðåäóêöèè ÂÑÏ . . . . 38

6 Ïðèìåð ðåäóêöèè âåðîÿòíîñòíîé ñèñòåìû ïåðåõî-
äîâ 39
6.1 Îïèñàíèå ðåäóöèðóåìîé ÂÑÏ . . . . . . . . . . . . 39
6.2 Âû÷èñëåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ρ(PCTL) äëÿ ðåäó-

öèðóåìîé ÂÑÏ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
6.3 Óäàëåíèå èçáûòî÷íûõ ñîñòîÿíèé . . . . . . . . . . . 50

7 Ïðèìåð âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ôîðìóëû ëîãèêè PCTL
â ñîñòîÿíèÿõ âåðîÿòíîñòíûõ ñèñòåì ïåðåõîäîâ 55

8 Çàêëþ÷åíèå 58

2



Àííîòàöèÿ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ðåäóêöèè âåðîÿòíîñòíûõ ñè-

ñòåì ïåðåõîäîâ (ÂÑÏ) ñ öåëüþ ïîíèæåíèÿ ñëîæíîñòè âå-

ðèôèêàöèè òàêèõ ñèñòåì. Âåðèôèêàöèÿ ÂÑÏ çàêëþ÷àåò-

ñÿ â âû÷èñëåíèè èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé ôîðìóë âåðîÿò-

íîñòíîé òåìïîðàëüíîé ëîãèêè (PCTL, Probabilistic Com-

putational Tree Logic) â íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèÿõ ÂÑÏ. Ââå-

äåíî ïîíÿòèå ýêâèâàëåíòíîñòè ñîñòîÿíèé ÂÑÏ, è óêàçàí

àëãîðèòì óäàëåíèÿ ýêâèâàëåíòíûõ ñîñòîÿíèé, â ðåçóëüòà-

òå ðàáîòû êîòîðîãî ïîëó÷àåòñÿ òàêàÿ ÂÑÏ, ó êîòîðîé âñå

ñâîéñòâà, âûðàæàåìûå ôîðìóëàìè ëîãèêè PCTL, ñîâïà-

äàþò ñî ñâîéñòâàìè èñõîäíîé ÂÑÏ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âåðèôèêàöèÿ; âåðîÿòíîñòíûå ñè-

ñòåìû ïåðåõîäîâ; âåðîÿòíîñòíàÿ òåìïîðàëüíàÿ ëîãèêà; ðå-

äóêöèÿ âåðîÿòíîñòíûõ ìîäåëåé

1 Ââåäåíèå

1.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è, ìîòèâàöèÿ è íàó÷íàÿ

íîâèçíà

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ðåäóêöèè âåðîÿò-
íîñòíûõ ñèñòåì ïåðåõîäîâ (ÂÑÏ), öåëüþ êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ
ïîíèæåíèå ñëîæíîñòè âåðèôèêàöèè ñâîéñòâ ÂÑÏ, âûðàæàåìûõ
ôîðìóëàìè âåðîÿòíîñòíîé òåìïîðàëüíîé ëîãèêè PCTL.

ÂÑÏ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îäèí èç íàèáîëåå øèðîêî èñïîëüçó-
åìûõ êëàññîâ ìîäåëåé äèñêðåòíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ïîíÿ-
òèå ÂÑÏ ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ öåïè Ìàðêîâà [2], êîòî-
ðîå èìååò øèðîêèå ïðèìåíåíèÿ â åñòåñòâåííûõ è ãóìàíèòàðíûõ
íàóêàõ. Ïîíÿòèå ÂÑÏ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òàêæå êàê ÷àñòíûé
ñëó÷àé ïîíÿòèÿ âåðîÿòíîñòíîãî àâòîìàòà [3]. Ãëàâíîé îòëè÷è-
òåëüíîé îñîáåííîñòüþ ïîíÿòèÿ ÂÑÏ îò ïîíÿòèé öåïè Ìàðêî-
âà è âåðîÿòíîñòíîãî àâòîìàòà ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå âûðàçèòåëüíîãî
ëîãè÷åñêîãî ôîðìàëèçìà, ïîçâîëÿþùåãî ýôôåêòèâíî îïèñûâàòü
ðàçëè÷íûå ñâîéñòâà ïîâåäåíèÿ ÂÑÏ. Â êà÷åñòâå òàêîãî ôîðìà-
ëèçìà âûñòóïàåò âåðîÿòíîñòíàÿ òåìïîðàëüíàÿ ëîãèêà PCTL ([4],
[13]), êîòîðàÿ
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• ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåðîÿòíîñòíûé àíàëîã òåìïîðàëüíîé ëî-
ãèêè âåòâÿùåãîñÿ âðåìåíè CTL [5], èñïîëüçóþùåéñÿ äëÿ
ñïåöèôèêàöèè ñâîéñòâ ïàðàëëåëüíûõ è ðàñïðåäåë¼ííûõ ïðî-
ãðàìì, è

• ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ îïèñàíèÿ ðàçè÷-
íûõ ñâîéñòâ äèñêðåòíûõ âåðîÿòíîñòíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñè-
ñòåì.

Ôîðìóëû ëîãèêè PCTL ìîãóò îòðàæàòü ðàçëè÷íûå âåðîÿò-
íîñòíûå àñïåêòû ïîâåäåíèÿ àíàëèçèðóåìûõ ñèñòåì, ê ÷èñëó êî-
òîðûõ îòíîñÿòñÿ íàïðèìåð

• ÷àñòîòà âûïîëíåíèÿ òåõ èëè èíûõ äåéñòâèé èëè ïåðåõîäîâ
â àíàëèçèðóåìûõ ñèñòåìàõ

• âåðîÿòíîñòü îòêàçà êîìïîíåíòîâ àíàëèçèðóåìûõ ñèñòåì

• âåðîÿòíîñòíûé õàðàêòåð âçàèìîäåéñòâèÿ àíàëèçèðóåìîé ñè-
ñòåìû ñ å¼ îêðóæåíèåì, íàïðèìåð: ÷àñòîòà ïîñòóïëåíèÿ
âõîäíûõ çàïðîñîâ èëè ñîîáùåíèé, ÷àñòîòà ïîëó÷åíèÿ èñêà-
æ¼ííûõ ñîîáùåíèé (äëÿ ïðîòîêîëîâ ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé â
êîìïüþòåðíûõ ñåòÿõ), è ò.ï.

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ êëàññ âåðîÿòíîñòíûõ ìîäåëåé íàõîäèò âñ¼
áîëüøåå ïðèìåíåíèå â ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ âåðèôèêàöèè ïðîãðàìì-
íûõ ñèñòåì. Îäíîé èç ãëàâíûõ ïðè÷èí àêòóàëüíîñòè äàííîãî
êëàññà ìîäåëåé â çàäà÷àõ âåðèôèêàöèè ïðîãðàììíûõ ñèñòåì ÿâ-
ëÿåòñÿ íåâûñîêàÿ (ïî ñðàâíåíèþ ñ äåòåðìèíèðîâàííûìè ìîäåëÿ-
ìè) ñëîæíîñòü âåðîÿòíîñòíûõ ìîäåëåé àíàëèçèðóåìûõ ñèñòåì.

Ïîñêîëüêó âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ îãðóáëåííûì ïðåä-
ñòàâëåíèåì àíàëèçèðóåìîé ñèñòåìû, òî ðåçóëüòàò å¼ âåðèôèêà-
öèè ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò ñâîéñòâ èñõîäíîé ñèñòåìû, è îäíîé èç
àêòóàëüíûõ íàó÷íûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ îöåíêà ñòåïåíè ðàñõîæäå-
íèÿ ñâîéñòâ èñõîäíîé ñèñòåìû è ñâîéñòâ å¼ âåðîÿòíîñòíîé ìîäå-
ëè. Îäíàêî ýòà çàäà÷à íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòîì äàííîãî èññëåäî-
âàíèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì ñëåäóþùóþ çàäà-
÷ó: ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü àíàëèçèðóåìîé
ñèñòåìû óæå ïîñòðîåíà, è òðåáóåòñÿ ïðåîáðàçîâàòü å¼ â òàêóþ
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ìîäåëü, ÷òîáû çàäà÷à àíàëèçà ñâîéñòâ èñõîäíîé ñèñòåìû, âûðà-
æàåìûõ âèäå ôîðìóë âåðîÿòíîñòíîé òåìïîðàëüíîé ëîãèêè, äî-
ïóñêàëà áû áîëåå ïðîñòîå ðåøåíèå äëÿ ðåäóöèðîâàííîé ìîäåëè,
à ðåçóëüòàòû âåðèôèêàöèè èñõîäíîé è ðåäóöèðîâàííîé ìîäåëè
áûëè áû îäèíàêîâû.

Íåêîòîðûå ïîäõîäû ê ðåäóêöèè ÂÑÏ èçó÷àëèñü â ðàçëè÷íûõ
ðàáîòàõ ïî âåðîÿòíîñòíîé âåðèôèêàöèè, îäíàêî â ýòèõ èññëåäî-
âàíèÿõ áûëè ðàññìîòðåíû ëèøü ÷àñòíûå ìåòîäû ðåäóêöèè ÂÑÏ,
òàêèå êàê ðåäóêöèÿ ÷àñòè÷íûõ ïîðÿäêîâ ([6], [7]) è ðåäóêöèÿ îñ-
íîâàííàÿ íà ïîíÿòèè ñèììåòðèè ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé ÂÑÏ ([8],
[9]). Äàííûå ìåòîäû ìîæíî ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàòü ëèøü äëÿ
ÂÑÏ äîñòàòî÷íî ñïåöèàëüíîãî âèäà, êàê ïðàâèëî ýòî � âåðîÿò-
íîñòíûå ìîäåëè ïàðàëëåëüíûõ è ðàñïðåäåë¼ííûõ ïðîãðàìì.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðåí äðóãîé ïîäõîä ê ðåäóêöèè
àíàëèçèðóåìîé âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè, êîòîðûé êðàòêî ìîæåò
áûòü îïèñàí êàê óäàëåíèå èçáûòî÷íûõ ñîñòîÿíèé. Äàííûé ìåòîä
ÿâëÿåòñÿ íîâûì, è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåðîÿòíîñòíîå îáîáùåíèå
ìåòîäà ìèíèìèçàöèè êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ.

1.2 Èñòîðè÷åñêèé îáçîð è ñîâðåìåííîå ñîñòî-

ÿíèå äåë â îáëàñòè âåðèôèêàöèè âåðîÿò-

íîñòíûõ ñèñòåì ïåðåõîäîâ

Âåðèôèêàöèÿ âåðîÿòíîñòíûõ ñèñòåì ïåðåõîäîâ (àíãëîÿçû÷íîå íà-
çâàíèå ýòîé îáëàñòè - Probabilistic Model Checking) â íàñòîÿùåå
âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå øèðîêî èñïîëüçóåìûõ ìå-
òîäîâ âåðèôèêàöèè âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì. Ãëàâíûì äîñòîèí-
ñòâîì ýòîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ïîëíîñòüþ àâòîìàòè-
÷åñêîãî àíàëèçà ìîäåëè âåðèôèöèðóåìîé ñèñòåìû. Ê ÷èñëó åãî
ñóùåñòâåííûõ íåäîñòàòêîâ îòíîñèòñÿ âûñîêàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ
ñëîæíîñòü ïðîöåäóðû âåðèôèêàöèè.

Ïåðâûå àëãîðèòìû âåðîÿòíîñòíîé âåðèôèêàöèè áûëè ïðåä-
ëîæåíû â 1980-å ãîäû â ðàáîòàõ [10], [11], [12]. Äàííûå àëãîðèò-
ìû áûëè ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ âåðèôèêàöèè êà÷åñòâåííûõ âåðî-
ÿòíîñòíûõ ñâîéñòâ (òî åñòü òàêèõ, êîòîðûå âûïîëíÿþòñÿ ñ âå-
ðîÿòíîñòüþ 1 èëè 0). Çàòåì ýòè àëãîðèòìû áûëè îáîáùåíû íà
ñëó÷àé âåðèôèêàöèè êîëè÷åñòâåííûõ âåðîÿòíîñòíûõ ñâîéñòâ (â
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ñïåöèôèêàöèè òàêèõ ñâîéñòâ ìîãëî ïðèñóòñòâîâàòü ëþáîå çíà-
÷åíèå âåðîÿòíîñòè). Ýòè àëãîðèòìû áûëè èçëîæåíû â ðàáîòàõ
[13], [14], [15]. Ïðîãðàììûå ðåàëèçàöèè ýòèõ àëãîðèòìîâ áûëè
ïðåäñòàâëåíû â ðàáîòàõ [16], [17].

Ïåðâûå ïðîìûøëåííûå ñèñòåìû âåðîÿòíîñòíîé âåðèôèêàöèè
áûëè ðàçðàáîòàíû â 2000-õ ãîäàõ [18], [19]. Ýòè ñèñòåìû âåðî-
ÿòíîñòíîé âåðèôèêàöèè óñïåøíî ïðèìåíÿþòñÿ âî ìíîãèõ îáëà-
ñòÿõ, â òîì ÷èñëå: àíàëèç ðàñïðåäåëåííûõ àëãîðèòìîâ, òåëåêîì-
ìóíèêàöèîííûå ïðîòîêîëû, êîìïüþòåðíàÿ áåçîïàñíîñòü, êðèï-
òîãðàôè÷åñêèå ïðîòîêîëû, ìîäåëèðîâàíèå áèîëîãè÷åñêèõ ïðî-
öåññîâ. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòèõ ñèñòåì âåðèôèêàöèè áûëè îáíà-
ðóæåíû óÿçâèìîñòè è àíîìàëüíûå ïîâåäåíèÿ àíàëèçèðóåìûõ ñè-
ñòåì, ïîäðîáíåå ñì. â [20] è [22]. Ïðè ïîìîùè ñèñòåì âåðîÿòíîñò-
íîé âåðèôèêàöèè ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû òàêèå õàðàêòåðèñòè-
êè ïðîãðàììíûõ ñèñòåì êàê íàïðèìåð âåðîÿòíîñòü âòîðæåíèÿ
çëîóìûøëåííèêà â êîìïüþòåðíóþ ñåòü, ìàò. îæèäàíèå âðåìåíè
îòêëèêà âåá-ñåðâèñà, è äðóãèå êîëè÷åñòâåííûå è êà÷åñòâåííûå
õàðàêòåðèñòèêè.

Íàèáîëåå ïîïóëÿðíîé ïðàêòè÷åñêîé ñèñòåìîé âåðîÿòíîñòíîé
âåðèôèêàöèè â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà PRISM [21],
[22], ðàçðàáîòàííàÿ íà ôàêóëüòåòå êîìïüþòåðíûõ íàóê Îêñôîðä-
ñêîãî Óíèâåðñèòåòà (Âåëèêîáðèòàíèÿ) â ãðóïïå Quantitative Ana-
lysis and Veri�cation ïîä ðóêîâîäñòâîì Ìàðòû Êâèàòêîâñêîé [1].

1.3 Ñòðóêòóðà ñòàòüè

Âî âòîðîé ãëàâå ìû äà¼ì ôîðìóëèðîâêó îñíîâíîãî ïîíÿòèÿ, èçó-
÷àåìîãî â íàñòîÿùåé ðàáîòå - âåðîÿòíîñòíîé ñèñòåìû ïåðåõîäîâ
(ÂÑÏ), è ïðèâîäèì äâà ïðîñòûõ ïðèìåðà ÂÑÏ. Â òðåòüåé ãëà-
âå ìû ââîäèì ïðåäñòàâëåíèå ÂÑÏ â òåðìèíàõ ñëó÷àéíûõ ôóíê-
öèé è ìàòðèö. Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ìû îïèñûâàåì ëîãèêó PCTL
è îïðåäåëÿåì å¼ ñåìàíòèêó (ò.å. ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé
ôîðìóë ëîãèêè PCTL â ñîñòîÿíèÿõ ÂÑÏ). Ïÿòàÿ ãëàâà ÿâëÿ-
åòñÿ öåíòðàëüíîé - â íåé ìû èçëàãàåì ìåòîä ðåäóêöèè ÂÑÏ,
äëÿ ÷åãî ââîäèì ïîíÿòèå ýêâèâàëåíòíîñòè ñîñòîÿíèé è îïèñûâà-
åì àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå
ñîñòîÿíèé àíàëèçèðóåìîé ÂÑÏ. Òàêæå ìû èçëàãàåì àëãîðèòì
ïðåîáðàçîâàíèÿ ÂÑÏ, ñâÿçàííûé ñ óäàëåíèåì èçáûòî÷íûõ ñî-
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ñòîÿíèé, è îáîñíîâûâàåì åãî êîððåêòíîñòü. Â øåñòîé è ñåäüìîé
ãëàâàõ ìû ðàññìàòðèâàåì ïðàêòè÷åñêèå èëëþñòðàöèè èçëîæåí-
íîãî ìåòîäà ðåäóêöèèè ÂÑÏ. Â çàêëþ÷åíèè ìû ôîðìóëèðóåì
àêòóàëüíûå ïðîáëåìû äëÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé â îáëàñòè
âåðîÿòíîñòíîé âåðèôèêàöèè.

2 Âåðîÿòíîñòíûå ñèñòåìû ïåðåõîäîâ

2.1 Ïîíÿòèå âåðîÿòíîñòíîé ñèñòåìû ïåðåõîäîâ

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî çàäàíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî AP , ýëåìåí-
òû êîòîðîãî íàçûâàþòñÿ àòîìàðíûìè óòâåðæäåíèÿìè. Íèæå
çàïèñü 2AP îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ AP .

Âåðîÿòíîñòíàÿ ñèñòåìà ïåðåõîäîâ (ÂÑÏ) (íàçûâàåìàÿ
òàêæå â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðåDiscrete TimeMarkov Chain)
� ýòî ÷åòâåðêà D âèäà

D = (S, s0, P, L) (1)

êîìïîíåíòû êîòîðîé èìåþò ñëåäóþùèé ñìûñë.

1. S � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, ýëåìåíòû êîòîðîãî íàçûâàþòñÿ
ñîñòîÿíèÿìè ÂÑÏ D.

2. s0 ∈ S � âûäåëåííîå ñîñòîÿíèå, íàçûâàåìîå íà÷àëüíûì
ñîñòîÿíèåì ÂÑÏ D.

3. P � ôóíêöèÿ âèäà

P : S × S → [0, 1]

íàçûâàåìàÿ ôóíêöèåé ïåðåõîäà ÂÑÏ D, è óäîâëåòâîðÿ-
þùàÿ óñëîâèþ:

∀ s ∈ S
∑
s′∈S

P (s, s′) = 1.

Äëÿ êàæäîé ïàðû (s1, s2) ∈ S×S ÷èñëî P (s1, s2) ïîíèìàåòñÿ
êàê âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî åñëè â òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè
D íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè s1, òî ÷åðåç îäèí òàêò âðåìåíè D
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áóäåò íàõîäèòüñÿ â ñîñòîÿíèè s2. Åñëè P (s1, s2) > 0, òî ìû
áóäåì íàçûâàòü òðîéêó (s1, s2, P (s1, s2)) ïåðåõîäîì èç s1 â
s2 ñ âåðîÿòíîñòüþ P (s1, s2). Íèæå çàïèñü s1

a→ s2 ÿâëÿåòñÿ
äðóãèì îáîçíà÷åíèåì ïåðåõîäà (s1, s2, a).

4. L � ôóíêöèÿ âèäà
L : S → 2AP (2)

íàçûâàåìàÿ îöåíêîé, êîòîðàÿ èìååò ñëåäóþùèé ñìûñë:
äëÿ êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ s ∈ S è êàæäîãî àòîìàðíîãî óòâåð-
æäåíèÿ p ∈ AP óòâåðæäåíèå p ñ÷èòàåòñÿ

• èñòèííûì â ñîñòîÿíèè s, åñëè p ∈ L(s), è

• ëîæíûì â ñîñòîÿíèè s, åñëè p 6∈ L(s).

ÂÑÏ óäîáíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîìå÷åííûé ãðàô,

• âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ñîñòîÿíèÿ, ïîìå÷åííûå ýëå-
ìåíòàìè ìíîæåñòâà 2AP : êàæäàÿ âåðøèíà s ∈ S èìååò ìåò-
êó L(s), è

• äëÿ êàæäîé ïàðû (s1, s2) ∈ S × S òàêîé, ÷òî P (s1, s2) > 0,
ãðàô ñîäåðæèò ðåáðî èç s1 â s2 ñ ìåòêîé P (s1, s2).

2.2 Ïóòè â âåðîÿòíîñòíûõ ñèñòåìàõ ïåðåõîäîâ

Ïóòü â ÂÑÏ (1) � ýòî êîíå÷íàÿ èëè áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ñîñòîÿíèé

π = ( s0, s1, . . . ) (3)

òàêàÿ, ÷òî äëÿ êàæäîé ïàðû (si, si+1) ñîñåäíèõ ñîñòîÿíèé â ýòîì
ïóòè âåðíî íåðàâåíñòâî P (si, si+1) > 0. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(3) áåñêîíå÷íà, òî ïóòü π íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íûì, â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå îí íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì.

Ïðè ðàññìîòðåíèè ÂÑÏ êàê ãðàôà, êàæäûé ïóòü (3) â íåé
ìîæíî îòîæäåñòâëÿòü ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
ð¼áåð (èç s0 â s1, èç s1 â s2, è ò.ä.).

Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïóòü π âûõîäèò èç ñîñòîÿíèÿ s,
åñëè ïåðâûì ñîñòîÿíèåì (ò.å. ñîñòîÿíèåì ñ íîìåðîì 0) ýòîãî ïóòè
ÿâëÿåòñÿ s.
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Åñëè π � êîíå÷íûé ïóòü âèäà

π = ( s0, . . . , sn ) (4)

òî ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî π � ïóòü èç s0 â sn. Ìû áóäåì îáî-
çíà÷àòü çíàêîñî÷åòàíèåì s0

∗→ sn òîò ôàêò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïóòü
èç s0 â sn.

Äëÿ êàæäîãî ïóòè π âèäà (3) è êàæäîãî s ∈ S çàïèñü s ∈ π
îçíà÷àåò, ÷òî s = si äëÿ íåêîòîðîãî i ≥ 0.

Îòðåçêîì ïóòè (3) íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü π′ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (3), ò.å. ïðîèçâîëüíûé ïóòü âè-
äà

π′ = ( si, si+1, . . . , si+k ) (5)

ãäå k ≥ 0. ×èñëî k íàçûâàåòñÿ äëèíîé îòðåçêà (5). Îòðåçîê (5)
îáîçíà÷àåòñÿ çàïèñüþ [si, si+k]. Îòðåçîê (5) íàçûâàåòñÿ íà÷àëü-
íûì îòðåçêîì ïóòè (3), åñëè i = 0.

2.3 Ïðèìåðû âåðîÿòíîñòíûõ ñèñòåì ïåðåõîäîâ

Ïðèâåä¼ì äâà ïðèìåðà ÂÑÏ.

1. Óïðîù¼ííàÿ ìîäåëü ïðîòîêîëà ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé ÷åðåç
íåíàä¼æíûé êàíàë (â êîòîðîì ñîîáùåíèÿ ìîãóò ïðîïàäàòü).
Ïðîòîêîë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç

• äâóõ àãåíòîâ - îòïðàâèòåëÿ è ïîëó÷àòåëÿ, à òàêæå

• êàíàëà, â êîòîðûé ïîìåùàþòñÿ ñîîáùåíèÿ, ïåðåñûëà-
åìûå îò îäíîãî àãåíòà äðóãîìó.

Ãðàô, ïðåäñòàâëÿþùèé ýòó ÂÑÏ, èìååò ñëåäóþùèé âèä:

����s2

����s1

����s3

����
�
�
�
�s0

-
�

� 1

?

6

1 0.7

1

0.3

(6)
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Ïåðåõîäû ýòîé ÂÑÏ èìåþò ñëåäóþùèé ñìûñë.

• Ïåðåõîä s0
1→ s1 çàêëþ÷àåòñÿ â ïîëó÷åíèè îòïðàâèòå-

ëåì îò âíåøíåãî èñòî÷íèêà ñîîáùåíèÿ, êîòîðîå äîëæ-
íî áûòü ïåðåäàíî ÷åðåç êàíàë ïîëó÷àòåëþ.

• Ïåðåõîä s1
1→ s2 çàêëþ÷àåòñÿ â ïîìåùåíèè ñîîáùåíèÿ

â êàíàë îòïðàâèòåëåì.

• Ïåðåõîä s2
0.3→ s1 çàêëþ÷àåòñÿ â ïîòåðå ñîîáùåíèÿ â

êàíàëå.

• Ïåðåõîä s2
0.7→ s3 çàêëþ÷àåòñÿ â ïåðåäà÷å ñîîáùåíèÿ

èç êàíàëà ïîëó÷àòåëþ.

• Ïåðåõîä s3
1→ s0 çàêëþ÷àåòñÿ â ïîëó÷åíèè ñîîáùåíèÿ

ïîëó÷àòåëåì è ïîñûëêà èì ïîäòâåðæäåíèÿ îòïðàâèòå-
ëþ.

2. Óïðîù¼ííàÿ ìîäåëü àãåíòà, ðàáîòà êîòîðîãî ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñåàíñîâ. Â êàæäîì èç ýòèõ ñå-
àíñîâ àãåíò ïûòàåòñÿ âûïîëíèòü íåêîòîðîå äåéñòâèå. Åñëè
äåéñòâèå áûëî âûïîëíåíî, òî îí ïåðåõîäèò ê ñëåäóþùåìó
ñåàíñó, à åñëè íå áûëî âûïîëíåíî, òî îí çàâåðøàåò ñâîþ
ðàáîòó.

Ãðàô, ïðåäñòàâëÿþùèé ýòó ÂÑÏ, èìååò ñëåäóþùèé âèä:

����s1

����s2

����
�
�
�
�s0 �

1

-
����s3

?�
�
�
�
�
�
�
�
��

1

�
��1

-
��0.2 0.7

0.1
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Ñîñòîÿíèÿ ýòîé ÂÑÏ èìåþò ñëåäóþùèé ñìûñë:

• Â ñîñòîÿíèè s0 àãåíò íà÷èíàåò î÷åðåäíîé ñåàíñ.

• Â ñîñòîÿíèè s1 àãåíò ïðåäïðèíèìàåò ïîïûòêó âûïîë-

íåíèÿ äåéñòâèÿ (ïåðåõîä s1
0.2→ s1 îçíà÷àåò, ÷òî ïîïûò-

êà âûïîëíåíèÿ äåéñòâèÿ ïîêà íå îñóùåñòâèìà).

• Â ñîñòîÿíèè s2 àãåíò íàõîäèòñÿ òîãäà, êîãäà äåéñòâèå
áûëî âûïîëíåíî óñïåøíî.

• Â ñîñòîÿíèè s3 àãåíò îêàçûâàåòñÿ òîãäà, êîãäà åãî ïî-
ïûòêà âûïîëíåíèÿ äåéñòâèÿ çàêîí÷èëàñü íåóäà÷åé.

3 Ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå âåðîÿòíîñò-

íûõ ñèñòåì ïåðåõîäîâ

3.1 Ñëó÷àéíûå ôóíêöèè

Ïóñòü X è Y � äâà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâà.
Ñëó÷àéíîé ôóíêöèåé (ÑÔ) èç X â Y íàçûâàåòñÿ ïðîèç-

âîëüíàÿ ôóíêöèÿ f âèäà

f : X × Y → [0, 1] (7)

óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ:

∀x ∈ X
∑
y∈Y

f(x, y) = 1

Äëÿ ëþáûõ x ∈ X è y ∈ Y çíà÷åíèå f(x, y) ìîæíî èíòåðïðå-
òèðîâàòü êàê âåðîÿòíîñòü òîãî, ÑÔ f îòîáðàæàåò x â y.

ÑÔ (7) íàçûâàåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííîé, åñëè äëÿ êàæäîãî
x ∈ X ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé y ∈ Y , òàêîé, ÷òî f(x, y) = 1.
Åñëè f � äåòåðìèíèðîâàííàÿ ÑÔ âèäà (7), è x, y � òàêèå ýëåìåíòû
X è Y ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî f(x, y) = 1, òî ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
f îòîáðàæàåò x â y.

Åñëè f � ÑÔ èç X â Y , òî ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ýòîò ôàêò
çàïèñüþ

f : X →
r
Y
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Ìû áóäåì íàçûâàòü X îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ÑÔ f , à Y �
îáëàñòüþ çíà÷åíèé ÑÔ f .

Äëÿ êàæäîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà X çàïèñü idX îáîçíà÷àåò
äåòåðìèíèðîâàííóþ ÑÔ X → X, êîòîðàÿ îòîáðàæàåò êàæäûé
x ∈ X â x.

3.2 Ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâóþùèå ñëó÷àéíûì ôóíê-

öèÿì

Åñëè ÑÔ f èìååò âèä f : X →
r
Y , è íà ìíîæåñòâàõ X è Y çàäàíû

óïîðÿäî÷åíèÿ èõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå èìåþò âèä

(x1, . . . .xm) è (y1, . . . , yn)

ñîîòâåòñòâåííî, òî ÑÔ f ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ìàòðèöû
(îáîçíà÷àåìîé òåì æå ñèìâîëîì f)

f =

 f(x1, y1) . . . f(x1, yn)
. . . . . . . . .

f(xm, y1) . . . f(xm, yn)

 (8)

Íèæå ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü êàæäóþ ÑÔ f ñ ñîîòâåòñòâó-
þùåé åé ìàòðèöåé (8).

Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî êîíå÷íîãî ìíîæå-
ñòâàX, ÿâëÿþùåãîñÿ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ èëè îáëàñòüþ çíà÷å-
íèé êàêîé-ëèáî èç ðàññìàòðèâàåìûõ ÑÔ, íà X çàäàíî ôèêñèðî-
âàííîå óïîðÿäî÷åíèå åãî ýëåìåíòîâ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîé
ðàññìàòðèâàåìîé ÑÔ ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ìàòðèöà îïðåäåëåíà
îäíîçíà÷íî.

Äëÿ êàæäîé ÑÔ f : X →
r
Y è ïðîèçâîëüíûõ x ∈ X, y ∈ Y

ìû áóäåì íàçûâàòü

• ñòðîêó (f(x, y1), . . . , f(x, yn)) ìàòðèöû f � ñòðîêîé x, è

• ñòîëáåö

 f(x1, y)
. . .

f(xm, y)

 ìàòðèöû f � ñòîëáöîì y.

Åñëè f è g � ÑÔ âèäà

f : X →
r
Y, g : Y →

r
Z
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òî èõ êîìïîçèöèåé íàçûâàåòñÿ ÑÔ f ·g : X →
r
Z, îïðåäåëÿåìàÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∀x ∈ X (f · g)(x)
def
=
∑
y∈Y

f(x, y) · g(y, z) (9)

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö, èç (9) ñëåäóåò,
÷òî ìàòðèöà f · g ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèö f è g.

3.3 Ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâóþùèå âåðîÿòíîñòíûì

ñèñòåìàì ïåðåõîäîâ

Ïóñòü çàäàíà ÂÑÏ D = (S, s0, P, L), è ñïèñîê ýëåìåíòîâ ìíîæå-
ñòâà S èìååò âèä (s1, . . . , sn).

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ.

1. Ñèìâîë 1 îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç îäíîãî ýëå-
ìåíòà, êîòîðûé ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì e.

2. Äëÿ êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ s ∈ S çàïèñü Is îáîçíà÷àåò äåòåð-
ìèíèðîâàííóþ ÑÔ âèäà

I : 1 →
r
S

îòîáðàæàþùóþ ýëåìåíò e ∈ 1 â ñîñòîÿíèå s ÂÑÏ D.

3. Äëÿ êàæäîãî n ≥ 0 îáîçíà÷èì çàïèñüþ P n ÑÔ âèäà

P n : S →
r
S

îïðåäåëÿåìóþ èíäóêòèâíî:

• P 0 def
= idS, è

• ∀n ≥ 0 P n+1 def
= P n · P .

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâóþùèå ÑÔ P i,
èìåþò ñëåäóþùèé âèä: P 0 � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, è ∀n > 0
ìàòðèöà P n ÿâëÿåòñÿ n-é ñòåïåíüþ ìàòðèöû P .

Äëÿ ëþáûõ n ≥ 0, s1, s2 ∈ S ÷èñëî P n(s1, s2) ìîæíî ïî-
íèìàòü êàê âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî åñëè â òåêóùèé ìîìåíò
âðåìåíè ÂÑÏD íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè s1, òî ÷åðåç n òàêòîâ
âðåìåíè D áóäåò íàõîäèòüñÿ â ñîñòîÿíèè s2.
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4 Ëîãèêà PCTL

4.1 Ñâîéñòâà âåðîÿòíîñòíûõ ñèñòåì ïåðåõîäîâ

Ëîãèêà PCTL (å¼ íàçâàíèå ÿâëÿåòñÿ àááðåâèàòóðîé àíãëîÿçû÷-
íîãî íàçâàíèÿ Probabilistic Computation Tree Logic) � ýòî
òåìïîðàëüíàÿ ëîãèêà, ïðåäíàçíà÷åííàÿ äëÿ ôîðìàëüíîãî îïèñà-
íèÿ ñâîéñòâ ÂÑÏ. Ëîãèêà PCTL áûëà ââåäåíà Õ. Õàíññîíîì (H.
Hansson) è Á. Äæîíññîíîì (B. Jonsson) â ðàáîòå [13].

Ïðèâåä¼ì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ñâîéñòâ ÂÑÏ, êîòîðûå ìîãóò
áûòü îïèñàíû â âèäå ôîðìóë ëîãèêè PCTL.

1. Âåðîÿòíîñòü äîñòàâêè ñîîáùåíèÿ â çàäàííîì âðåìåííîì èí-
òåðâàëå [t1, t2] íå ìåíüøå 0.999.

2. Â ðåçóëüòàòå ðàáîòû àëãîðèòìà èçáðàíèÿ ïðîöåññà-ëèäåðà
èçáðàíèå òàêîãî ïðîöåññà çàâåðøèòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1.

3. Âåðîÿòíîñòü óñïåøíîé àòàêè íà êðèïòîãðàôè÷åñêèé ïðî-
òîêîë íå ïðåâûøàåò 0.0001%.

4.2 Ôîðìóëû ëîãèêè PCTL

Â îïðåäåëåíèè ïîíÿòèÿ ôîðìóëû ëîãèêè PCTL ìû áóäåì èñ-
ïîëüçîâàòü ìíîæåñòâî AP àòîìàðíûõ óòâåðæäåíèé, ââåä¼ííîå â
ïóíêòå 2.1.

Ôîðìóëû ëîãèêè PCTL äåëÿòñÿ íà äâà êëàññà:

• StateFm � ôîðìóëû ñîñòîÿíèé, è

• PathFm � ôîðìóëû ïóòåé.

Ôîðìóëû èç êëàññîâ StateFm è PathFm ìû áóäåì îáîçíà÷àòü
ñèìâîëàìè ϕ è α ñîîòâåòñòâåííî (âîçìîæíî, ñ èíäåêñàìè), à ôîð-
ìóëó ïðîèçâîëüíîãî âèäà � ñèìâîëîì f (âîçìîæíî, ñ èíäåêñîì).

Êëàññû StateFm è PathFm îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì.

• StateFm:

1. Êàæäîå àòîìàðíîå óòâåðæäåíèå p èçAP ÿâëÿåòñÿ ôîð-
ìóëîé èç StateFm.
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2. Ñèìâîëû > è ⊥ ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëàìè èç StateFm.

3. Åñëè ϕ1 è ϕ2 � ôîðìóëû èç StateFm, òî ñëåäóþùèå
çíàêîñî÷åòàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëàìè èç StateFm:

¬ϕ1, ϕ1 ∧ ϕ2, ϕ1 ∨ ϕ2, ϕ1 → ϕ2, ϕ1 ↔ ϕ2

4. Åñëè

� 4 � ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë, êîòîðîìó ñîîòâåò-
ñòâóåò ôóíêöèÿ (îáîçíà÷àåìàÿ òåì æå ñèìâîëîì)
âèäà

4 : [0, 1]× [0, 1]→ {0, 1}
� a � ÷èñëî èç [0, 1], è

� α � ôîðìóëà èç PathFm

òî çíàêîñî÷åòàíèå P4aα ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé èç StateFm.

• PathFm:

1. Åñëè f � ôîðìóëà ëîãèêè PCTL, òî òî çíàêîñî÷åòàíèå
Xf ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé èç PathFm.

2. Åñëè ϕ1 è ϕ2 � ôîðìóëû èç StateFm, òî ñëåäóþùèå
çíàêîñî÷åòàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëàìè èç PathFm:

(a) ϕ1U
≤nϕ2, ãäå n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî

(b) ϕ1Uϕ2

3. Åñëè α � ôîðìóëà èç PathFm, òî çíàêîñî÷åòàíèå ¬α
ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé èç PathFm.

Â çàïèñè ôîðìóë èç PathFm ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ñèìâîëû
F è G, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñîêðàùåíèåì çíàêîñî÷åòàíèé >U è
¬F¬ ñîîòâåòñòâåííî (ò.å., íàïðèìåð, çíàêîñî÷åòàíèÿ Fα è G≤nα
îáîçíà÷àþò ôîðìóëû >Uα è ¬F≤n¬α ñîîòâåòñòâåííî).

4.3 Çíà÷åíèÿ ôîðìóë ëîãèêè PCTL â ñîñòîÿ-

íèÿõ âåðîÿòíîñòíûõ ñèñòåì ïåðåõîäîâ

Ïóñòü D = (S, s0, P, L) � íåêîòîðàÿ ÂÑÏ.
Äëÿ êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ s ∈ S è êàæäîé ôîðìóëû f ëîãèêè

PCTL îïðåäåëåíî çíà÷åíèå ôîðìóëû f â ñîñòîÿíèè s, êîòîðîå
îáîçíà÷àåòñÿ çàïèñüþ s(f), è
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1. åñëè f ∈ StateFm, òî s(f) ∈ {0, 1},
è

• â ñëó÷àå s(f) = 1 ôîðìóëà f ñ÷èòàåòñÿ èñòèííîé â s,

• â ñëó÷àå s(f) = 0 ôîðìóëà f ñ÷èòàåòñÿ ëîæíîé â s

2. åñëè f ∈ PathFm, òî çíà÷åíèå s(f) ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîì èç [0, 1]
è èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ôîðìóëà f
èñòèííà â ñîñòîÿíèè s.

Äëÿ êàæäîé ôîðìóëû f ëîãèêè PCTL ìû áóäåì îáîçíà÷àòü
çàïèñüþ S(f) âåêòîð-ñòîëáåö s1(f)

. . .
sn(f)


Çíà÷åíèÿ ôîðìóë ëîãèêè PCTL â ñîñòîÿíèÿõ ÂÑÏ îïðåäåëÿ-

þòñÿ èíäóêöèåé ïî ñòðóêòóðå ôîðìóë â ñîîòâåòñòâèè ñ èçëàãàå-
ìûìè íèæå ïðàâèëàìè. Â îäíèõ èç ýòèõ ïðàâèë ìû îïðåäåëÿåì
çíà÷åíèå s(f), â äðóãèõ � îïðåäåëÿåì âåêòîð-ñòîëáåö S(f) öå-
ëèêîì. Â ýòèõ îïðåäåëåíèÿõ ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå
îáîçíà÷åíèÿ.

• Äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ U =

 u1

. . .
un

, V =

 v1

. . .
vn

 èç [0, 1]n

çàïèñè max(U, V ) è U ◦ V îáîçíà÷àþò âåêòîðà max(u1, v1)
. . .
max(un, vn)

 è

 u1 · v1

. . .
un · vn


ñîîòâåòñòâåííî.

• Åñëè A è B � ìàòðèöû ïîðÿäêîâ n×n è n×1 ñîîòâåòñòâåí-
íî ñ êîìïîíåíòàìè èç [0, 1], òî çàïèñü [A∗ · B] îáîçíà÷àåò
ìàòðèöó, ïîëó÷àåìóþ

� çàìåíîé âñåõ íåíóëåâûõ êîìïîíåíòîâ A è B íà 1, è
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� âû÷èñëåíèåì (
∑
i≥0

Ai) ·B, ãäå ñëîæåíèå ïîíèìàåòñÿ êàê

äèçúþíêöèÿ (ò.å. ñóììà
∑
i≥0

Ai ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé)

Ïðàâèëà îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé ôîðìóë ëîãèêè PCTL â ñî-
ñòîÿíèÿõ ÂÑÏ èìåþò ñëåäóþùèé âèä.

• Äëÿ êàæäîãî p ∈ AP s(p)
def
=

{
1, åñëè p ∈ L(s)
0, èíà÷å

• s(>)
def
= 1, s(⊥)

def
= 0.

• s(¬f)
def
= 1− s(f), s(ϕ1 ∧ ϕ2)

def
= s(ϕ1) · s(ϕ2), è ò.ä.

(ò.å. çíà÷åíèÿ ôîðìóë êîììóòèðóþò ñ áóëåâûìè îïåðàöèÿ-
ìè).

• s(P4aα)
def
= 4(s(α), a).

• S(Xf)
def
= P · S(f).

• Ïóñòü αn = ϕ1U
≤nϕ2 (ãäå n ≥ 0). Òîãäà

S(α0)
def
= S(ϕ2)

∀n > 0 S(αn)
def
= max (S(ϕ2), S(ϕ1) ◦ S(Xαn−1))

• Ïóñòü α = ϕ1Uϕ2. Òîãäà S(α) îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé

S(α) = max
(
S(ϕ2), [P ∗ · S(ϕ2)] ◦ S(ϕ1) ◦ (P · S(α))

)
4.4 Ñìûñë ôîðìóë ëîãèêè PCTL

Ôîðìóëû ëîãèêè PCTL ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óòâåðæäåíèÿ, âû-
ðàæàþùèå ðàçëè÷íûå ñâîéñòâà ÂÑÏ. Ýòè ñâîéñòâà ìîãóò âû-
ðàæàòü, íàïðèìåð, äèíàìè÷åñêèå àñïåêòû ïîâåäåíèÿ ÂÑÏ, ò.å.
îïèñûâàòü çàâèñèìîñòü èñòèííîñòè êàêîãî-ëèáî óòâåðæäåíèÿ â
íåêîòîðîì ñîñòîÿíèè s ðàññìàòðèâàåìîé ÂÑÏ îò èñòèííîñòè äðó-
ãîãî óòâåðæäåíèÿ â ñîñòîÿíèÿõ, äîñòèæèìûõ èç s.

Ñìûñë ôîðìóë ñîñòîÿíèé ëîãèêè PCTL íåïîñðåäñòâåííî óñìàò-
ðèâàåòñÿ èç îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé ýòèõ ôîðìóë â ñîñòîÿíèÿõ.
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Ñìûñë ôîðìóë ïóòåé ëîãèêè PCTL ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì.

1. Ôîðìóëó Xϕ ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê óòâåðæäåíèå �â
ñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè áóäåò âåðíî ϕ�, à çíà÷åíèå ôîð-
ìóëû Xϕ â ñîñòîÿíèè s � êàê âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ϕ áóäåò
èñòèííà â ïðîèçâîëüíîì ñîñòîÿíèè, â êîòîðîå ìîæíî ïå-
ðåéòè èç s çà îäèí òàêò âðåìåíè.

2. Çíà÷åíèå ôîðìóëû ϕ1U
≤nϕ2 â ñîñòîÿíèè s ìîæíî èíòåð-

ïðåòèðîâàòü êàê âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
ïóòè π, âûõîäÿùåãî èç s, ñóùåñòâóåò ñîñòîÿíèå s′ ∈ π, òà-
êîå, ÷òî äëèíà íà÷àëüíîãî îòðåçêà [s, s′] ïóòè π íå ïðåâîñ-
õîäèò n, è

• â êàæäîì ñîñòîÿíèè ýòîãî îòðåçêà, êðîìå, ìîæåò áûòü,
s′, âåðíà ôîðìóëà ϕ1

• â ñîñòîÿíèè s′ âåðíà ôîðìóëà ϕ2.

3. Çíà÷åíèå ôîðìóëû ϕ1Uϕ2 â ñîñòîÿíèè s ìîæíî èíòåðïðå-
òèðîâàòü òàê æå, êàê çíà÷åíèå ïðåäûäóùåé ôîðìóëû, áåç
óïîìèíàíèÿ òîãî, ÷òî äëèíà [s, s′] íå ïðåâîñõîäèò n.

4.5 Ïðèìåð ôîðìóëû ëîãèêè PCTL, âûðàæà-

þùåé ñâîéñòâî âåðîÿòíîñòíîé ñèñòåìû ïå-

ðåõîäîâ

Â ýòîì ïóíêòå ìû ïðèâåä¼ì ïðèìåð ôîðìóëû ëîãèêè PCTL,
âûðàæàþùåé îäíî èç ñâîéñòâ ïåðâîãî ïðîòîêîëà èç ïóíêòà 2.3
(ïðåäñòàâëåííîãî ÂÑÏ (6)). Äàííîå ñâîéñòâî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,
÷òî êàæäîå ñîîáùåíèå, ïîëó÷åííîå îòïðàâèòåëåì îò âíåøíåãî
èñòî÷íèêà, áóäåò ñ âåðîÿòíîñòüþ ≥ 0.9 äîñòàâëåíî ïîëó÷àòåëþ
íå áîëåå ÷åì çà 5 øàãîâ .

Äëÿ ôîðìàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ýòîãî ñâîéñòâà ìû áóäåì
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñðåäè àòîìàðíûõ óòâåðæäåíèé èìåþòñÿ óòâåð-
æäåíèÿ, êîìáèíàöèè çíà÷åíèé êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþò ñîñòîÿíè-
ÿì ÂÑÏ. Îáîçíà÷èì ýòè óòâåðæäåíèÿ çàïèñÿìè p1 è p2, è áóäåì
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ñ÷èòàòü, ÷òî çíà÷åíèÿ p1 è p2 â ñîñòîÿíèÿõ ÂÑÏ (6) îïðåäåëÿþò-
ñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

p1 p2

s0 0 0
s1 0 1
s2 1 0
s3 1 1

â ÷àñòíîñòè, ñîñòîÿíèþ s0 ñîîòâåòñòâóåò ôîðìóëà ¬p1 ∧ ¬p2, à
ñîñòîÿíèþ s3 � ôîðìóëà p1 ∧ p2.

Òîãäà ôîðìóëà ëîãèêè PCTL, ñîîòâåòñòâóþùàÿ óêàçàííîìó
âûøå ñâîéñòâó, èìååò ñëåäóþùèé âèä:

G((¬p1 ∧ ¬p2)→ P≥0.9(F≤5(p1 ∧ p2))).

ãäå ñèìâîë ≥ â äàííîé ôîðìóëå îáîçíà÷àåò ôóíêöèþ âèäà

≥: [0, 1]× [0, 1]→ {0, 1}

êîòîðàÿ ñîïîñòàâëÿåò ïàðå (a, b) ∈ [0, 1] × [0, 1] ýëåìåíò 1, åñëè
a ≥ b, è 0 � èíà÷å.

5 Ìåòîä ðåäóêöèè âåðîÿòíîñòíûõ ñèñòåì

ïåðåõîäîâ

5.1 Çàäà÷à ðåäóêöèè âåðîÿòíîñòíûõ ñèñòåì ïå-

ðåõîäîâ

Âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé ôîðìóë ëîãèêè PCTL â ñîñòîÿíèÿõ ÂÑÏ
ìîæåò èìåòü áîëüøóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü â òîì ñëó-
÷àå, êîãäà àíàëèçèðóåìàÿ ÂÑÏ èìååò áîëüøîé ðàçìåð. Â ñâÿçè
ñ ýòèì, ïðåäñòàâëÿåò áîëüøóþ àêòóàëüíîñòü ïðîáëåìà ðåäóêöèè
ÂÑÏ, ò.å. óäàëåíèÿ ÷àñòè ñîñòîÿíèé è ïåðåõîäîâ àíàëèçèðóåìîé
ÂÑÏ, ñ òàêèì ðàñ÷åòîì, ÷òîáû ïîëó÷èâøàÿ ÂÑÏ áûëà ýêâèâà-
ëåíòíà èñõîäíîé â ñëåäóþùåì ñìûñëå: äëÿ êàæäîé ôîðìóëû ñî-
ñòîÿíèé f ëîãèêè PCTL ôîðìóëà f èñòèííà â íà÷àëüíîì ñîñòî-
ÿíèè èñõîäíîé ÂÑÏ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà èñòèííàÿ â
íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè ðåäóöèðîâàííîé ÂÑÏ.
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Îñíîâíàÿ èäåÿ ïðåäëàãàåìîãî â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìåòîäà ðå-
äóêöèè ÂÑÏ îñíîâàíà íà ïîíÿòèè ýêâèâàëåíòíîñòè ñîñòîÿíèé
ÂÑÏ: ìû íàçûâàåì ñîñòîÿíèÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè çíà÷åíèÿ
âñåõ ôîðìóë ëîãèêè PCTL â ýòèõ ñîñòîÿíèÿõ ñîâïàäàþò. Àë-
ãîðèòì ðåäóêöèè ÂÑÏ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âû÷èñëåíèå êëàññîâ
ýêâèâàëåíòíîñòè ñîñòîÿíèé àíàëèçèðóåìîé ÂÑÏ è óäàëåíèè ýê-
âèâàëåíòíûõ ñîñòîÿíèé.

5.2 Ýêâèâàëåíòíîñòü âåðîÿòíîñòíûõ ñèñòåì ïå-

ðåõîäîâ

Ïóñòü çàäàíû äâå ÂÑÏ:

Di = (Si, s
0
i , Pi, Li) (i = 1, 2) (10)

Ìû áóäåì íàçûâàòü ñîñòîÿíèÿ s1 ∈ S1 è s2 ∈ S2 ýêâèâà-
ëåíòíûìè, åñëè äëÿ êàæäîé ôîðìóëû f ëîãèêè PCTL âåðíî
ðàâåíñòâî

s1(f) = s2(f).

Åñëè ñîñòîÿíèÿ s1 è s2 ýêâèâàëåíòíû, òî ìû áóäåì îáîçíà÷àòü
ýòîò ôàêò çàïèñüþ s1 ∼ s2.

Ìû áóäåì íàçûâàòü ÂÑÏ D1 è D2 âèäà (10) ýêâèâàëåíòíû-
ìè, åñëè s0

1 ∼ s0
2. Åñëè ÂÑÏ D1 è D2 ýêâèâàëåíòíû, òî ìû áóäåì

îáîçíà÷àòü ýòîò ôàêò çàïèñüþ D1 ∼ D2.
Åñëè ÂÑÏ D1 è D2 ñîâïàäàþò, è S � ìíîæåñòâî èõ ñîñòîÿíèé,

òî áèíàðíîå îòíîøåíèå íà S, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ïàð (s1, s2), òàêèõ,
÷òî s1 ∼ s2, ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè. Ìû áóäåì
îáîçíà÷àòü ýòî îòíîøåíèå ñèìâîëîì ∼.

Îòíîøåíèå ∼ ìîæåò áûòü íàéäåíî ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà,
èçëàãàåìîãî â ïóíêòå (5.4). Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ýòîãî àëãîðèòìà
ìû ââåä¼ì íåîáõîäèìûå ïîíÿòèÿ è äîêàæåì íåñêîëüêî âñïîìî-
ãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé.

5.3 Âñïîìîãàòåëüíûå ïîíÿòèÿ è óòâåðæäåíèÿ

5.3.1 Ýêâèâàëåíòíîñòè è ñâÿçàííûå ñ íèìè ðàçáèåíèÿ
ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé

Ïóñòü çàäàíû
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• ÂÑÏ D = (S, s0, P, L), è

• íåêîòîðîå ìíîæåñòâî Fm ôîðìóë ëîãèêè PCTL.

Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü çàïèñüþ ρ(Fm) áèíàðíîå îòíîøåíèå íà S,
îïðåäåëÿåìîå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ρ(Fm)
def
= {(s1, s2) ∈ S2 | ∀ f ∈ Fm s1(f) = s2(f)}.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ρ(Fm) � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, è

ρ(Fm) =
⋂

f∈Fm
ρ({f}). (11)

Åñëè ìíîæåñòâî Fm êîíå÷íî è èìååò âèä {f1, . . . , fn}, òî îòíî-
øåíèå ρ(Fm) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü òàêæå çàïèñüþ ρ(f1, . . . , fn).

Ëåììà 1
Äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà Fm ôîðìóë ëîãèêè PCTL ñóùåñòâó-

åò êîíå÷íîå ìíîæåñòâî Fm′ ôîðìóë ëîãèêè PCTL, òàêîå, ÷òî

ρ(Fm) = ρ(Fm′).

Äîêàçàòåëüñòâî.
Áóäåì ñòðîèòü èñêîìîå ìíîæåñòâî Fm′ ñëåäóþùèì èòåðàòèâ-

íûì àëãîðèòìîì.

1. Ñíà÷àëà ïîëàãàåì Fm′
def
= {f}, ãäå f � ïðîèçâîëüíàÿ ôîð-

ìóëà èç Fm.

2. Åñëè ρ(Fm′) = ρ(Fm), òî àëãîðèòì çàêàí÷èâàåò ñâîþ ðà-
áîòó, èíà÷å �

∃ f ′ ∈ Fm : ρ(Fm′) 6= ρ(Fm′ ∪ {f ′}).

Äîáàâëÿåì ôîðìóëó f ′ ê ìíîæåñòâó Fm′ è âûïîëíÿåì äàí-
íûé øàã åù¼ ðàç.

Îòìåòèì, ÷òî øàã 2 íå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ áåñêîíå÷íî, ïîòî-
ìó ÷òî ðàçáèåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè
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ρ(Fm′ ∪ {f ′}), ÿâëÿåòñÿ èçìåëü÷åíèåì ðàçáèåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþ-
ùåãî îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè ρ(Fm′), è ïîñêîëüêó ìíîæå-
ñòâî S, íà êîòîðîì çàäàíû ýòè îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè, ÿâ-
ëÿåòñÿ êîíå÷íûì, òî òàêèõ èçìåëü÷åíèé íå ìîæåò áûòü áîëåå ÷åì
|S|.

Ëåììà 2
Äëÿ êàæäîé ôîðìóëû ïóòåé α ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ìíîæå-

ñòâî Fm ôîðìóë ñîñòîÿíèé, òàêîå, ÷òî ρ(α) = ρ(Fm).

Äîêàçàòåëüñòâî.
Îáîçíà÷èì çàïèñüþ (a1, . . . , ak) ñîâîêóïíîñòü âñåõ ÷èñåë âèäà

s(α), ãäå s ∈ S. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â êà÷åñòâå Fm ìîæíî âçÿòü
ìíîæåñòâî ôîðìóë âèäà

ϕi
def
= P≤aiα (i = 1, . . . , k − 1).

Ëåììà 3
Ïóñòü çàäàíî ìíîæåñòâî Fm ôîðìóë ëîãèêè PCTL, è ðàçáè-

åíèå Σ ìíîæåñòâà S, ñîîòâåòñòâóþùåå îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíò-
íîñòè ρ(Fm), ñîñòîèò èç êëàññîâ S1, . . ., Sk. Òîãäà äëÿ êàæäîãî
j ∈ {1, . . . , k} ñóùåñòâóåò ôîðìóëà ϕΣ

j ëîãèêè PCTL, òàêàÿ, ÷òî

∀ s ∈ Sj s(ϕΣ
j ) = 1

∀ s ∈ S \ Sj s(ϕΣ
j ) = 0

(12)

Äîêàçàòåëüñòâî.
Èç ëåìì 1 è 2 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ìíîæåñòâî

ϕ1, . . ., ϕn ôîðìóë ñîñòîÿíèé, òàêîå, ÷òî

ρ(Fm) = ρ(ϕ1, . . . , ϕn). (13)

Îáîçíà÷èì çàïèñüþ ϕij (ãäå i ∈ {1, . . . , n} ôîðìóëó, îïðåäå-
ëÿåìóþ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ϕij
def
=

{
ϕi åñëè ∀ s ∈ Sj s(ϕi) = 1
¬ϕi èíà÷å

(14)

Èñêîìàÿ ôîðìóëà ϕΣ
j îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ϕΣ
j

def
= ϕ1j ∧ . . . ∧ ϕnj. (15)
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Ïåðâîå ñîîòíîøåíèå â (12) ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî, ñîãëàñíî
îïðåäåëåíèþ (14),

∀ i = 1, . . . , n ∀ s ∈ Sj s(ϕij) = 1

è, ñëåäîâàòåëüíî,

∀ s ∈ Sj s(ϕΣ
j ) = s(ϕ1j ∧ . . . ∧ ϕnj) = 1.

Âòîðîå ñîîòíîøåíèå â (12) äîêàçûâàåòñÿ îò ïðîòèâíîãî: ïóñòü
äëÿ íåêîòîðîãî s′ ∈ S \ Sj âåðíî ðàâåíñòâî s′(ϕΣ

j ) = 1, òîãäà èç
îïðåäåëåíèÿ (15) ñëåäóåò, ÷òî

∀ i = 1, . . . , n s′(ϕij) = 1. (16)

Èç (16) è (14) ñëåäóåò, ÷òî

∀ i = 1, . . . , n ∀ s ∈ Sj s′(ϕi) = s(ϕi). (17)

Èç (17) ñëåäóåò, ÷òî ñîñòîÿíèå s′ ýêâèâàëåíòíî ñîñòîÿíèÿì èç
êëàññà Sj îòíîñèòåëüíî ýêâèâàëåíòíîñòè ρ(ϕ1, . . . , ϕn), îòêóäà,
ñîãëàñíî (13) è îïðåäåëåíèþ êëàññîâ S1, . . . , Sk, ñëåäóåò s

′ ∈ Sj,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ s′ ∈ S \ Sj.

Íèæå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü
çàäàíî ðàçáèåíèå Σ ìíîæåñòâà S, êîòîðîå èìååò âèä {S1, . . . , Sk}.

• Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì π äåòåðìèíèðîâàííóþ ÑÔ

π : S →
r

Σ (18)

(à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùóþ ìàòðèöó), îòîáðàæàþùóþ êàæ-
äîå ñîñòîÿíèå s ∈ S â òîò êëàññ ðàçáèåíèÿ Σ, êîòîðîìó
ïðèíàäëåæèò s.

• Äëÿ êàæäîãî j = 1, . . . , k ìû áóäåì îáîçíà÷àòü çàïèñüþ Σj

ñòîëáåö Sj âûøåóêàçàííîé ìàòðèöû π

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ñîîòíîøåíèå (12)
ìîæåò áûòü çàïèñàíî áîëåå êîìïàêòíî â âèäå ðàâåíñòâà

S(ϕΣ
j ) = Σj.
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5.3.2 Ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé, ñîâìåñòèìûå ñ
ôóíêöèåé ïåðåõîäà

Ïóñòü çàäàíû ÂÑÏ D = (S, s0, P, L) è ðàçáèåíèå Σ ìíîæåñòâà S.
Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî Σ ñîâìåñòèìî ñ ôóíêöèåé ïåðåõîäà

P , åñëè ñóùåñòâóåò ÑÔ σ, äåëàþùàÿ êîììóòàòèâíîé äèàãðàììó

S -P S

?

π

?

π

Σ -σ Σ

(19)

Ëåììà 4
Ïóñòü çàäàíû

• ÂÑÏ D = (S, s0, P, L), è

• ðàçáèåíèå Σ = {S1, . . . , Sk} ìíîæåñòâà S.

Σ ñîâìåñòèìî ñ ôóíêöèåé ïåðåõîäà P òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà äëÿ êàæäîãî j = 1, . . . , k âåêòîð P · Σj ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé
êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ Σ1, . . . ,Σk.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Åñëè Σ ñîâìåñòèìî ñ P , òî, ñîãëàñíî (19) ñóùåñòâóåò ìàòðèöà

σ, îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì

P · π = π · σ (20)

Ïóñòü σ èìååò âèä

 a11 . . . a1k

. . .
ak1 . . . akk

. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ
êàæäîãî j = 1, . . . , k

• ñòîëáåö Sj ëåâîé ÷àñòè (20) ðàâåí P · Σj, è

• ñòîëáåö Sj ïðàâîé ÷àñòè (20) ðàâåí ëèíåéíîé êîìáèíàöèè

Σ1 · a1j + . . .+ Σk · akj (21)
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Îáðàòíî, ïóñòü äëÿ êàæäîãî j = 1, . . . , k âåêòîð P · Σj ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè (21). Îïðåäåëèì σ êàê
ìàòðèöó êîýôôèöèåíòîâ ýòèõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé. Íåòðóäíî
âèäåòü, ÷òî σ óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó (20).

Äîêàæåì, ÷òî σ ñîîòâåòñòâóåò ÑÔ âèäà Σ →
r

Σ, ò.å. âåðíû
óòâåðæäåíèÿ

∀ i, j = 1, . . . , k aij ≥ 0 (22)

∀ i = 1, . . . , k
k∑
j=1

aij = 1. (23)

• Äîêàæåì (22). Ïîñêîëüêó âñå êîìïîíåíòû ìàòðèöû P è
âåêòîðà Σj íåîòðèöàòåëüíû, òî, ñëåäîâàòåëüíî, âñå êîì-
ïîíåíòû âåêòîðà P · Σj (êîòîðûé ñîâïàäàåò ñ (21)) òîæå
íåîòðèöàòåëüíû. Îäíàêî ñîâîêóïíîñòü êîìïîíåíòîâ âåêòî-
ðà (21) ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì {a1j, . . . , akj}, ò.ê.

� â êàæäîé ñòðîêå ìàòðèöû π îäèí ýëåìåíò ðàâåí 1, à
âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû 0, è

� ∀ j ∈ {1, . . . , k} ∃ s ∈ S: ýëåìåíò â ñòðîêå s ñòîëáöå Sj
ìàòðèöû π ðàâåí 1.

• Óòâåðæäåíèå (23) ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü â âèäå ðàâåí-
ñòâà σ · 1↓ = 1↓, ãäå 1↓ � âåêòîð-ñòîëáåö, âñå êîìïîíåíòû
êîòîðîãî ðàâíû 1. Äàííîå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç öåïî÷êè
ðàâåíñòâ

π · (σ · 1↓) = (π · σ) · 1↓ = (P · π) · 1↓ = P · (π · 1↓) = P · 1↓ = 1↓

è îïèñàííîãî â ïðåäûäóùåì ïóíêòå ñâîéñòâà ìàòðèöû π.

Íèæå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü çàïèñüþ PCTL ñîâîêóïíîñòü âñåõ
ôîðìóë ëîãèêè PCTL.

Ëåììà 5
Äëÿ ëþáîé ÂÑÏ D = (S, s0, P, L) ðàçáèåíèå Σ ìíîæåñòâà S,

ñîîòâåòñòâóþùåå ýêâèâàëåíòíîñòè ρ(PCTL), ñîâìåñòèìî ñ ôóíê-
öèåé ïåðåõîäà P .
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Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïóñòü Σ èìååò âèä {S1, . . . , Sk}, è Σ1, . . ., Σk � ñòîëáöû ìàòðè-

öû π, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò äåòåðìèíèðîâàííîé ÑÔ π : S →
r

Σ.

Ñîãëàñíî ëåììå 3, äëÿ êàæäîãî j ∈ {1, . . . , k} ñóùåñòâóåò
ôîðìóëà ϕΣ

j ëîãèêè PCTL, îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì (12), ò.å. òà-
êàÿ, ÷òî

∀ j = 1, . . . , k S(ϕΣ
j ) = Σj

Ïîñêîëüêó ρ(PCTL) ⊆ ρ(XϕΣ
j ) òî, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæ-

äîãî j = 1, . . . , k âåêòîð S(XϕΣ
j ) = P · S(ϕΣ

j ) = P · Σj èìååò
îäèíàêîâûå êîìïîíåíòû, ñîîòâåòñòâóþùèå ñîñòîÿíèÿì èç îäíî-
ãî èç òîãî æå êëàññà ðàçáèåíèÿ Σ, ò.å. âåêòîð P · Σj ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ Σ1, . . ., Σk. Ñîãëàñíî ëåììå 4,
îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Σ ñîâìåñòèìî ñ ôóíêöèåé ïåðåõîäà P .

Òåîðåìà 1
Ïóñòü çàäàíû

• ÂÑÏ D = (S, s0, P, L), è

• ìíîæåñòâî Fm ôîðìóë ëîãèêè PCTL, ñîäåðæàùåå âñå àòî-
ìàðíûå óòâåðæäåíèÿ èç AP .

Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) ðàçáèåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ρ(Fm), ñîâìåñòèìî ñ P ,

(2) ρ(Fm) = ρ(PCTL).

Äîêàçàòåëüñòâî.
Èìïëèêàöèÿ (2)⇒ (1) ñëåäóåò èç ëåììû 5.
Äîêàæåì èìïëèêàöèþ (1)⇒ (2).
Ïîñêîëüêó Fm ⊆ PCTL, òî ρ(PCTL) ⊆ ρ(Fm).
Ñîãëàñíî (11), äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáðàòíîãî âêëþ÷åíèÿ äî-

ñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ êàæäîé ôîðìóëû f ëîãèêè PCTL
âåðíî âêëþ÷åíèå

ρ(Fm) ⊆ ρ(f). (24)

Äîêàæåì ýòî âêëþ÷åíèå èíäóêöèåé ïî ñòðóêòóðå ôîðìóëû f .
Åñëè f ∈ AP , òî (24) ñëåäóåò èç ïðåäïîëîæåíèÿ AP ⊆ Fm.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ êàæäîé ïîäôîðìóëû f ′ ôîðìóëû f
âåðíî âêëþ÷åíèå (24), â êîòîðîì f çàìåíåíî íà f ′. Äîêàæåì, ÷òî
â ýòîì ñëó÷àå áóäåò âåðíî âêëþ÷åíèå (24).

• Ïóñòü f ÿâëÿåòñÿ áóëåâîé êîìáèíàöèåé. Ðàññìîòðèì, íà-
ïðèìåð, ñëó÷àé f = ¬f ′. Åñëè (s1, s2) ∈ ρ(Fm), òî

s1(f) = s1(¬f ′) = 1− s1(f ′) = 1− s2(f ′) = s2(¬f ′) = s2(f)

Äðóãèå ñëó÷àè âîçìîæíîãî âèäà f , êîãäà f ÿâëÿåòñÿ áóëå-
âîé êîìáèíàöèåé, ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

• Ïóñòü f = P4aα. Åñëè (s1, s2) ∈ ρ(Fm), òî

s1(f) = 4(s1(α), a) = 4(s2(α), a) = s2(f).

Äëÿ ðàññìîòðåíèÿ îñòàëüíûõ âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ âèäà f
ìû ââåä¼ì äîïîëíèòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ. Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì Σ
ðàçáèåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè ρ(Fm).
Ïóñòü Σ ñîñòîèò èç êëàññîâ S1, . . ., Sk. Çàìåòèì, ÷òî âêëþ÷åíèå
(24) ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ:

∀ j = 1, . . . , k, ∀ s1, s2 ∈ Sj s1(f) = s2(f). (25)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî (25) ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

∃ S̃(f) : S(f) = π · S̃(f) (26)

ãäå π � ìàòðèöà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÑÔ (18).
Äîêàæåì (26) äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà f èìååò âèä Xf ′, ϕ1U

≤nϕ2 è
ϕ1Uϕ2.

• Ïóñòü f = Xf ′. Ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ,

∃ S̃(f ′) : S(f ′) = π · S̃(f ′)

Ñëåäîâàòåëüíî,

S(Xf ′) = P · S(f ′) = P · π · S̃(f ′) (27)
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Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, Σ ñîâìåñòèìî ñ P , ïîýòîìó ñóùåñòâó-
åò ìàòðèöà σ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ðàâåíñòâó (20). Ïîýòîìó
öåïî÷êó ðàâåíñòâ (27) ìîæíî ïðîäîëæèòü ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

P · π · S̃(f ′) = π · σ · S̃(f ′) (28)

Èç (27) è (28) ñëåäóåò, ÷òî â êà÷åñòâå èñêîìîãî âåêòîð-
ñòîëáöà S̃(f) â (26) ìîæíî âçÿòü âåêòîð σ · S̃(f ′).

• Ïóñòü f = ϕ1U
≤nϕ2. Îáîçíà÷èì ýòó ôîðìóëó ñèìâîëîì αn.

Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî n, ÷òî áóäåò âåðíî óòâåðæäåíèå
(25), â êîòîðîì f çàìåíåíî íà αn.

Åñëè n = 0, òî, ïî îïðåäåëåíèþ, S(αn) = S(ϕ2), è äîêà-
çûâàåìîå óòâåðæäåíèå âåðíî ïîòîìó, ÷òî ϕ2 � ïîäôîðìóëà
ôîðìóëû f .

Åñëè n > 0, òî, ïî îïðåäåëåíèþ,

S(αn) = max (S(ϕ2), S(ϕ1) ◦ S(Xαn−1))

è èñòèííîñòü äîêàçûâàåìîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò èç åãî
èñòèííîñòè äëÿ ϕ1, ϕ2, αn−1 è Xαn−1, à òàêæå èç îïðåäåëå-
íèÿ îïåðàöèé max è ◦ íà âåêòîð-ñòîëáöàõ.

• Ïóñòü f = ϕ1Uϕ2. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, âåêòîð-ñòîëáåö
S(f) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

S(f) =

max
(
S(ϕ2), [P ∗ · S(ϕ2)] ◦ S(ϕ1) ◦ (P · S(f))

) (29)

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå (26) äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ.

Ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ, áóäåò âåðíî óòâåðæäå-
íèå (26), â êîòîðîì f çàìåíåíî íà ϕ1 èëè íà ϕ2, ò.å.

∃ S̃(ϕi) : S(ϕi) = π · S̃(ϕi) (i = 1, 2)

Îïðåäåëèì âåêòîð-ñòîëáåö S̃(ϕ) êàê ðåøåíèå ñèñòåìû ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé

S̃(f) =

max
(
S̃(ϕ2), [σ∗ · S̃(ϕ2)] ◦ S̃(ϕ1) ◦ (σ · S̃(f))

) (30)
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ãäå σ � ìàòðèöà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ òîé ÑÔ σ : Σ → Σ,
êîòîðàÿ äåëàåò äèàãðàììó (19) êîììóòàòèâíîé.

Óòâåðæäåíèå (26) ñëåäóåò èç ðàâåíñòâ (30), (20), è èç ñëå-
äóþùèõ óòâåðæäåíèé.

� Äëÿ ëþáûõ âåêòîð-ñòîëáöîâ V1, V2 äëèíû k âåðíû ðà-
âåíñòâà

π ·max(V1, V2) = max(π · V1, π · V2)
π · (V1 ◦ V2) = (π · V1) ◦ (π · V2)

Äàííûå ðàâåíñòâà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþò èç îïðå-
äåëåíèÿ îïåðàöèé max è ◦ íà âåêòîð-ñòîëáöàõ.

� Äëÿ ëþáîãî âåêòîð-ñòîëáöà V äëèíû k ñ íåîòðèöà-
òåëüíûìè êîìïîíåíòàìè âåðíî ðàâåíñòâî

π · [σ∗ · V ] = [P ∗ · π · V ]. (31)

Äàííîå ðàâåíñòâî îáîñíîâûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Èç îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû âèäà [A∗ ·B] â ïóíêòå 4.3 ñëå-
äóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî s ∈ S ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ
ðàâíîñèëüíû:

∗ ýëåìåíò s ñòîëáöà [P ∗ ·π ·V ] (ÿâëÿþùåãîñÿ ïðàâîé
÷àñòüþ ðàâåíñòâà (31)) ðàâåí 1

∗ ∃n ≥ 0: ýëåìåíò s ñòîëáöà P n · π · V áîëüøå 0.

Âòîðîå èç ýòèõ óòâåðæäåíèé ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùå-
ìó:

∃n ≥ 0 Is · P n · π · V > 0 (32)

ãäå Is � ìàòðèöà, îïðåäåë¼ííàÿ â ïóíêòå 3.3.

Èç (20) ñëåäóåò, ÷òî (32) ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

∃n ≥ 0 Is · π · σn · V > 0 (33)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýëåìåíò s âåêòîð-ñòîëáöà π · [σ∗ ·V ]
(ÿâëÿþùåãîñÿ ëåâîé ÷àñòüþ ðàâåíñòâà (31)) ðàâåí 1
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

Is · π · [σ∗ · V ] = 1. (34)
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Ðàâåíñòâî (34) ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó óòâåðæäå-
íèþ: ýëåìåíò Sj âåêòîð-ñòîëáöà [σ∗ ·V ] ðàâåí 1, ãäå Sj
� òîò êëàññ ðàçáèåíèÿ Σ, êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò s.

Óòâåðæäåíèå â ïðåäûäóùåì àáçàöå ðàâíîñèëüíî ñëå-
äóþùåìó: ∃n ≥ 0: ýëåìåíò Sj ñòîëáöà σ

n ·V áîëüøå 0,
èëè:

∃n ≥ 0 : ISj
· σn · V > 0 (35)

Ïîñêîëüêó ISj
= Is · π, òî (35) ðàâíîñèëüíî (33), ÷òî è

òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 1 ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

5.4 Ðåäóêöèÿ âåðîÿòíîñòíûõ ñèñòåì ïåðåõîäîâ

5.4.1 Çàäà÷à ðåäóêöèè ÂÑÏ

Ïóñòü çàäàíà ÂÑÏ D = (S, s0, P, L).
Çàäà÷à ðåäóêöèè ÂÑÏ D çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè ÂÑÏ D′,

êîòîðàÿ ýêâèâàëåíòíàD, è ÷èñëî ñîñòîÿíèé êîòîðîé ìåíüøå, ÷åì
÷èñëî ñîñòîÿíèé ÂÑÏ D.

Èçëàãàåìûé â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå àëãîðèòì ðåäóêöèè ÂÑÏ
ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíûì îáîáùåíèåì àëãîðèòìà ðåäóêöèè äåòåð-
ìèíèðîâàííûõ àâòîìàòîâ. Èäåÿ äàííîãî àëãîðèòìà îñíîâàíà íà
îòîæäåñòâëåíèè íåðàçëè÷èìûõ ñîñòîÿíèé ÂÑÏ:

• àëãîðèòì âû÷èñëÿåò êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè S1, . . . , Sk ìíî-
æåñòâà S, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçáèåíèþ ρ(PCTL), è

• ÂÑÏ D ïðåîáðàçóåòñÿ ïóòåì óäàëåíèÿ ñîñòîÿíèé â êëàññàõ
ýêâèâàëåíòíîñòè S1, . . ., Sk (è ñîîòâåòñòâóþùåãî ïåðåîïðå-
äåëåíèÿ ôóíêöèè ïåðåõîäà), äî òåõ ïîð, ïîêà íå îñòàíåòñÿ
ïî îäíîìó ñîñòîÿíèþ â êàæäîì èç ýòèõ êëàññîâ.

Â ðåçóëüòàòå ýòèõ óäàëåíèé ïîëó÷àåòñÿ èñêîìàÿ ÂÑÏ D′.

5.4.2 Ïîñòðîåíèå ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé ðåäó-
öèðóåìîé ÂÑÏ

Ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà S ñîñòîÿíèé ÂÑÏ D = (S, s0, P, L), ñîîò-
âåòñòâóþùåå îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè ρ(PCTL), âû÷èñëÿåò-
ñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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1. Âû÷èñëÿåòñÿ ðàçáèåíèå Σ0, ñîîòâåòñòâóþùåå îòíîøåíèþ
ýêâèâàëåíòíîñòè ρ(AP ). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

ρ(AP ) = {(s1, s2) ∈ S × S | L(s1) = L(s2)}.

2. Çàòåì ðàáîòàåò öèêë, ñîñòîÿùèé èç ñëåäóþùèõ øàãîâ.

Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî i ≥ 0 îïðåäåëåíû

• îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ρi, êîòîðîå èìååò âèä ρ(Fm)
äëÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà Fm ôîðìóë ëîãèêè PCTL,
ïðè÷åì AP ⊆ Fm, è

• ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ðàçáèåíèå Σi, êîòîðîå ñîñòîèò èç
êëàññîâ

Si1, . . . , S
i
k

Îáîçíà÷èì çàïèñÿìè

• Σi
1, . . . ,Σ

i
k � ñòðîêè ìàòðèöû πi, ñîîòâåòñòâóþùåé äå-

òåðìèíèðîâàííîé ÑÔ πi : S → Σi, è

• ϕΣi

1 , . . . , ϕ
Σi

k � ñïèñîê ôîðìóë, òàêèõ, ÷òî

∀ j = 1, . . . , k S(ϕΣi

j ) = Σi
j

(ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ ôîðìóë ñëåäóåò èç ëåììû 3)

Îïðåäåëèì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ρi+1 íà S:

ρi+1 def
= ρi ∩ ρ(XϕΣi

1 , . . . ,Xϕ
Σi

k ). (36)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî åñëè ρi = ρ(Fm) äëÿ íåêîòîðîãî ìíî-
æåñòâà Fm ôîðìóë ëîãèêè PCTL, òî

ρi+1 = ρ(Fm ∪ {XϕΣi

1 , . . . ,Xϕ
Σi

k }).

Ðàçáèåíèå Σi+1, ñîîòâåòñòâóþùåå îòíîøåíèþ ρi+1, ìîæíî
ïîñòðîèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

31



• âû÷èñëÿþòñÿ âåêòîð-ñòîëáöû

S(XϕΣi

j ) = P · Σi
j (37)

(êàæäûé èç êîòîðûõ, êàê íåòðóäíî âèäåòü, ÿâëÿåòñÿ
ñóììîé íåêîòîðûõ ñòîëáöîâ ìàòðèöû P : äëÿ êàæäî-
ãî j = 1, . . . , k âåêòîð-ñòîëáåö (37) ÿâëÿåòñÿ ñóììîé
òàêèõ ñòîëáöîâ s ìàòðèöû P , äëÿ êîòîðûõ s ∈ Sj)
• êëàññû ðàçáèåíèÿ Σi+1 ïîëó÷àþòñÿ ïóò¼ì èçìåëü÷åíèÿ
êëàññîâ ðàçáèåíèÿ Σi: â îäèí è òîò æå êëàññ ðàçáèå-
íèÿ Σi+1 ïîïàäàþò òàêèå ñîñòîÿíèÿ, äëÿ êîòîðûõ ñîîò-
âåòñòâóþùèå èì êîìïîíåíòû âåêòîðîâ (37) ñîâïàäàþò
äëÿ êàæäîãî j = 1, . . . , k.

Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.

(a) Σi+1 = Σi.

Â ýòîì ñëó÷àå èñêîìîå ðàçáèåíèå ρ(PCTL) íàéäåíî:
îíî ñîâïàäàåò ñ Σi.

Äåéñòâèòåëüíî, èç ðàâåíñòâà ρi+1 = ρi è èç îïðåäåëå-
íèÿ (36) ñëåäóåò âêëþ÷åíèå

ρi ⊆ ρ(XϕΣi

1 , . . . ,Xϕ
Σi

k ) (38)

Ëåììà 6

Îïðåäåë¼ííîå âûøå ðàçáèåíèå Σi ñîâìåñòèìî ñ ôóíê-
öèåé ïåðåõîäà P .

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ñîãëàñíî ëåììå 4, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû äîñòà-
òî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ∀ j = 1, . . . , k âåêòîð P · Σi

j ÿâëÿ-
åòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ Σi

1, . . . ,Σ
i
k.

Èç (38) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî j = 1, . . . , k âåðíî
âêëþ÷åíèå

ρi ⊆ ρ(XϕΣi

j )

êîòîðîå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
êëàññû Si1, . . . , S

i
k ðàçáèåíèÿ Σi ñîäåðæàòñÿ â êëàññàõ

ðàçáèåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî âåêòîðó

S(XϕΣi

j ) = P · S(ϕΣi

j ) = P · Σi
j

32



ò.å. êîìïîíåíòû âåêòîðà P · Σi
j, ñîîòâåòñòâóþùèå ýëå-

ìåíòàì èç îäíîãî è òîãî êëàññà ðàçáèåíèÿ Σi, îäèíàêî-
âû. Ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî âåêòîð P ·Σi

j ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ Σi

1, . . . ,Σ
i
k.

Ïîñêîëüêó ρi = ρ(Fm) äëÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà Fm
ôîðìóë ëîãèêè PCTL, ïðè÷åì AP ⊆ Fm, òî íà îñíî-
âàíèè ëåììû 6 è òåîðåìû 1 îòñþäà ñëåäóåò æåëàåìîå
ðàâåíñòâî

ρi = ρ(PCTL).

(b) Σi 6= Σi+1.

Â ýòîì ñëó÷àå ìû óâåëè÷èâàåì i íà 1 è âîçâðàùàåìñÿ
â íà÷àëî öèêëà (ò.å. âûïîëíÿåì øàã 2 ñ óâåëè÷åííûì
çíà÷åíèåì i).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî òàêèõ âîçâðàùåíèé ìîæåò áûòü
íå áîëüøå êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà S (ò.ê. ðàç-
áèåíèå Σi+1 ÿâëÿåòñÿ èçìåëü÷åíèåì ðàçáèåíèÿ Σi).

5.4.3 Óäàëåíèå ýêâèâàëåíòíûõ ñîñòîÿíèé èç âåðîÿòíîñò-
íûõ ñèñòåì ïåðåõîäîâ

Ïóñòü ÂÑÏ D = (S, s0, P, L) ñîäåðæèò ïàðó ýêâèâàëåíòíûõ ñî-
ñòîÿíèé s1, s2, ãäå s1 6= s0. Îïðåäåëèì ÂÑÏ

D1
def
= (S1, s

0, P1, L1) (39)

ãäå

• S1
def
= S \ {s1}

• ∀ s, s′ ∈ S1 P1(s, s′)
def
=

{
P (s, s′) + P (s, s1) åñëè s′ = s2

P (s, s′) åñëè s′ 6= s2

• ∀ s ∈ S1 L1(s)
def
= L(s).

Òàêèì îáðàçîì,

• ìàòðèöà P1 ïîëó÷àåòñÿ èç ìàòðèöû P
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� ïðèáàâëåíèåì ê ñòîëáöó s2 ñòîëáöà s1, è

� óäàëåíèåì ñòðîêè s1 è ñòîëáöà s1

• ìàòðèöà L1 ïîëó÷àåòñÿ èç ìàòðèöû L óäàëåíèåì ñòðîêè s1.

Íèæå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü
A � ìàòðèöà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÑÔ âèäà S →

r
S. Äëÿ êàæäîãî

s ∈ S ìû áóäåì îáîçíà÷àòü

• çàïèñüþ A\~s ìàòðèöó, ïîëó÷àåìóþ èç A óäàëåíèåì ñòðîêè
s, è

• çàïèñüþA\s↓ � ìàòðèöó, ïîëó÷àåìóþ èçA óäàëåíèåì ñòîëá-
öà s.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ìàòðèöû P1 è L1 ñâÿçàíû ñ ìàòðèöàìè
P è L ñëåäóþùèì îáðàçîì:

P1 = (idS\~s1) · P · idS(s1, s2, 1) · (idS\s↓1)
L1 = (idS\~s1) · L (40)

ãäå idS(s1, s2, 1) � ìàòðèöà, ïîëó÷àåìàÿ èç ìàòðèöû idS çàìåíîé
â íåé ýëåìåíòà â ñòðîêå s1 ñòîëáöå s2 íà 1.

Ìû áóäåì ãîâîðèòü ÷òî ÂÑÏ (39) ïîëó÷àåòñÿ èç ÂÑÏ D ïó-
òåì óäàëåíèÿ ñîñòîÿíèÿ s1, ýêâèâàëåíòíîãî ñîñòîÿíèþ s2.
Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ÂÑÏ (39), êàæäîå å¼ ñîñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ
òàêæå è ñîñòîÿíèåì ÂÑÏ D.

Äëÿ êàæäîãî s ∈ S1 è êàæäîé ôîðìóëû f ëîãèêè PCTL ìû
áóäåì îáîçíà÷àòü

• çàïèñÿìè sD(f) è sD1(f) çíà÷åíèÿ ôîðìóëû f â ñîñòîÿíèè
s â ÂÑÏ D è D1 ñîîòâåòñòâåííî, è

• çàïèñÿìè SD(f) è SD1(f) � âåêòîð-ñòîëáöû çíà÷åíèé ôîð-
ìóëû f â ñîñòîÿíèÿõ ÂÑÏ D è D1 ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà 2
Ïóñòü ÂÑÏ (39) ïîëó÷àåòñÿ èç ÂÑÏ D ïóòåì óäàëåíèÿ ñîñòî-

ÿíèÿ s1, ýêâèâàëåíòíîãî ñîñòîÿíèþ s2. Òîãäà

∀ s ∈ S1 sD1(f) = sD(f). (41)
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Äîêàçàòåëüñòâî.
Îòìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå (41) ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó

SD1(f) = SD(f) \ ~s1 (42)

Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôîðìóëû f ëî-
ãèêè PCTL âåðíî (41) èëè (42), ìû áóäåì âåñòè èíäóêöèåé ïî
ñòðóêòóðå ôîðìóëû f .

Ïóñòü f = p ∈ AP . Ïîñêîëüêó ∀ s ∈ S1 L1(s) = L(s), òî

sD1(p) = 1 ⇔ p ∈ L1(s) ⇔ p ∈ L(s) ⇔ sD(p) = 1

ò.å. â äàííîì ñëó÷àå (41) âåðíî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ êàæäîé ïîäôîðìóëû f ′ ôîðìóëû f

âåðíî ðàâåíñòâî (41) èëè (42), â êîòîðîì f çàìåíåíî íà f ′. Äî-
êàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå áóäåò âåðíî (41) èëè (42).

1. Ïóñòü f ÿâëÿåòñÿ áóëåâîé êîìáèíàöèåé. Ðàññìîòðèì, íà-
ïðèìåð, ñëó÷àé f = ¬f ′. Äëÿ êàæäîãî s ∈ S1

sD1(f) = sD1(¬f ′) = 1−sD1(f
′) = 1−sD(f ′) = sD(¬f ′) = sD(f)

Äðóãèå ñëó÷àè âîçìîæíîãî âèäà f , êîãäà f ÿâëÿåòñÿ áóëå-
âîé êîìáèíàöèåé, ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

2. Ïóñòü f = P4aα. Òîãäà

sD1(f) = 4(sD1(α), a) = 4(sD(α), a) = sD(f).

3. Ïóñòü f = Xf ′.

Äîêàæåì, ÷òî âåðíî ðàâåíñòâî (42). Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ
ìàòðèöû idS\~s1, äàííîå ðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó

SD1(f) = (idS\~s1) · SD(f) (43)

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî (43) áóäåò âåðíî, åñëè f çàìåíèòü íà
f ′, ò.å.

SD1(f
′) = (idS\~s1) · SD(f ′) (44)
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Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ çíà÷åíèé ôîðìóëû Xf ′, âåðíû ðà-
âåíñòâà

SD1(f) = SD1(Xf
′) = P1 · SD1(f

′)
SD(f) = SD(Xf ′) = P · SD(f ′)

Ó÷èòûâàÿ (40) è èíäóêòèâíîå ïðåäïîëîæåíèå (44), ìîæíî
ïåðåïèñàòü äîêàçûâàåìîå ðàâåíñòâî (43) ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

(idS\~s1) · P · idS(s1, s2, 1) · (idS\s↓1) · (idS\~s1) · SD(f ′) =
= (idS\~s1) · P · SD(f ′)

(45)

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî

• ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö (idS\s↓1)·(idS\~s1) ñîâïàäàåò ñ ìàò-
ðèöåé idS(s1, s1, 0), ïîëó÷àåìîé èç idS çàìåíîé ýëåìåí-
òà â ñòðîêå s1 ñòîëáöå s1 íà 0

• ïðîèçâåäåíèå idS(s1, s2, 1)·idS(s1, s1, 0) ñîâïàäàåò ñ ìàò-

ðèöåé idS

(
s1, s2, 1
s1, s1, 0

)
, ïîëó÷àåìîé èç idS çàìåíîé

� ýëåìåíòà â ñòðîêå s1 ñòîëáöå s2 íà 1, è

� ýëåìåíòà â ñòðîêå s1 ñòîëáöå s1 íà 0

• ïðîèçâåäåíèå

idS

(
s1, s2, 1
s1, s1, 0

)
· SD(f ′) (46)

ñîâïàäàåò ñ âåêòîð-ñòîëáöîì, ïîëó÷àåìûì èç SD(f ′)
çàìåíîé ýëåìåíòà â ñòðîêå s1 íà ýëåìåíò s2(f ′).

Ïîñêîëüêó ñîñòîÿíèÿ s1 è s2 ïî ïðåäïîëîæåíèþ ýêâèâà-
ëåíòíû, òî, ïî îïðåäåëåíèþ ïîíÿòèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ñî-
ñòîÿíèé, âåðíî ðàâåíñòâî s1(f ′) = s2(f ′). Ñëåäîâàòåëüíî,
(46) ñîâïàäàåò ñ SD(f ′).

Èç âûøåïðèâåä¼ííûõ óòâåðæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü
äîêàçûâàåìîãî ðàâåíñòâà (45) ñîâïàäàåò ñ åãî ïðàâîé ÷à-
ñòüþ, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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4. Ïóñòü f = ϕ1U
≤nϕ2. Îáîçíà÷èì ýòó ôîðìóëó ñèìâîëîì αn.

Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî n, ÷òî SD1(αn) = SD(αn) \ ~s1.

Åñëè n = 0, òî, ïî îïðåäåëåíèþ, S(αn) = S(ϕ2), è äîêà-
çûâàåìîå óòâåðæäåíèå âåðíî ïîòîìó, ÷òî ϕ2 � ïîäôîðìóëà
ôîðìóëû f .

Åñëè n > 0, òî, ïî îïðåäåëåíèþ,

S(αn) = max (S(ϕ2), S(ϕ1) ◦ S(Xαn−1))

è èñòèííîñòü äîêàçûâàåìîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò èç åãî
èñòèííîñòè äëÿ ϕ1, ϕ2, αn−1 è Xαn−1, à òàêæå èç îïðåäåëå-
íèÿ îïåðàöèé max è ◦ íà âåêòîð-ñòîëáöàõ.

5. Ïóñòü f = ϕ1Uϕ2. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, âåêòîð-ñòîëáöû
SD(f) è SD1(f) óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

SD(f) =

max
(
SD(ϕ2), [P ∗ · SD(ϕ2)] ◦ SD(ϕ1) ◦ (P · SD(f))

) (47)

SD1(f) =

max
(
SD1(ϕ2), [(P1)∗ · SD1(ϕ2)] ◦ SD1(ϕ1) ◦ (P1 · SD1(f))

) (48)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà (42) ìû äîêàæåì ñëåäóþ-
ùåå óòâåðæäåíèå: çàìåíà â ñîîòíîøåíèè (48) êîìïîíåíòîâ
âåêòîðà SD1(f) íà ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòû âåêòîðà
SD(f) \ ~s1 íå íàðóøàåò èñòèííîñòè ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå â ïðåäûäóùåì àáçàöå ñëåäóåò èç (47), îïðå-
äåëåíèÿ îïåðàöèé max è ◦ íà âåêòîð-ñòîëáöàõ, è èç ñëåäó-
þùèõ ñîîòíîøåíèé:

• ðàâåíñòâ
SD1(ϕ1) = SD(ϕ1) \ ~s1

SD1(ϕ2) = SD(ϕ2) \ ~s1
(49)

êîòîðûå âåðíû ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ

• ðàâåíñòâ

[P ∗ · SD(ϕ2)] \ ~s1 = [(P1)∗ · SD1(ϕ2)] (50)

(P · SD(f)) \ ~s1 = P1 · (SD(f) \ ~s1) (51)
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Èç âòîðîãî ðàâåíñòâà â (49) ñëåäóåò, ÷òî (50) ìîæíî çàìå-
íèòü íà ðàâåíñòâî

[P ∗ · SD(ϕ2)] \ ~s1 = [(P1)∗ · (SD(ϕ2) \ ~s1)] (52)

Èñòèííîñòü ðàâåíñòâà (51) äîêàçûâàåòñÿ ðàññóæäåíèÿìè,
àíàëîãè÷íûìè òåì, êîòîðûå áûëè ïðèâåäåíû â ïóíêòå 3
íàñòîÿùåãî äîêàçàòåëüñòâà.

Äîêàæåì (52). Äëÿ êàæäîãî n ≥ 0 âåðíî ðàâåíñòâî

(P n · SD(ϕ2)) \ ~s1 = P n
1 · (SD(ϕ2) \ ~s1) (53)

êîòîðîå íåòðóäíî äîêàçàòü èíäóêöèåé ïî n.

Äëÿ êàæäîãî s ∈ S1 ýëåìåíò s ñòîëáöà [P ∗ · SD(ϕ2)] \ ~s1 ðà-
âåí 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∃n ≥ 0: ýëåìåíò s ñòîëáöà
(P n · SD(ϕ2)) \ ~s1 îòëè÷åí îò 0. Ñîãëàñíî (53), ýòî ýêâèâà-
ëåíòíî òîìó, ÷òî ∃n ≥ 0 ýëåìåíò s ñòîëáöà P n

1 ·(SD(ϕ2)\~s1)
îòëè÷åí îò 0, à ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ýëåìåíò s ñòîëá-
öà [P ∗1 ·(SD(ϕ2)\~s1)] ðàâåí 1. Ýòî äîêàçûâàåò ðàâåíñòâî (52).

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 2 ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

5.4.4 Îïèñàíèå àëãîðèòìà ðåäóêöèè ÂÑÏ

Òåîðåìà 2 ÿâëÿåòñÿ îáîñíîâàíèåì èçëàãàåìîãî íèæå àëãîðèòìà
ðåäóêöèè ÂÑÏ D = (S, s0, P, L). Ýòîò àëãîðèòì èìååò ñëåäóþ-
ùèé âèä.

1. Âû÷èñëÿåòñÿ ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé ÂÑÏ D, ñî-

îòâåòñòâóþùåå îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè R
def
= ρ(PCTL)

(äëÿ ýòîãî âûïîëíÿþòñÿ äåéñòâèÿ, èçëîæåííûå â ïóíêòå
5.4.2).

2. Èñêîìàÿ ÂÑÏ D′ ñòðîèòñÿ ïóò¼ì óäàëåíèÿ ñîñòîÿíèé èç
ÂÑÏ D è ïåðåîïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ïåðåõîäà è îòíîøåíèÿ
R ñëåäóþùèì îáðàçîì.

(a) Åñëè îòíîøåíèå R ñîäåðæèò ïàðó (s1, s2), òàêóþ, ÷òî
s1 6= s2, è s2 6= s0, òî âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ òàêóþ
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ïàðó (s1, s2), è ïðåîáðàçóåì êîìïîíåíòû ÂÑÏ D îïè-
ñûâàåìûì íèæå îáðàçîì. Ìû áóäåì èçëàãàòü äàííîå
ïðåîáðàçîâàíèå â òåðìèíàõ ãðàôà, ñîîòâåòñòâóþùåãî
ÂÑÏ D (äàííûé ãðàô ìû áóäåì îáîçíà÷àòü òåì æå
ñèìâîëîì D).

i. Åñëè ãðàô D ñîäåðæèò ðåáðî ñ íà÷àëîì â íåêîòî-
ðîé âåðøèíå s è ñ êîíöîì s2, òî äàííîå ðåáðî óäà-
ëÿåòñÿ, à ê ìåòêå ðåáðà ñ íà÷àëîì â s è ñ êîíöîì
â s1 ïðèáàâëÿåòñÿ ÷èñëî, ðàâíîå ìåòêå óäàë¼ííîãî
ðåáðà. Äàííàÿ îïåðàöèÿ âûïîëíÿåòñÿ äî òåõ ïîð,
ïîêà èìåþòñÿ ð¼áðà ñ êîíöîì â s2.

ii. Âåðøèíà s2 óäàëÿåòñÿ, è êðîìå òîãî óäàëÿþòñÿ âñå
ð¼áðà, âûõîäÿùèå èç ýòîé âåðøèíû.

iii. Èç R óäàëÿþòñÿ âñå ïàðû, ñîäåðæàùèå s2.

iv. Ïîñëå ýòîãî ìû ïåðåõîäèì íà øàã 2a.

(b) Åñëè êàæäàÿ ïàðà, âõîäÿùàÿ â R, èìååò âèä (s, s), òî
àëãîðèòì çàâåðøàåò ðàáîòó.

6 Ïðèìåð ðåäóêöèè âåðîÿòíîñòíîé ñè-

ñòåìû ïåðåõîäîâ

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ ïðåä-
ëîæåííîãî â íàñòîÿùåé ðàáîòå àëãîðèòìà ðåäóêöèè ÂÑÏ.

6.1 Îïèñàíèå ðåäóöèðóåìîé ÂÑÏ

ÂÑÏ, ðàññìàòðèâàåìàÿ â ýòîì ïðèìåðå, ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñò-
íîé àáñòðàêöèåé ïîñëåäîâàòåëüíîé íåçàâåðøàþùåéñÿ ïðîãðàì-
ìû, ïðåäñòàâëÿåìîé ñëåäóþùåé áëîê-ñõåìîé:
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(54)

ãäå ñèìâîëû A0, A1, A2, A3, íàðèñîâàííûå ðÿäîì ñ óñëîâíûìè
îïåðàòîðàìè, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê èìåíà äàííûõ îïåðàòî-
ðîâ.

Ïðîãðàììà ñîäåðæèò

• áóëåâû ïåðåìåííûå p, u, v (êîòîðûå ìû áóäåì ðàññìàòðè-
âàòü êàê ñóùåñòâåííûå ïåðåìåííûå äàííîé áëîê-ñõåìû), è

40



• íåêîòîðûå äðóãèå ïåðåìåííûå, íå óêàçàííûå íà äàííîé áëîê-
ñõåìå (êîòîðûå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê íåñóùåñòâåí-
íûå ïåðåìåííûå äàííîé áëîê-ñõåìû).

Â óñëîâíûõ îïåðàòîðàõ äàííîé áëîê-ñõåìû èñïîëüçóþòñÿ áóëå-
âîçíà÷íûå âûðàæåíèÿ B0 è ò.ä., â êàæäîì èç êîòîðûõ â ñêîáêàõ
óêàçàíû ëèøü ñóùåñòâåííûå ïåðåìåííûå, îò êîòîðûõ çàâèñèò
äàííîå áóëåâîçíà÷íîå âûðàæåíèå.

Çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ p, u è v èçìåíÿþòñÿ îïåðàòîðàìè ïðè-
ñâàèâàíèÿ, â ïðàâîé ÷àñòè êîòîðûõ ñòîèò òåðì, çàâèñÿùèé îò u,
v è äðóãèõ ïåðåìåííûõ áëîê-ñõåìû. Îïåðàòîðû ïðèñâàèâàíèÿ,
êîòîðûå èçìåíÿþò çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ, îòëè÷íûõ îò p, u è v,
íå ïðèíèìàþòñÿ âî âíèìàíèå è èçîáðàæåíû ìíîãîòî÷èåì.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî àíàëèçèðóåòñÿ êàêîå-ëèáî ÷àñòíîå ñâîé-
ñòâî äàííîé áëîê-ñõåìû, ñâÿçàííîå ñî ñòàòèñòè÷åñêèìè çàêîíî-
ìåðíîñòÿìè èçìåíåíèÿ çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé p. Äëÿ àíàëèçà ñâîé-
ñòâà äàííîãî òèïà ìû ïîñòðîèì ÂÑÏ, ÿâëÿþùóþéñÿ âåðîÿòíîñò-
íîé àáñòðàêöèåé äàííîé áëîê-ñõåìû.

Ïðîöåññ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ äàííîé áëîê-ñõåìû ìîæíî èí-
òåðïðåòèðîâàòü êàê ïðîöåññ ïåðåõîäà îò îäíîãî óñëîâíîãî îïå-
ðàòîðà Ai ê äðóãîìó îïåðàòîðó Aj, ñ âûïîëíåíèåì îïåðàòîðîâ
ïðèñâàèâàíèÿ, êîòîðûå âñòðå÷àþòñÿ íà ïóòè îò Ai ê Aj, ò.å.

• ïðè ïåðåõîäå îò A0 ê A1 âûïîëíÿþòñÿ îïåðàòîðû ïðèñâà-
èâàíèÿ . . ., u := e11, v := e12, p := 1,

• ïðè ïåðåõîäå îò A0 ê A2 âûïîëíÿþòñÿ îïåðàòîðû ïðèñâà-
èâàíèÿ . . ., u := e21, v := e22, p := 0,

• è ò.ä.

Íàïîìíèì (ñì. [5]), ÷òî ïîëíàÿ äèàãðàììà ñîñòîÿíèé, ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ áëîê-ñõåìå, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãðàô,

• âåðøèíû êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò ñîñòîÿíèÿì áëîê-ñõåìû,
ãäå ïîä ñîñòîÿíèåì ïîíèìàåòñÿ íàáîð çíà÷åíèé, ñîïîñòàâ-
ëåííûõ

� ïåðåìåííûì áëîê-ñõåìû, à òàêæå
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� óïðàâëÿþùåé ïåðåìåííîé, êîòîðàÿ íå âõîäèò â ÷èñëî
ïåðåìåííûõ áëîê-ñõåìû, è çíà÷åíèÿìè êîòîðîé ÿâëÿ-
þòñÿ îïåðàòîðû áëîê-ñõåìû.

Ïîñòðîèì óïðîù¼ííóþ äèàãðàììó ñîñòîÿíèé äàííîé áëîê-
ñõåìû, ñîîòâåòñòâóþùóþ òàêîìó óðîâíþ àáñòðàêöèè, ïðè êîòî-
ðîì

• èç ïåðåìåííûõ áëîê-ñõåìû ìû áóäåì ó÷èòûâàòü ëèøü ïå-
ðåìåííûå p, u è v, è

• ìíîæåñòâî çíà÷åíèé óïðàâëÿþùåé ïåðåìåííîé áóäåì ñ÷è-
òàòü ðàâíûì {A0,A1,A2,A3} (ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå âû-
ñêàçàííîå âûøå çàìå÷àíèå î òîì, ÷òî êàæäûé øàã ôóíêöè-
îíèðîâàíèÿ áëîê-ñõåìû ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïåðå-
õîä îò îïåðàòîðà âèäà Ai ê îïåðàòîðó âèäà Aj, ñ âûïîëíå-
íèåì ïðèñâàèâàíèé, íàõîäÿùèõñÿ íà ïóòè îò Ai ê Aj).

Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûáðàííîì óðîâíå àáñòðàêöèè äèàãðàì-
ìà ñîñòîÿíèé äîëæíà ñîäåðæàòü 2 · 2 · 2 · 4 ñîñòîÿíèé. Îäíàêî, èç
âèçóàëüíîãî àíàëèçà áëîê-ñõåìû ìû ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî çíà-
÷åíèå ïåðåìåííîé p îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì óïðàâ-
ëÿþùåé ïåðåìåííîé (â îïåðàòîðàõ A0 è A2 çíà÷åíèå p ðàâíî 0, à
â îïåðàòîðàõ A1 è A3 çíà÷åíèå p ðàâíî 1), è, ñëåäîâàòåëüíî, êî-
ëè÷åñòâî ñîñòîÿíèé ìîæåò áûòü ñîêðàùåíî äî 2 · 2 · 4 ñîñòîÿíèé.
Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ýòè ñîñòîÿíèÿ çàïèñÿìè âèäà Ai(j, k), ãäå
j è k � çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ u è v â ñîñòîÿíèè Ai(j, k).

Èç âèçóàëüíîãî àíàëèçà áëîê-ñõåìû âèäíî, ÷òî

• ôóíêöèîíèðîâàíèå áëîê-ñõåìû â òîò ìîìåíò, êîãäà çíà÷å-
íèå å¼ óïðàâëÿþùåé ïåðåìåííîé ðàâíî A0, íå çàâèñèò îò
çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ u è v, ïîýòîìó âñå ñîñòîÿíèÿ âèäà
A0(j, k) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îäèíàêîâûå, ìû áóäåì
îáîçíà÷àòü âñå òàêèå ñîñòîÿíèÿ îäíèì ñèìâîëîì A0,

• ôóíêöèîíèðîâàíèå áëîê-ñõåìû â òîò ìîìåíò, êîãäà çíà÷å-
íèå å¼ óïðàâëÿþùåé ïåðåìåííîé ðàâíî A1, çàâèñèò òîëüêî
îò çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé u, ïîýòîìó ñîñòîÿíèÿ âèäà A1(j, k)
ñ îäèíàêîâûìè ïåðâûìè êîìïîíåíòàìè â ñêîáêàõ ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê îäèíàêîâûå, ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ýòè
ñîñòîÿíèÿ çàïèñÿìè A1(0) è A1(1) ñîîòâåòñòâåííî, è
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• ôóíêöèîíèðîâàíèå áëîê-ñõåìû â òîò ìîìåíò, êîãäà çíà÷å-
íèå å¼ óïðàâëÿþùåé ïåðåìåííîé ðàâíî A3, çàâèñèò òîëüêî
îò çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé , ïîýòîìó ñîñòîÿíèÿ âèäà A3(j, k)
ñ îäèíàêîâûìè âòîðûìè êîìïîíåíòàìè â ñêîáêàõ ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê îäèíàêîâûå, ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ýòè
ñîñòîÿíèÿ çàïèñÿìè A3(0) è A3(1) ñîîòâåòñòâåííî.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå âñåõ âûøåïåðå÷èñëåííûõ îòîæäåñòâ-
ëåíèé îñòàëîñü 9 ñîñòîÿíèé: A0, A1(0), A1(1), A2(0, 0), A2(0, 1),
A2(1, 0), A2(1, 1), A3(0), A3(1). Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü èõ áîëåå
êîðîòêî ñèìâîëàìè s0, s4, s5, s1, s6, s3, s8, s7, s2.

Ïóòåì äîïîëíèòåëüíîãî àíàëèçà äàííîé áëîê-ñõåìû ìîæíî
óñòàíîâèòü, ÷òî ãðàô ïåðåõîäîâ, ñîîòâåòñòâóþùèé äàííîìó ìíî-
æåñòâó ñîñòîÿíèé, èìååò ñëåäóþùèé âèä:
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(55)

Äàëåå, ïóò¼ì ïðîâåäåíèÿ òåñòîâûõ èñïûòàíèé ñ áëîê-ñõåìîé
ìû îïðåäåëÿåì ñòàòèñòè÷åñêèå çàêîíîìåðíîñòè: äëÿ êàæäîãî ïå-
ðåõîäà si → sj â äàííîé äèàãðàììå ìû îïðåäåëÿåì âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî åñëè åñëè â òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè áëîê-ñõåìà íàõî-
äèòñÿ â ñîñòîÿíèè si, òî â ñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè îíà áóäåò
íàõîäèòüñÿ â ñîñòîÿíèè sj.
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Èñêîìàÿ ÂÑÏ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãðàô (55), ñ êàæäûì ðåá-
ðîì êîòîðîãî ñâÿçàíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåðîÿòíîñòü (ïîëó÷åííàÿ
ýêñïåðèìåíòàëüíûì îáðàçîì).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåíèÿ òàêèõ èñïûòàíèé
áûëà ïîëó÷åíà ñëåäóþùàÿ ÂÑÏ:
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(56)

ãäå â îáîçíà÷åíèÿõ âåðîÿòíîñòåé ïåðåõîäîâ ìû èñïîëüçóåì áóê-
âåííûå îáîçíà÷åíèÿ, êîòîðûå èìåþò ñëåäóþùèé ñìûñë: ñèìâîëû
a1, a2 è ò.ä. îáîçíà÷àþò íåîòðèöàòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà,
óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì îãðàíè÷åíèÿì:

a1 + a2 = 1
b1 + b2 + b3 + b4 = 1
c1 + c2 = 1
d1 + d2 = 1
p1 + p2 = 1
q1 + q2 = 1
u1 + u2 = 1
v1 + v2 = 1

(57)

Â ýòîé ÂÑÏ ìíîæåñòâî AP àòîìàðíûõ óòâåðæäåíèé ñîñòîèò
èç îäíîãî óòâåðæäåíèÿ p, ò.å. ìíîæåñòâî 2AP ñîñòîèò èç äâóõ ýëå-
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ìåíòîâ: ∅ è {p}. Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ýòè ýëåìåíòû ñèìâîëàìè
0 è 1 ñîîòâåòñòâåííî.

Íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì äàííîé ÂÑÏ ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿíèå s0,
îíî îáîçíà÷åíî äâîéíûì êðóæêîì. Ðÿäîì ñ êàæäûì ñîñòîÿíèåì
s ïðèïèñàíà ìåòêà, êîòîðàÿ ðàâíà çíà÷åíèþ L(s).

Ìàòðèöó P , ñîîòâåòñòâóþùóþ äàííîé ÂÑÏ ìû ïðåäñòàâèì â
âèäå ñëåäóþùåé òàáëèöû:

s0 s1 s2 s3 s4 s5 s6 s7 s8

s0 0 b1/2 0 b2/2 a2/2 a1/2 b4/2 0 b3/2
s1 0 0 c1/2 0 1/2 0 0 c2/2 0
s2 1 0 0 0 0 0 0 0 0
s3 0 0 d1/2 0 0 1/2 0 d2/2 0
s4 1/2 v1/2 0 0 0 0 v2/2 0 0
s5 1/2 0 0 u1/2 0 0 0 0 u2/2
s6 0 0 p2/2 0 1/2 0 0 p1/2 0
s7 1 0 0 0 0 0 0 0 0
s8 0 0 q2/2 0 0 1/2 0 q1/2 0

Ëåâûé ñòîëáåö è âåðõíÿÿ ñòðîêà â ýòîé òàáëèöå íå ÿâëÿþò-
ñÿ ýëåìåíòàìè ìàòðèöû P , îíè ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ èíòåðïðåòà-
öèè êîýôôèöèåíòîâ â ýòîé òàáëèöå: äëÿ êàæäîé ïàðû ñîñòîÿíèé
(si, sj) ∈ S × S çíà÷åíèå P (si, sj) ðàñïîëàãàåòñÿ â ïåðåñå÷åíèè
ñòðîêè, ñîäåðæàùåé ñèìâîë si, è ñòîëáöà, ñîäåðæàùåãî ñèìâîë
sj.

6.2 Âû÷èñëåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ρ(PCTL) äëÿ
ðåäóöèðóåìîé ÂÑÏ

Âû÷èñëåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ρ(PCTL) äëÿ ÂÑÏ (55) ïðîèñõî-
äèò ñëåäóþùèì îáðàçîì.

1. Âû÷èñëÿåòñÿ îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ρ0, êîòîðîå ñî-
ñòîèò èç âñåõ ïàð (s1, s2) ∈ S × S, óäîâëåòâîðÿþùèõ ðà-
âåíñòâó L(s1) = L(s2).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî Σ0 ñîñòîèò èç äâóõ êëàññîâ

{s0, s1, s3, s6, s8}, {s2, s4, s5, s7} (58)
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2. Ìàòðèöà π0, ñîîòâåòñòâóþùàÿ äåòåðìèíèðîâàííîé ÑÔ

π0 : S → Σ0

èìååò âèä

s0 1 0
s1 1 0
s2 0 1
s3 1 0
s4 0 1
s5 0 1
s6 1 0
s7 0 1
s8 1 0

Çàòåì âû÷èñëÿåòñÿ ìàòðèöà P · π0. Äàííàÿ ìàòðèöà áóäåò
èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

0 b1/2 + b2/2 + b4/2 + b3/2 a2/2 + a1/2
1 0 c1/2 + 1/2 + c2/2
2 1 0
3 0 d/2 + 1/2 + d2/2
4 1/2 + v1/2 + v2/2 0
5 1/2 + u1/2 + u2/2 0
6 0 p2/2 + 1/2 + p1/2
7 1 0
8 0 q2/2 + 1/2 + q1/2

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå îãðàíè÷åíèÿ (57), äàííóþ ìàòðèöó
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ìîæíî óïðîñòèòü äî ñëåäóþùåãî âèäà:

0 1/2 1/2
1 0 1
2 1 0
3 0 1
4 1 0
5 1 0
6 0 1
7 1 0
8 0 1

(59)

Ïî ìàòðèöå (59) íåòðóäíî âû÷èñëèòü îòíîøåíèå ρ1 è ñîîò-
âåòñòâóþùåå åìó ðàçáèåíèå Σ1. Èç îïðåäåëåíèÿ îòíîøåíèÿ
ρ1 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî ñîñòîÿíèÿ s1 è s2 íàõîäÿòñÿ
â îäíîì è òîì æå êëàññå ðàçáèåíèÿ Σ1 òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îíè îáà íàõîäÿòñÿ â îäíîì è òîì æå êëàññå èç ñïèñêà
(58), è êðîìå òîãî ñòðîêè ìàòðèöû (59), ñîîòâåòñòâóþùèå
ñîñòîÿíèÿì s1 è s2, ñîâïàäàþò.

Ðàçáèåíèå Σ1 áóäåò ñîñòîÿòü èç òðåõ êëàññîâ (èçìåëü÷èòñÿ
ïåðâûé êëàññ â (58), à âòîðîé êëàññ îñòàíåòñÿ òåì æå), ýòè
êëàññû èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

{s0}, {s1, s3, s6, s8}, {s2, s4, s5, s7} (60)

3. Çàòåì âû÷èñëÿåòñÿ ìàòðèöà π1, ñîîòâåòñòâóþùàÿ äåòåðìè-
íèðîâàííîé ÑÔ

π1 : S →
r

Σ1
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Äàííàÿ ìàòðèöà áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

0 1 0 0
1 0 1 0
2 0 0 1
3 0 1 0
4 0 0 1
5 0 0 1
6 0 1 0
7 0 0 1
8 0 1 0

Ïðîèçâåäåíèå P · π1 èìååò ñëåäóþùèé âèä:

0 0 b1/2 + b2/2 + b4/2 + b3/2 a2/2 + a1/2
1 0 0 c1/2 + 1/2 + c2/2
2 1 0 0
3 0 0 d1/2 + 1/2 + d2/2
4 1/2 v1/2 + v2/2 0
5 1/2 u1/2 + u2/2 0
6 0 0 p2/2 + 1/2 + p1/2
7 1 0 0
8 0 0 q2/2 + 1/2 + q1/2

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå îãðàíè÷åíèÿ (57), äàííóþ ìàòðèöó
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ìîæíî óïðîñòèòü äî ñëåäóþùåãî âèäà:

0 0 1/2 1/2
1 0 0 1
2 1 0 0
3 0 0 1
4 1/2 1/2 0
5 1/2 1/2 0
6 0 0 1
7 1 0 0
8 0 0 1

Ïîñëå ýòîãî, äåéñòâóÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, êàê è â ïðåäû-
äóùåì ïóíêòå, âû÷èñëÿåì êëàññû ðàçáèåíèÿ Σ2, ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî ýêâèâàëåíòíîñòè ρ2. Òàêèõ êëàññîâ áóäåò ÷åòû-
ðå (èçìåëü÷èòñÿ òðåòèé êëàññ â (60), à ïåðâûé è âòîðîé
êëàññû îñòàíóòñÿ òåìè æå), ýòè êëàññû èìåþò ñëåäóþùèé
âèä:

{s0}, {s1, s3, s6, s8}, {s2, s7}, {s4, s5} (61)

4. Çàòåì âû÷èñëÿåòñÿ ìàòðèöà π2, ñîîòâåòñòâóþùàÿ äåòåðìè-
íèðîâàííîé ÑÔ

π2 : S →
r

Σ2

Äàííàÿ ìàòðèöà áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

0 1 0 0 0
1 0 1 0 0
2 0 0 1 0
3 0 1 0 0
4 0 0 0 1
5 0 0 0 1
6 0 1 0 0
7 0 0 1 0
8 0 1 0 0

Ïðîèçâåäåíèå P · π2 èìååò ñëåäóþùèé âèä:

49



0 0 b1/2 + b2/2 + b4/2 + b3/2 0 a2/2 + a1/2
1 0 0 c1/2 + c2/2 1/2
2 1 0 0 0
3 0 0 d1/2 + d2/2 1/2
4 1/2 v1/2 + v2/2 0 0
5 1/2 u1/2 + u2/2 0 0
6 0 0 p2/2 + p1/2 1/2
7 1 0 0 0
8 0 0 q2/2 + q1/2 1/2

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå îãðàíè÷åíèÿ (57), äàííóþ ìàòðèöó
ìîæíî óïðîñòèòü äî ñëåäóþùåãî âèäà:

0 0 1/2 0 1/2
1 0 0 1/2 1/2
2 1 0 0 0
3 0 0 1/2 1/2
4 1/2 1/2 0 0
5 1/2 1/2 0 0
6 0 0 1/2 1/2
7 1 0 0 0
8 0 0 1/2 1/2

(62)

Ïîñëå ýòîãî, äåéñòâóÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, êàê è â ïðåäû-
äóùåì ïóíêòå, âû÷èñëÿåì êëàññû ðàçáèåíèÿ Σ3, ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî ýêâèâàëåíòíîñòè ρ3. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî
êëàññû ðàçáèåíèÿ Σ3 áóäóò èìåòü òî÷íî òàêîé æå âèä, ÷òî
è êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ðàçáèåíèÿ Σ2. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
èñêîìîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà S íà êëàññû ýêâèâàëåíòíûõ
ñîñòîÿíèé ïîñòðîåíî, îíî èìååò âèä (61).

6.3 Óäàëåíèå èçáûòî÷íûõ ñîñòîÿíèé

Òåïåðü ìîæíî ïðèñòóïèòü ê óäàëåíèþ èçáûòî÷íûõ ñîñòîÿíèé
(òàê, ÷òîáû ñðåäè îñòàâøèõñÿ ñîñòîÿíèé áûëî ðîâíî ïî îäíîìó
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ñîñòîÿíèþ èç êàæäîãî êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè (61)). Íåòðóäíî
âèäåòü, ÷òî ìîæíî óäàëèòü ñëåäóþùèå ñîñòîÿíèÿ: s3, s6, s8, s7,
s5.

1. Óäàëåíèå ñîñòîÿíèÿ s3.

Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ð¼áåð ÂÑÏ (56) ñ êîíöîì s3 è íåíóëåâû-
ìè ìåòêàìè èìååò âèä:

• ðåáðî èç s0 â s3 ñ ìåòêîé b2/2, è

• ðåáðî èç s5 â s3 ñ ìåòêîé u1/2.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì,

• ê ìåòêàì ð¼áåð èç s0 â s1 è èç s5 â s1 ìû ïðèáàâëÿåì
b2/2 è u1/2 ñîîòâåòñòâåííî, è

• óäàëÿåì ñîñòîÿíèå s3 è âñå ñâÿçàííûå ñ íèì ð¼áðà.

Ïîñëå óäàëåíèÿ ñîñòîÿíèÿ s3 è ñâÿçàííûõ ñ íèì ð¼áåð ÂÑÏ
(56) ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:
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2. Óäàëåíèå ñîñòîÿíèÿ s6.

Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ð¼áåð ÂÑÏ (63) ñ êîíöîì s6 è íåíóëåâû-
ìè ìåòêàìè èìååò âèä:

• ðåáðî èç s0 â s6 ñ ìåòêîé b4/2, è

• ðåáðî èç s4 â s6 ñ ìåòêîé v2/2.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì,

• ê ìåòêàì ð¼áåð èç s0 â s1 è èç s4 â s1 ìû ïðèáàâëÿåì
b4/2 è v2/2 ñîîòâåòñòâåííî, è

• óäàëÿåì ñîñòîÿíèå s6 è âñå ñâÿçàííûå ñ íèì ð¼áðà.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñîîòíîøåíèå v1 + v2 = 1, ïîëó÷àåì,
÷òî ïîñëå óäàëåíèÿ ñîñòîÿíèÿ s6 è ñâÿçàííûõ ñ íèì ð¼áåð
ÂÑÏ (63) ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:
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3. Óäàëåíèå ñîñòîÿíèÿ s8

Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ð¼áåð ÂÑÏ (64) ñ êîíöîì s8 è íåíóëåâû-
ìè ìåòêàìè èìååò âèä:

• ðåáðî èç s0 â s8 ñ ìåòêîé b3/2, è

• ðåáðî èç s5 â s8 ñ ìåòêîé u2/2.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì,

• ê ìåòêàì ð¼áåð èç s0 â s1 è èç s5 â s1 ìû ïðèáàâëÿåì
b3/2 è u2/2 ñîîòâåòñòâåííî, è

• óäàëÿåì ñîñòîÿíèå s8 è âñå ñâÿçàííûå ñ íèì ð¼áðà.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñîîòíîøåíèÿ u1 + u2 = 1 è b1 + b2 +
b3 + b4 = 1, ïîëó÷àåì, ÷òî ïîñëå óäàëåíèÿ ñîñòîÿíèÿ s8 è
ñâÿçàííûõ ñ íèì ð¼áåð ÂÑÏ (64) ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:
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4. Óäàëåíèå ñîñòîÿíèÿ s5.

Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ð¼áåð ÂÑÏ (65) ñ êîíöîì s5 è íåíóëå-
âûìè ìåòêàìè ñîñòîèò èç îäíîãî ðåáðà èç s0 â s5 ñ ìåòêîé
a1/2.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì,

• ê ìåòêå ðåáðà èç s0 â s4 ìû ïðèáàâëÿåì a1/2, è

• óäàëÿåì ñîñòîÿíèå s5 è âñå ñâÿçàííûå ñ íèì ð¼áðà.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñîîòíîøåíèå a1 + a2 = 1, ïîëó÷àåì,
÷òî ïîñëå óäàëåíèÿ ñîñòîÿíèÿ s5 è ñâÿçàííûõ ñ íèì ð¼áåð
ÂÑÏ (65) ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:
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(66)

5. Óäàëåíèå ñîñòîÿíèÿ s7.

Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ð¼áåð ÂÑÏ (66) ñ êîíöîì s7 è íåíóëå-
âûìè ìåòêàìè ñîñòîèò èç îäíîãî ðåáðà èç s1 â s7 ñ ìåòêîé
c2/2.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì,
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• ê ìåòêå ðåáðà èç s1 â s2 ìû ïðèáàâëÿåì c2/2, è

• óäàëÿåì ñîñòîÿíèå s7 è âñå ñâÿçàííûå ñ íèì ð¼áðà.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñîîòíîøåíèå c1 + c2 = 1, ïîëó÷àåì,
÷òî ïîñëå óäàëåíèÿ ñîñòîÿíèÿ s7 è ñâÿçàííûõ ñ íèì ð¼áåð
ÂÑÏ (66) ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:
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ÂÑÏ (67) äàëåå íåðåäóöèðóåìà: íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî âñå å¼
ñîñòîÿíèÿ íåýêâèâàëåíòíû.

Òàêèì îáðàçîì, â ðåçóëüòàòå ðåäóêöèè èñõîäíàÿ ÂÑÏ (56) ñ
äåâÿòüþ ñîñòîÿíèÿìè óïðîñòèòñÿ äî ýêâèâàëåíòíîé åé ÂÑÏ (67)
ñ ÷åòûðüìÿ ñîñòîÿíèÿìè.

7 Ïðèìåð âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ôîðìó-

ëû ëîãèêè PCTL â ñîñòîÿíèÿõ âåðîÿò-

íîñòíûõ ñèñòåì ïåðåõîäîâ

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ñëåäóþùóþ ôîðìóëó ëîãèêè
PCTL:

P=1F
≤2p (68)

Ìû áóäåì èíòåðïðåòèðîâàòü ýòó ôîðìóëó ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Çíà÷åíèå ïåðåìåííîé p â êàêîì-ëèáî ñîñòîÿíèè ìû áóäåì ïîíè-
ìàòü êàê íàëè÷èå íåêîòîðîé íåèñïðàâíîñòè â ýòîì ñîñòîÿíèè:
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• åñëè s(p) = 1, òî ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ñîñòîÿíèè s ìî-
äåëèðóåìîé ñèñòåìû èìååòñÿ íåèñïðàâíîñòü, è

• åñëè s(p) = 0, òî ìû ñ÷èòàåì, ÷òî â ñîñòîÿíèè s íåèñïðàâ-
íîñòü îòñóòñòâóåò.

Ïðè òàêîé èíòåðïðåòàöèè ôîðìóëó (68) ìîæíî èíòåðïðåòè-
ðîâàòü êàê ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 èç ëþáîãî
ñîñòîÿíèÿ áóäåò äîñòèæèìî çà ≤ 2 øàãà ñîñòîÿíèå, â êîòîðîì
áóäåò ïðèñóòñòâîâàòü íåèñïðàâíîñòü.

Âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ ýòîé ôîðìóëû â ñîñòîÿíèÿõ ÂÑÏ (56).
Äëÿ ýòîãî ìû äîëæíû âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ âñåõ ïîäôîðìóë ôîð-
ìóëû (68) â ñîñòîÿíèÿõ ÂÑÏ (56).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñïèñîê ïîäôîðìóë ôîðìóëû (68) èìååò
ñëåäóþùèé âèä:

p
F≤2p
P=1F

≤2p
(69)

Çíà÷åíèÿ ïîäôîðìóëû p â ñîñòîÿíèÿõ ÂÑÏ (56) èìåþò ñëå-
äóþùèé âèä:

s0 s1 s2 s3 s4 s5 s6 s7 s8

p 0 0 1 0 1 1 0 1 0

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ïîäôîðìóëû F≤2p â ñîñòîÿíèÿõ
ÂÑÏ (56) ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé àëãîðèòì âû÷èñ-
ëåíèÿ çíà÷åíèé ôîðìóë âèäà F≤nϕ (êîòîðûé íåïîñðåäñòâåííî
âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé ôîðìóë âèäà ϕ1U

≤nϕ2): çíà-

÷åíèÿ asn
def
= s(F≤nϕ) âû÷èñëÿåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• ∀ i = 0, . . . , n, ∀ s ∈ S asi := s(ϕ)

• ∀ i = 1, . . . , n, ∀ s ∈ S åñëè asi = 0, òî

asi :=
∑
s′∈S

P (s, s′) · as′,i−1
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Ñîãëàñíî ýòîìó àëãîðèòìó, çíà÷åíèÿ asi, ñîîòâåòñòâóþùèå ôîð-
ìóëå F≤2p è ñîñòîÿíèÿì ÂÑÏ (56), èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

i = 0 i = 1 i = 2

s0 0

b1/2 · 0 + b2/2 · 0+
+b3/2 · 0 + b4/2 · 0+
+a1/2 · 1 + a2/2 · 1 =
= 1/2

b1/2 · 1 + b2/2 · 1+
+b3/2 · 1 + b4/2 · 1+
+a1/2 · 1 + a2/2 · 1 = 1

s1 0
c1/2 · 1 + c2/2 · 1+
+1/2 · 1 = 1

c1/2 · 1 + c2/2 · 1+
+1/2 · 1 = 1

s2 1 1 1

s3 0
d1/2 · 1 + d2/2 · 1+
+1/2 · 1 = 1

d1/2 · 1 + d2/2 · 1+
+1/2 · 1 = 1

s4 1 1 1
s5 1 1 1

s6 0
p1/2 · 1 + p2/2 · 1+
+1/2 · 1 = 1

p1/2 · 1 + p2/2 · 1+
+1/2 · 1 = 1

s7 1 1 1

s8 0
q1/2 · 1 + q2/2 · 1+
+1/2 · 1 = 1

q1/2 · 1 + q2/2 · 1+
+1/2 · 1 = 1

Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå ïîäôîðìóëû F≤2p âî âñåõ ñîñòîÿíèÿõ
ÂÑÏ (56) ðàâíî 1, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî çíà÷åíèå ôîðìóëû (68) â
âî âñåõ ñîñòîÿíèÿõ ÂÑÏ (56) ðàâíî 1.

Òåïåðü ðàññìîòðèì çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé òîé æå ñà-
ìîé ôîðìóëû (68) â ñîñòîÿíèÿõ ðåäóöèðîâàííîé ÂÑÏ (67). Òàê
æå, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ìû âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ âñåõ
ïîäôîðìóë ôîðìóëû (68) â ñîñòîÿíèÿõ ÂÑÏ (67).

Çíà÷åíèÿ ïîäôîðìóëû p â ñîñòîÿíèÿõ ÂÑÏ (67) èìåþò ñëå-
äóþùèé âèä:

s0 s1 s2 s4

p 0 0 1 1

Çíà÷åíèÿ asi, ñîîòâåòñòâóþùèå ôîðìóëå F≤2p è ñîñòîÿíèÿì
ÂÑÏ (67), âû÷èñëÿþòñÿ ïî îïèñàííîìó âûøå àëãîðèòìó, è èìåþò
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ñëåäóþùèé âèä:

i = 0 i = 1 i = 2

s0 0 1/2 · 0 + 1/2 · 1 = 1/2 1/2 · 1 + 1/2 · 1 = 1

s1 0 1/2 · 1 + 1/2 · 1 = 1 1/2 · 1 + 1/2 · 1 = 1
s2 1 1 1
s4 1 1 1

Òàêèì îáðàçîì, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, çíà÷åíèå ïîäôîð-
ìóëû F≤2p âî âñåõ ñîñòîÿíèÿõ ÂÑÏ (67) ðàâíî 1, îòêóäà ñëåäóåò,
÷òî çíà÷åíèå ôîðìóëû (68) âî âñåõ ñîñòîÿíèÿõ ÂÑÏ (67) ðàâíî
1.

Îòìåòèì, ÷òî ïðîöåäóðà âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ôîðìóëû (68)
â ñîñòîÿíèÿõ ðåäóöèðîâàííîé ÂÑÏ (67) èìååò ñóùåñòâåííî ìåíü-
øóþ ñëîæíîñòü, ÷åì ïðîöåäóðà âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ýòîé ôîð-
ìóëû â ñîñòîÿíèÿõ èñõîäíîé ÂÑÏ (56). Ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò î
ïîëüçå ïðåäëîæåííîãî â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîäõîäà ðåäóêöèè àíà-
ëèçèðóåìîé ÂÑÏ ïåðåä âû÷èñëåíèåì çíà÷åíèé ôîðìóë ëîãèêè
PCTL â å¼ ñîñòîÿíèÿõ.

8 Çàêëþ÷åíèå

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçëîæåí àëãîðèòì ðåäóêöèè âåðîÿòíîñòíûõ
ñèñòåì ïåðåõîäîâ, èäåÿ êîòîðîãî çàêëþ÷àåòñÿ â óäàëåíèè èçáû-
òî÷íûõ ñîñòîÿíèé. Îòìåòèì, ÷òî â ðåçóëüòàòå òàêîé ðåäóêöèè
ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ ÂÑÏ, êîòîðàÿ õîòÿ è íå ñîäåðæèò ðàçëè÷íûõ
ýêâèâàëåíòíûõ ñîñòîÿíèé, íî òåì íå ìåíåå ìîæåò íå ÿâëÿòüñÿ
ìèíèìàëüíîé ïî ÷èñëó ñîñòîÿíèé ñðåäè âñåõ ÂÑÏ, ýêâèâàëåíò-
íûõ èñõîäíîé ÂÑÏ. Â ñâÿçè ñ ýòèì âñòàåò âîïðîñ îá àëãîðèòìå
íàõîæäåíèÿ ìèíèìàëüíîé ïî ÷èñëó ñîñòîÿíèé ÂÑÏ, ýêâèâàëåíò-
íîé çàäàííîé ÂÑÏ, è èññëåäîâàíèè åäèíñòâåííîñòè òàêîé ìèíè-
ìàëüíîé ÂÑÏ (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîäõîäÿùèì îáðàçîì ñôîðìóëè-
ðîâàííîãî ïîíÿòèÿ èçîìîðôèçìà).

Òàêæå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èññëåäîâàíèå ïðîáëåì ìèíèìè-
çàöèè äðóãèõ êëàññîâ ìîäåëåé, ñâÿçàííûõ ñ âåðîÿòíîñòíîé âå-
ðèôèêàöèåé, â ÷àñòíîñòè, ìèíèìèçàöèè ìàðêîâñêèõ ðåøàþùèõ
ïðîöåññîâ.
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Êðîìå ýòèõ çàäà÷, äëÿ âåðîÿòíîñòíîé âåðèôèêàöèè àêòóàëü-
íû âñå çàäà÷è, êîòîðûå ñâÿçàíû ñ êëàññè÷åñêîé òåîðèåé Model
Checking, â ÷àñòíîñòè

• ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ âåðèôèêàöèè ÂÑÏ "íà ëåòó"(on-the-�y,
ñì. [5]), ò.å. òàêèõ ìåòîäîâ, êîòîðûå ñâÿçàíû ñ ïîñòðîåíèåì
òåõ ôðàãìåíòîâ ÂÑÏ, êîòîðûõ äîñòàòî÷íî äëÿ ïðîâåðêè
àíàëèçèðóåìîãî ñâîéñòâà

• ïîñòðîåíèå ñèìâîëüíûõ ìåòîäîâ âåðîÿòíîñòíîé âåðèôèêà-
öèè (â òîì ÷èñëå íàõîæäåíèå àíàëîãîâ ïîíÿòèÿ áèíàðíûõ
ðàçðåøàþùèõ äèàãðàìì [5] äëÿ ÂÑÏ).
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