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�� ������ �������� ��	��� ���
 ����������� ��������
��������� �


� �
������ ��� � ��������� ���

�
��� ���� ������ � � ����
�
T [1 . . n]

��
��
n

 ��	��
�� � � ����
�

P [1 . .m]
��
��

m ≤ n
� �
��� ��
���� � ��� �������� ����
���

P



T
� �
����� ����������

��������� �����
��
Σ
�����
��� �

Σ = {0, 1}

�


Σ = {a, b, ..., z}
� � � ���
�� � ������� 
�



 �
������ ��� ��
��
Σ
� ����� ��
����� ��� ��� ! �
������ 
�
 �" �#� ! � ����

�����
�� �
�
��� �����
�� � ��� �	��
��

P
#$ �%!� �� �%#!&� 

s
� 
�
 � ��� �� � � ����� � #$ �%!�

� '�(!)!!
s + 1

� �����
T
� ���


0 ≤ s ≤ n−m



T [s + 1 . . s + m] = P [1 . .m]
�
���


������
 � ���

T [s + j] = P [j]

��

1 ≤ j ≤ m

� � 	��

P
����
� �� ���
���

s
� �����

T
� �� �������� ���

s
� %�'*��! +, �%#!&� � ����
���� ��
���

s
� -.%�'*��! +,

�%#!&� ������ ��
��� �������� �����
� � ��������

 ���� ���
��
��� ���
��� ���
������ ������

T

 �	��
��

P
�

/ ���

Σ∗

�	�
���
� ���� ����� ���� �������� ����� � �����
��
Σ
� �������

'*��*0 ��� ��* � 
����
� �
���
� ��
�
 
 �	�
������
�
ε
� 1�
�� �����


x
�	�
��������

|x|
� 2�-��� .-�)!3 �����

x



y
�	��

���� � ���
 ���
���� �����


x
� � ���

 
� ��� �

�����

y
� ����������
� �����

x



y
�	�
��������

xy
� ��
 ����

|xy| = |x|+ |y|
�

4������� ��� ������
ω
� '� .5!�� �����


x
� ���


x = ωy
��� ����������

y ∈ Σ∗
�

� ������
ω
� �
��
�� �����


x
� ���


x = yω
��� ����������

y ∈ Σ∗
� �
��� �
����

ω @ x
� ���


ω
� ����
��

x
� 


ω A x
� ���


ω
� �
��
��

x
� 6 ���
��� �

ab @ abcca



cca A abcca
�

�
���� ������ �������� ����
���� 
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���� ��	�� �����
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ω
� ����
��


�
 �
��
��
x
� ��

|ω| ≤ |x|
� 1�� ��	�� �����

x



y

 ��� ��	��� �
�����

a
������� ��
�

x A y



xa A ya
������
���� � ����� ��
�

@



A
����

�
��� �

	��

S[1 . . r]

� ������ ��
��
r
� �� �� ����
�� ��
��

k ≤ r
	
��� �	�
��������

Sk = S[1 . . k]
�� ��������
 �

S0 = ε



Sr = S
� � 	 ��
� �	�
�����
�� 
����� � ��������



�	��
��
P

��
��
m

� ������
T
��
��

n
�����
� � ��������

 ���� ���
�

s




������ 
���
0 ≤ s ≤ n−m

� ���
P A Ts+m

�






� � �� ������ ��������

�� ���������
� � ��-.�-+, �#� � �� ������������ ��	�� ������

M = (Q, q0, A, Σ, δ)

�
�� � �

• Q
� �������� ���� ����� ���� �3-!, 7

• q0 ∈ Q
� -���" �-�. ���� �3-!. 7

• A ⊆ Q
� �������� ���� ����� %�'*���0�!$ ���� �3-!, 7

• Σ
� �������� #$ �%-�, �"5�#!� 7

• δ
� �
���
�

Q× Σ→ Q
� ��
������� 5*-�)!., '.� .$ �%�# �������� �

������������� �������� ������� �����
��� � �������


q0

� ����� �� �� ������

�
���� �
����� 

 ������� �����
 � 6 ������� � �������



q

 �
��� �
����

a
� �������

�������
� � �������
�
δ(q, a)

� 	��
 ������� �����
��� � �������


q ∈ A

� ��������
��� �� %�'*���.� ����
����
� ����� ������� �����
 � ���


q /∈ A
� �� ����
������

����� �����
 �� #.� &-*�� �
� �������� �������
��

M
���
��� �
���
�

ϕ : Σ∗ → Q
� ��
������� 5*-�)!.,

��-.�-�&� ���� �3-!3 � ����� ������� ����
��
� �	��
�� �
ϕ(ω)

���� �������
� � � �������
��
��� ������� �

 ���������� �������
� � � ����
��� �����


ω
�  ������ ���
�����

�����

ω
���� � 
 ������ ���� � � ���� �

ϕ(ω) ∈ A
� �
���
�

ϕ
��� �� �������
��

����
������ �

ϕ(ε) = q0;

ϕ(ωa) = δ(ϕ(ω), a)
��� ��	��

ω ∈ Σ∗



a ∈ Σ.

	 � 
 ������ ��� �� �� 
� ����� �� 


� �� � ���� ����� ��������

1�� ������� �	��
��
P
��� �� ������
�� �������� �������� 
� 
� 
� ���� �	��
��

� ������ � ������ � ���� � ��������

 �������� � ����������
�� ��� ��������	��
�


P [1 . .m]
� �������� ��������
� ��

P
��������������� �
���

 � ��
������� �*55!���

5*-�)!., � �� ���������
� � �
��
����
���
�
σ : Σ∗ → {0, 1, . . . , m}

����
� � ����������
�
������

x
��
�
 ����
�������� �
��
���

x
� ������ ����� ����
����

P
�

σ(x) = max{k : Pk A x}.

��������

P0 = ε

�������� �
��
���� ��	�� �����
 �
σ
���������� �� ����

Σ∗
�

������ �������
� �������� �������� ���������
�� 
� �	��
�

P [1 . .m]

� ����
��
�
�	��
�� �

�



•
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�

Q = {0, 1, . . . , m}
� 6 �������� �������
�

q0 = 0
� 	�
���������

���
����� �� �������
�
m
7

•
�
���
� ���������

δ
���������� ������� ��
�� �

q
� �������
� �

a ∈ Σ
� �
���� � �

δ(q, a) = σ(Pqa).
���

�����
� ��� ������� ��
� � ���	
���� �������

������ ������� ���
� �	��
�� �
���	� ��
 ��� ������

 �� �����


T
������� ��
�

ϕ(Ti) = σ(Ti)

�������� 
����
����� ����� � ���������
ϕ(Ti) = m

	
��� ������
���� ���
� ���
P

����
� �
T
�� ���
���

i −m
� 
 ������� ��� ����� ������ ��� ���
��
��� ���
�
 � �

������ � ���� ��
��� ���
����
� �������� �� ����
�� ��� ���	���
�� ��� ������� ��
�

��
�����
 
����
���� � ��� ����
�� 

 ������ � ��
�������� �
� � �

������� � � *�� �
q = σ(x)� &%. x 	 ��� ��� 
 ��&%� %"3 "0 ��&� �! #�" �

a
! ..�

 .�� �
σ(xa) = σ(Pqa)



������� � � *�� �

ϕ 	 5*-�)!3 ��-.�-�&� ���� �3-!3 �#� � ��� %"3 '�!��� '�%��� ��!
P [1 . .m]


 
 �"!
T [1 . . n] 	 '� �!(#�" �-+, � .��� � ��

ϕ(Ti) = σ(Ti)

%"3
i = 0, 1, . . . , n
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 ��
� ������ �

•
��������
� �������� �� �	��
�
 ����������
� �
���
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��������
�	��
��� 7

•
��
�����
� ����� �������� ��� ��
��� �������
� �	��
�� � 
������� ������

� �� � ���������� �������� �� �������
�
���
� ���������

δ
� ���������
�� 
� �	��
�


P [1 . .m]
� ��� �� ���
��
�� ��� �

�������� !"#$%� %�#�&�#'�%�# (
P ) Σ*

�
m← lenth[P ]

5 +,-
q ←

6 .,
m /,


 +,- ���� � ���� �
������
a ∈ Σ /,

�
k ← min(m + 1, q + 2)

7 -01 02.
k ← k − 1

� 34.56
Pk A Pqa

7



�
δ(q, a)← k

� -0.3-4
δ

��� ������
�� ���
����� �
���
�
δ
�� ��	� � �
��� � ���
����
��� � �������
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 � ����	
���� ��� ����
(q, a)

� � � ������� �� � ��
	���� �� 
�����
�
k
� ��


������� ��� ������ ����
(q, a)

��������� ������� ��
�
Pk A Pqa

� �����
��� ������
����	���� � ���
��� � ��
	���� ��� ��
��� ���� 
�����
�

k = min(m, q + 1)
�

	���� ��	��� ����� �����
���
O(m3|Σ|)

� � ����� ���� � ��� �����
� �
��� ����
���� 
����

m|Σ|
� ��
�����
� �
�� -01 02. ��� �� ����������� �� 	����

m + 1
��
 � �

�������
� � ������ � ���	
��
O(m)

������
� �

� �� � ���������� ���������� �� �������� ��� ������ �������
� ������

��
� �� �
���
��
�����
� ��������� �������� � 
� 
� ��� ��������

P
��
��

m
� ������ ������

T
� � �
�� ��������� �

δ
�	�
������ �
���
� ��������� � �

&%#%��������"��#��"�'	�! (
T ) δ ) m*

�
n← lenth[T ]

5
q ← 0


 +,-
i←

� .,
n /,

�
q ← δ(q, T [i])

7 5+
q = m

.
04
�

s← i−m
� ��
�� ��	��
�� ����
� �� ���
��� �

s

��������
 ��� ��������� �	��	������� ������ �
���� 

 ������
T
�� �����


��

� ����� �� ��	���
O(n)

�

� � ������ ������� ��� 
� ����� �� ��������

������
� �������� �������� ���
����� 
� �����
 ������� � ��������
 ��
��
�	��
��

m = 7
�
������ � �� � �������� 	
���

m + 1 = 8
�������
� �

6 ����� �
���
� ���������
δ
� 	 ����������

 � ���������
�� ��� �

δ(q, a) = σ(Pqa)
�

�� �
σ
� ����
����
���
� �

a
� ���

������� �
���� 

 �����
��

Σ
�
q
� �����

�������
� � ���
� �	��
�� � ���	���
�� ��� ������� ����
���
Pq = P [0 . . q], q =

0 . .m
�	��
��

P

 ��� ���� �
������

a
�������� �����
��

Σ
����
 ��
�
 ����
��������

����
���
P
� ������� 	
��� �������� �
��
���� �����


Pqa
� 1�
�� ����� ����
���


 	
��� 
�����
�� �
���

 ���������
δ(q, a)

� 	��

a = P [q + 1]

���������� �
����
������ ������ �� ����
��
� �
������ �	��
��� � ��

Pqa = Pq+1



δ(q, a) = q+1

� �����

�



��
��� ����������
�� 
���� ��� ������ ��
��� � ����� �
δ(q, a) 6 q

� 6 ���
��� � ���
����
���

P [0 . . 5] =
����� 
 �
����� � ����
������� �
��
���� �����


P [0 . . 5]
�

=
������ � ������� ������������ �������� ����
����

P
� 	
� �� ���� � 	 �� ��
�� �����

� � ������
 
�����
� �
���

 ���������
δ(5,

�
) = 4

�
���
� �� ���������
� ���
� �	��
�� �
���
� ��������� � �
�� ��	�
�� �

6 � 5 
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� 6 5 6 � 6 � 6 5
� 6 6 6 6 6 � 6 6

�����
 ����������
�� ������� �
������ � ����	�� � �������
�� �������� � �����
 �
����������
�� 
� 
���� ��� ������ ��
��� �������� �
���� ��������� �� ����
��
�
�
������ �	��
��� � �������� ����� ������ �

������
� �� ��	�
�� ���� ��������� �������� � �����
���� ��� �	��
�� ������� �
6 ������� � �������



q

 ����
��� ��������� �
����

a
� ������� �������
� � �������
�

δ(q, a)
� �	���
� ��
���
� � ��� ��� ����� ������� �
������
 �	��
�� ���
 ��������

�������� � 
����
 ��������
 � �

6 � � �
�
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�

� � 7 �

�

� � � �

�

�
����� 6 � 
������� �������
� � � � ��
��������� ���
����� �� �������
� �
��������� �
	��
 

 ���� 
��

i
� ���� 
�


j
����� ������� � ���������� 	
����

a
� �� ��� �
�������

���
δ(i, a) = j

� �����
� � ��� �������� � ��� �������
δ(i, a) = 0

� �� ����� ���������
��� ��� 
���� ��
� �� �	�
������ �� 
���� ������
 � 
�
� 
� ����� ������� � ����������
��

���� ��� ������ ��
��� ��������


P
� ����
�� 
� ������� �
���� ��������� �

��������� �
������ �	��
�� � ������
 � 
�
� 
� ������ ������ � ����������
�� ��
�����
� ����
��
� ������� �
���� ���
������ �� ���������� �
����� �	��
�� �

6
� � ��
����� ��

����� ��
�����
� �������� � �����

T =

����������� � ���
������ �
������

T [i]

��
���� �������
� �������� ����� �������
� ����� �
�����

�
���
 ������
 � 
�����
�
ϕ(Ti)

� �
i
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