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ВВЕДЕНИЕ

Задача поиска связного подграфа максимального веса в различных своих

вариациях естественно возникает при работе в области компьютерного зре-

ния [1, 2], при проектировании различного рода сетей [3], а также в вычис-

лительной биологии [4]. В этой работе рассматривается обобщенный вариант

задачи, решение которого важно для анализа представленности в сетях биохи-

мических реакций [5].

Для нахождения решения в задачах данного типа используется подход,

основанный на сведении задачи к задаче смешанного целочисленного програм-

мирования, так как для ее решения существуют эффективные на практике сол-

веры (решатели).

Целью данной работы является разработка практического солвера для

обобщенной задачи поиска связного подграфа максимального веса, который

бы решал задачи, возникающие при анализе представленности в сетях биохи-

мических реакций.

Реализованный алгоритм является составной частью веб-сервиса по ана-

лизу представленности в сетях биохимических реакций, описанному в [5].

Глава 1 посвящена обзору существующих солверов для разных вариан-

тов задачи поиска связного подграфа максимального веса, подхода, используе-

мого в современных солверах для решения задачи смешанного целочисленного

программирования, и техник, часто используемых для увеличения производи-

тельности. В этой главе также приведены основные определения. В главе 2

описаны правила для упрощения экземпляров задачи, непосредственно приве-

дено сведение и доказана его корректность. В главе 3 приведены результаты

сравнительного тестирования разработанного солвера с ближайшими аналога-

ми. В заключении дано описание полученных в ходе данной работы результа-

тов.
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ГЛАВА 1. ОБЗОР

В этом разделе мы приводим необходимые для рассуждений в этой ра-

боте определения, а также проводим обзор существующих солверов для задач

поиска связного подграфа максимального веса, а также рассматриваем под-

ход, который используется при решении задачи смешанного целочисленного

программирования.

1.1. Основные определения

В этой работе мы рассматриваем задачу поиска связного подграфа мак-

симального веса, для которой существует слегка различные формулировки. В

наиболее используемом определении задачи только вершины взвешены [6, 7].

В этой работе мы рассматриваем задачу, в которой ребра также взвешены [8].

Чтобы избежать неоднозначности, первую мы будем называть вершинно-

взвешенной, а последнюю — обобщенной.

Целью задачи является нахождение в данном графе связного подграфа с

максимальной суммой весов. Поскольку подграф связен, мы можем рассмат-

ривать компоненты связности независимо. Поэтому ниже мы будем предпола-

гать, что исходный граф связен.

Для начала дадим определение вершинно-взвешенной задачи поиска

связного подграфа максимального веса.

Определение 1. Дан связный неориентированный граф G = (V,E) и ве-

совая функция ωv : V → R, вершинно-взвешенная задача поиска связного под-
графа максимального веса состоит в отыскании связного подграфа G̃ = (Ṽ , Ẽ)

с максимальным суммарным весом

Ω(G̃) =
∑
v∈Ṽ

ω(v)→ max

Затем определим обобщенный вариант этой задачи, в которой вершины

и ребра могут быть взвешены.

Определение 2. Дан связный неориентированный граф G = (V,E) и весо-

вая функция ω : (V ∪ E) → R, обобщенная задача нахождения связного под-

графа максимального веса состоит в отыскании связного подграфа G̃ = (Ṽ , Ẽ)

с максимальным суммарным весом
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Ω(G̃) =
∑
v∈Ṽ

ω(v) +
∑
e∈Ẽ

ω(e)→ max

Теперь определим корневой вариант обобщенной задачи, в которой тре-

буется, чтобы одна из вершин была в решении. Эта задача используется как

вспомогательная при решении обобщенной задачи.

Определение 3. Дан связный неориентированный граф G = (V,E), весо-

вая функция ω : (V ∪ E)→ R и вершина r ∈ V , называемая корнем. Корневая
обобщенная задача поиска связного подграфа максимального веса состоит в

отыскании связного подграфа G̃ = (Ṽ , Ẽ) такого, что r ∈ Ṽ и

Ω(G̃) =
∑
v∈Ṽ

ω(v) +
∑
e∈Ẽ

ω(e)→ max

El-Kebir и др. в [7] показали, что вершинно-взвешенная задача NP-

трудна. Поскольку вершинно-взвешенная задача — частный случай обобщен-

ной, то обобщенная задача также NP-трудна. Корневая задача тоже NP-трудна,

поскольку обобщенная задача может быть решена посредством решения |V |
корневых задач, используя каждый раз новую вершину исходного графа в ка-

честве корня.

Наконец, в работе мы будем использовать n как краткое обозначение для

числа вершин |V | графа G.
Введем задачу смешанного целочисленного (линейного) программирова-

ния.

Определение 4. Пусть xi — целочисленные переменные, принимающие

неотрицательные значения, пусть yj — вещественные переменные, принимаю-

щие неотрицательные значения. Пусть также cx, cy — векторы вещественных

коэффициентов целевой функции для целочисленных и вещественных пере-

менных соответственно, а Ax, Ay — матрицы вещественных коэффициентов

для ограничений. Кроме того, пусть b — вектор-столбец вещественных коэф-

фициентов. Тогда, задача смешанного целочисленного линейного программи-

рования заключается в отыскании значений для векторов x и y, при которых

целевая функция

cxx+ cyy → max
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и выполняется следующее ограничение: Axx+Ayy покомпонентно не больше

b.

Задачи в которых целочисленные переменные могут принимать значения

только 0 или 1 называются бинарными.

1.2. Метод ветвей и сечений

В этом параграфе описывается метод, который используется в современ-

ных солверах, применяемых для решения задачи смешанного целочисленного

программирования, а также отмечаются особенности используемого нами сол-

вера IBM ILOG CPLEX.

Метод ветвей и сечений является результатом объединения двух алгорит-

мов решения задачи смешанного целочисленного программирования, а именно

метода ветвей и границ и метода секущих плоскостей. Далее мы опишем прин-

ципы работы каждого из них и то, как они объединены в IBM ILOG CPLEX.

Оба этих метода используют тот факт, что снятие ограничения цело-

численности с переменных преобразует задачу в задачу линейного програм-

мирования. Для решения этой задачи существует алгоритм, работающий за

полиномиальное время. Однако чаще используется симплекс-метод, хорошо

показывающий себя на практике, но неполиномиальный в общем случае.

Определение 5. Линейным приближением задачи смешанного целочислен-

ного программирования называется задача, возникающая при удалении всех

ограничений на целочисленность переменных из исходной задачи.

1.2.1. Метод ветвей и границ

Метод ветвей и границ основан на подходе «разделяй и властвуй». Рас-

смотрим произвольную задачу смешанного целочисленного программирова-

ния, рассмотрим решение ее линейного приближения. Если в решении для

какой-то из целочисленных переменных, скажем z, получилось нецелое значе-

ние, то есть bzc = c1, dze = c2 и c1 6= c2, то в таком случае мы можем разбить

задачу на две подзадачи:

1. с дополнительным ограничением z 6 c1,

2. с дополнительным ограничением z > c2.

Эта операция называется ветвлением. Возникшие подзадачи являются задача-

ми смешанного целочисленного программирования и решаются аналогично.

Кроме того, оптимальное решение для подзадачи является также решением

исходной задачи, но, возможно, неоптимальным.
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Не имеет смысла осуществлять ветвление в следующих ситуациях:

1. линейное приближение не имеет решения, так как в этом случае и ис-

ходная подзадача не может иметь решения;

2. все необходимые переменные уже целочисленны, в данном случае мы

нашли оптимальное решение подзадачи;

3. если значение целевой функции решения линейного приближения не

больше решения какой-то из уже рассмотренных подзадач. Это значит,

что данная подзадача не может иметь решения лучше, чем мы уже нашли

в другой подзадаче, поэтому новое решение получится заведомо хуже.

Работа алгоритма может быть отображена в виде дерева подзадач:

— в корне дерева находится исходная задача;

— если в результате рассмотрения подзадачи произведено ветвление, то со-

ответствующая вершина имеет двух детей-подзадач;

— в листьях могут быть пометки: неразрешимая подзадача, отсеченная под-

задача или нерассмотренная подзадача.

Пример такого дерева для пояснения работы алгоритма приведен на ри-

сунке 1.

1
20

2
15

5
17

3
14

4
15

8
?

6
13

9
?

7
---

Рисунок 1 – Пример дерева подзадач алгоритма ветвей и границ, первое
число в вершине — порядковый номер рассмотрения вершины, второе —

значение целевой функции линейного приближения. Фиолетовая вершина —
исходная задача, синие — подзадачи, после рассмотрения которых произошло

ветвление, зеленая — целочисленное решение, оранжевая — подзадача,
отсеченная на основании существования лучшего решения, черная —
неразрешимая подзадача, серые — еще не рассмотренные подзадачи
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1.2.2. Метод секущих плоскостей

Метод секущих плоскостей основан на добавлении дополнительных

ограничений в формулировку задачи смешанного целочисленного программи-

рования. Алгоритм состоит из двух этапов:

1. решение линейного приближения задачи,

2. добавление ограничений в задачу, используя значения переменных реше-

ния линейного приближения.

Эти этапы выполняются поочередно до тех пор, пока все целочисленные

переменные не будут иметь целочисленные значения.

Gomory в [9] показал, что если для какой-то переменной нарушено тре-

бование целочисленности после решения линейного приближения, то можно

построить новое ограничение, которое окажется нарушенным при данных зна-

чениях переменных и при этом не противоречит исходной задаче.

Данный алгоритм полезен также и в тех случаях, когда имеется множе-

ство ограничений большой мощности, описывающих задачу. В таком случае

после решения линейного приближения мы можем как-то попытаться найти в

этом множестве нарушенные ограничения и добавить их в формулировку.

1.2.3. Комбинация методов

Метод ветвей и сечений является комбинацией двух вышеупомянутых

методов. Идея заключается в том, что при решении подзадачи в алгоритме

ветвей и границ мы можем сделать несколько итераций метода секущих плос-

костей, добавив некоторые нарушенные ограничения.

1.2.4. Жизненный цикл IBM ILOG CPLEX

Солвер задачи смешанного целочисленного программирования IBM

ILOG CPLEX использует в качестве своей основы метод ветвей и сечений.

В нем есть два режима работы: «традиционный» и «динамический поиск».

В первом случае позволяется непосредственно управлять процессом работы

алгоритма ветвей и сечений: выбирать переменную для ветвления, выбирать

нерассмотренную подзадачу, добавлять ограничения, использовать эвристики

для поиска решения. Блок-схема работы солвера представлена на рисунке 2.

10



1. Выбрать вершину дерева 
подзадач

2. Решить линейное 
приближение

3. Добавить пользовательские 
ограничения

4. Применить эвристику

5. Ветвление или отсечение

Сечения добавлены?

Целочисленное
Решение?

Да

Нет

Да

Нет

Решение удовлетворяет 
условиям задачи?

Нет

Да

Рисунок 2 – Блок схема работы IBM ILOG CPLEX

В IBM ILOG CPLEX реализованы алгоритмы по генерации дополнитель-

ных сечений нескольких видов, в том числе и сечений Gomory, о которых

упоминалось выше.

Вторая стратегия с названием «динамический поиск» использует те же

элементы, что и «традиционный» режим, однако программист не имеет досту-

па к управлению процессом. В этом случае необходимо задать задачу смешан-

ного целочисленного программирования и настроить некоторые параметры,

после чего начнется решение задачи.

1.3. Известные сведения

В этом параграфе мы опишем два существующих солвера. Первый

из них работает достаточно быстро на практике, однако решает вершинно-

взвешенную задачу. Второй решает обобщенную задачу, однако недостаточно

хорошо показывает себя на практике.
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1.3.1. Обобщенная задача поиска связного подграфа максимального веса

Haouari и др. в [8] разработали сведение обобщенной задачи к задаче

смешанного целочисленного программирования. Сперва мы рассмотрим пред-

ложенную нелинейную формулировку, а затем посмотрим на результат приме-

нения техники переформулировки-линеаризации, примененной к этой форму-

лировке.

Обобщенная задача может быть разбита на две части: целевую функ-

цию (вес подграфа), которая должна быть максимизирована и ограничения,

которые гарантируют, что подграф связен. Целевая функция линейна и может

быть перенесена в задачу смешанного целочисленного программирования как

есть. Однако, получение линейных ограничений на связность подграфа нетри-

виально.

1.3.1.1. Представление подграфа

В сведении используется по одной бинарной переменной на каждую вер-

шину и ребро. Эти переменные отображают присутствие вершины или ребра

в подграфе.

1. Бинарная переменная yv принимает значение 1 тогда и только тогда, ко-

гда v ∈ V принадлежит подграфу.

2. Бинарная переменная we принимает значение 1 тогда и только тогда, ко-

гда e ∈ E принадлежит подграфу.

Для того, чтобы переменные представляли корректный подграф (не обя-

зательно связный) вводятся следующие ограничения:

we 6 yv, ∀v ∈ V, e ∈ δv. (1)

В этих ограничениях утверждается, что ребро может быть частью под-

графа, только если инцидентные ему вершины также являются частью подгра-

фа.

1.3.1.2. Нелинейная формулировка

Нелинейная формулировка ограничений связности подграфа основана на

идее, что любой связный подграф может быть обойден из любой его вершины.

Результат такого обхода может быть представлен в виде дерева обхода, где
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дуга (v, u) означает, что вершина v была посещена до u. Соответственно, мы

можем гарантировать связность если мы сможем предоставить дерево обхода,

соответствующее обходу этого подграфа.

Для графа G = (V,E) пусть S = (V,A) — ориентированный граф, где A

— множество дуг, полученное из E путем замены каждого неориентированного

ребра e = (v, u) на две дуги (v, u) и (u, v).

Далее мы рассмотрим переменные, которые используются в сведении и

посмотрим на нелинейную формулировку задачи.

1. Бинарная переменная xa принимает значение 1, если и только если a ∈ A
принадлежит дереву обхода,

2. Бинарная переменная rv принимает значение 1, если и только если v ∈ V
является корнем дерева обхода.

3. Вещественная переменная dv принимает значение n, если путь в дереве

обхода от корня до вершины v содержит n вершин. Если v не принадле-

жит подграфу, то значение может быть произвольным.

Тогда мы можем записать следующую нелинейную формулировку обоб-

щенной задачи поиска связного подграфа максимального веса. Формулировка

требует, чтобы подграф соответствующий переменным yv, и we был связным

и при этом максимизирует целевую функцию:

∑
e∈E

ω(e)we +
∑
v∈V

ω(v)yv → max; (2)∑
v∈V

rv = 1; (3)

1 6 dv 6 n, ∀v ∈ V ; (4)∑
(u,v)∈A

xuv + rv = yv, ∀v ∈ V ; (5)

xvu + xuv 6 we, ∀e = (v, u) ∈ E; (6)

dvrv = rv, ∀v ∈ V ; (7)

duxvu = (dv + 1)xvu, ∀(v, u) ∈ A. (8)

Неравенство (3) требует того, чтобы был ровно один корень дерева обхо-

да; (4) — это ограничение на расстояние между вершиной и корнем; (5) требует,

чтобы при взятии вершины в подграф она была либо корнем, либо в нее входи-
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ло ребро дерева; (6) утверждает, что дуга дерева обхода может быть в решении,

только если соответствующее неоиентированное ребро в нем. Последние два

неравенства (7) и (8) контролируют корректные дистанции в дереве обхода.

Haouari и др. показали в [8], что эта нелинейная система корректно опи-

сывает обобщенную задачу. То есть то, что дерево обхода покрывает все вер-

шины и то, что решение может породить такое дерево обхода.

Однако неравенства (7) и (8) нелинейны и должны быть записаны в ли-

нейном виде, чтобы эту формулировку можно было представить как задачу

смешанного целочисленного программирования.

1.3.1.3. Применение техники переформулировки-линеаризации

Haouari и др. использовали технику переформулировки-линеаризации,

предложенную Sherali в [10, 11]. В результате, в формулировку были добавле-

ны переменные tij для каждого ребра из A и переменные zv и uv для каждой

вершины. Кроме того, в результате, переменные dv были исключены из фор-

мулировки. Формулировка приняла следующий вид:

∑
e∈E

ω(e)we +
∑
v∈V

ω(v)yv → max; (9)∑
v∈V

rv = 1; (10)∑
(u,v)∈A

xuv + rv = yv, ∀v ∈ V ; (11)

∑
(u,v)∈A

tuv + uv +
∑

(u,v)∈A

xuv = zv, ∀v ∈ V ; (12)

2yv − rv 6 zv, ∀v ∈ V ; (13)

zv 6 nyv − (n− 1)rv, ∀v ∈ V ; (14)

xuv 6 tuv, ∀(u, v) ∈ A; (15)

tuv 6 (n− 1)xuv, ∀(u, v) ∈ A; (16)

xuv + xvu 6 we, ∀e = (v, u) ∈ E; (17)

zv − yv + xvu > tvu + tuv, ∀(u, v) ∈ A, v ∈ V ; (18)

zv − nyv + (n− 1)xuv + nxvu 6 tuv + tvu, ∀(u, v) ∈ A, v ∈ V ; (19)

we 6 yv, ∀v ∈ V, e ∈ δv; (20)

zv > 0, ∀v ∈ V ; (21)
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tuv > 0, ∀(u, v) ∈ A, u ∈ V. (22)

Было доказано, что существование решения в таких ограничениях экви-

валентно существованию решения задачи в нелинейной формулировке.

1.3.2. Вершинно-взвешенная задача поиска связного подграфа

максимального веса

Один из лучших алгоритмов для решения вершинно-взвешенной зада-

чи поиска связного подграфа максимального веса описан в [7] и реализован в

программном продукте Heinz2. Алгоритм состоит из препроцессинга, деком-

позиции, и сведения, использующего метод ветвей и сечений.

1.3.2.1. Препроцессинг

Препроцессинг для вершинно-взвешенной задачи поиска связного под-

графа максимального веса в Heinz2 состоит из пяти правил, которые применя-

ются в определенном порядке.

1. Правило удаления изолированной вершины. Если в графе есть изолиро-

ванная вершина отрицательного веса, то мы можем удалить ее.

2. Правило объединения групп смежных неотрицательных вершин.

3. Правило объединения отрицательных цепей. Если в графе есть цепь из

вершин отрицательного веса со степенью два, то можно заменить всю

цепь на одну вершину со степенью два.

4. Зеркальное правило. Если две отрицательные вершины смежны одним и

тем же вершинам, то вершину меньшего веса можно удалить.

5. Правило меньшей цены. Если между смежными отрицательной вершине

со степенью два существует путь, суммарный вес вершин в котором

меньше веса вершины, то эту вершину можно удалить. Данное правило

может быть частично применено с помощью алгоритма Дейкстры [12].

1.3.2.2. Декомпозиция

В Heinz2 декомпозиция устроена следующим образом: если одна из ком-

понент двусвязности содержит только одну точку сочленения, то после реше-

ния корневой и некорневой задач для этой компоненты можно удалить все

вершины компоненты, кроме точки сочленения, изменив при этом значение

ω(ap), где ap — точка сочленения. Утверждается при этом, что при правиль-

ном порядке действий мы не упустим оптимального решения исходной задачи.
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1.3.2.3. Сведение к задаче смешанного программирования

В Heinz2 используется сведение с экспоненциальным числом ограниче-

ний относительно числа вершин. Как было сказано в разделе 1.2.2, в этом слу-

чае можно пытаться добавлять только необходимые сечения. В этом сведении

используются следующие переменные:

1. бинарная переменная xv, принимающая значение 1 в случае, если вер-

шина v принадлежит подграфу,

2. бинарная переменная yv, принимающая значение 1 в случае, если это

корневая вершина.

Корневая вершина в этом сведении — это одна из вершин подграфа, мы

будем считать что подграф не связен, если из какой-то вершины не существует

пути до корневой.

Тогда формулировка принимает вид:

∑
v∈V

ω(v)xv → max; (23)∑
v∈V

rv = 1; (24)

yv 6 xv, ∀v ∈ V ; (25)

xv 6
∑
u∈δ(S)

xu +
∑
u∈S

yu, ∀v ∈ V, {v} ⊂ S ⊂ V. (26)

Ограничения (26) требуют, чтобы для всех подмножеств S множества

вершин, содержащих вершину подграфа v было верно одно из двух:

1. внутри S есть корневая вершина,

2. какая-то из вершин δ(S) взята в решение.

Очевидно, что в случае несвязности подграфа будет нарушено одно из

ограничений такого вида: в качестве S необходимо взять компоненту связно-

сти, не содержащую корень, а в качестве v — любую вершину из S. Тогда оче-

видно, что внутри S не будет корня, а все соседние вершины с S не включены

в решение, поскольку в обратном случае S не было бы компонентой связно-

сти. Álvarez-Miranda и др. в [6] показали, что поиск нарушенных ограничений

такого вида после решения линейного приближения в точности соответствует

задаче поиска минимального разреза во вспомогательном графе, полученном
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простым преобразованием из исходного графа и значений переменных реше-

ния линейного приближения.

1.4. Задачи

Для достижения поставленной во введении цели в результате обзора

предметной области были сформулированы следующие задачи:

1. Модифицировать правила препроцессинга для обобщенной задачи.

2. Сформулировать правила для наиболее удобной на практике декомпози-

ции.

3. Линеаризовать нелинейное сведение компактными и простыми для по-

нимания ограничениями, не требующими введения дополнительных пе-

ременных.

4. Добавить к сведению ограничения нарушения симметрии.

5. Модифицировать дополнительные сечения для обобщенной задачи и раз-

работать алгоритм для поиска нарушенных ограничений.
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Выводы по главе 1

В этой главе были рассмотрены основные методы решения задачи сме-

шанного целочисленного программирования, а также описаны два солвера и

методы, используемые в них. Кроме того, были введены основные термины и

понятия. Эта глава носит обзорный характер. Она необходима для понимания

остальной части работы.
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ГЛАВА 2. ОПИСАНИЕ ПРЕДЛАГАЕМОГО МЕТОДА

В этой главе мы даем описание применяемого алгоритма а также по-

казываем его корректность. Данный алгоритм состоит из нескольких частей,

которые подробно описаны в данной главе.

1. Препроцессинг, позволяющий рассматривать вместо исходного графа

граф с меньшим числом вершин или ребер. Данный этап может суще-

ственно упростить рассматриваемую задачу.

2. Декомпозиция, позволяющая решать вместо исходной задачи три задачи

меньшего размера.

3. Сведение. На этом этапе для каждой возникшей на прошлом этапе задачи

формируется экземпляр задачи смешанного целочисленного линейного

программирования.

4. Решение. Задача решается с помощью солвера задачи смешанного цело-

численного программирования.

5. Восстановление решения. На основе данных, полученных с предыдущих

этапов работы алгоритма можно получить ответ на исходную задачу.

2.1. Препроцессинг

Мы представляем два правила для препроцессинга, которые были адап-

тированы из [7]. Они позволяют упростить задачу, создавая новый граф с

меньшим числом ребер и вершин таким образом, чтобы решение обобщен-

ной задачи можно было легко восстановить из решения обобщенной задачи

для упрощенного графа.

Для начала мы объединяем группы соседних вершин, которые могут вой-

ти в решение только полностью (рис. 3). Пусть e = (u, v) — ребро с весом

ω(e) > 0 и одновременно ω(e) + ω(v) > 0 и ω(e) + ω(u) > 0. В этом случае

если одна из вершин присутствует в решении, то ребро и другая вершина мо-

гут быть добавлены в решение без уменьшения суммарного веса. Поэтому, мы

можем стянуть ребро e в одну вершину w с весом ω(w) = ω(e) + ω(u) + ω(v).

После данной процедуры могут возникнуть парные ребра между вершиной w

и какой-то вершиной t. В этом случае мы объединяем все неотрицательные

ребра в одно с весом, равным сумме его составных частей. После этого мы

удаляем все ребра между w и t, кроме одного с максимальным весом. Мы

пытаемся применять это правило в цикле, пока граф меняется.
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Рисунок 3 – Пример применения первого правила препроцессинга, здесь
отмеченные пунктиром вершины и ребро стягиваются в одну вершину, при
этом образовавшиеся положительные парные ребра объединились, а из
отрицательных парных ребер осталось наибольшее по весу, возникшие

элементы отмечены желтым

Во-вторых, мы объединяем цепи вершин и ребер отрицательного веса

(Рис. 4). Пусть v — это вершина с deg(v) = 2 с соответствующими инци-

дентными ребрами e1 = (u, v) и e2 = (v, w). Если все три веса ω(v), ω(e1) и

ω(e2) неположительны, тогда v, e1 и e2 могут быть заменены на одно ребро

e = (u,w) с весом ω(e) = ω(v) + ω(e1) + ω(e2). Объединение отрицательных

цепей может быть совершено в один проход, итеративно пытаясь применить

правило ко всем вершинам.
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Рисунок 4 – Пример применения второго правила препроцессинга, здесь два
ребра и вершина отрицательного веса, отмеченные пунктиром, были

заменены одним ребром (желтого цвета)
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2.2. Декомпозиция по точкам сочленения

В этом параграфе мы обсудим как экземпляр обобщенной задачи может

быть разделен на три подзадачи меньшего размера. Декомпозиция основана на

идее, что двусвязные компоненты могут быть рассмотрены раздельно [7].

A B

C D

Рисунок 5 – Исходный граф и экземпляры, порожденные декомпозицией

Кратко, пусть имеется экземпляр обобщенной задачи на входе (Рис. 5A).

Сперва, мы объединяем наибольшую двусвязную компоненту в одну вершину

с нулевым весом и решаем корневую задачу для модифицированного таким

образом графа с корнем в созданной вершине (Рис. 5B). Затем, мы заменяем

каждую из компонент, ветвящуюся из наибольшей двусвязной компоненты на

одну вершину с весом, равным весу соответствующего подграфа в решении

корневой задачи с предыдущего шага (Рис. 5C). Напоследок, мы пытаемся

найти подграф с наибольшем весом, который лежит полностью в одной из

этих ветвящихся компонент (Рис. 5D).

Формально, пусть B — двусвязная компонента графа G с максимальным

числом вершин. Пусть C — набор точек сочленения графа G, содержащихся в

B. Пусть Bc — компонента связности, содержащая c в графе G \ (B \ C).

Лемма 6. Пусть подграф G̃ графа G — оптимальное решение обобщенной

задачи для графа G и G̃c, ∀c ∈ C — оптимальные решения для графов Bc с
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корнем в вершине c. В этом случае если G̃ содержит вершину c ∈ C, тогда мы
можем сконструировать оптимальное решение G̃′ такое что:

1) G̃′ ∩B = G̃ ∩B и 2) G̃′ ∩Bc = G̃c.

Доказательство. Пусть B̃c = G̃ ∩ Bc. Мы покажем, что он может быть

заменен G̃c без потери связности и оптимальности. Во-первых, B̃c должен

быть связен. Пусть он несвязен. Тогда не существует пути между c и какой-то

вершиной v. Поскольку G̃ связен, то существует простой путь vc в G. Однако,

по определению точки сочленения путь vc не может содержать вершин из

G\Bc и, следовательно, он полностью лежит в Bc, противоречие. Поскольку B̃c

связен и содержит c, то он не может иметь вес больший, чем G̃c по построению

G̃c.

Сейчас мы покажем, что замена сохраняет связность графа. Это можно

сделать, повторив рассуждения с предыдущего шага доказательства и получив,

что G̃ ∩B должен быть связен. Таким образом, G̃c связен, G̃ ∩B связен и оба

этих подграфа содержат вершину c. Поэтому и G̃′ тоже связен.

�

Эта лемма позволяет нам рассматривать только оптимальные решения,

которые либо включают вершину из B и в подграфах Bc идентичны соответ-

ствующему экземпляру корневой задачи, либо полностью лежат подграфах Bc.

Во-первых, для каждой c ∈ C мы хотим знать лучшее решение задачи

для графа Bc, содержащее вершину c. Это в точности экземпляр корневой

задачи. По практическим причинам, лучше порождать один экземпляр на этом

шаге вместо |C| экземпляров. Пусть G∗ =
⋃
∀c∈C Bc. Тогда мы объединяем

все вершины из C, содержащиеся в G∗, в одну вершину r с весом ω(r) = 0

и решаем корневую задачу для этого графа. Пусть S — это решение такого

экземпляра. Чтобы получить решение для графа Bc мы заменяем обратно r на

c в S и удаляем все вершины, которые не содержатся в Bc.

Во-вторых, мы ищем подграф максимального веса, который не лежит

полностью в одном из Bc. Пусть G̃c — решение корневой задачи для графа Bc

с корнем c, полученное на предыдущем шаге работы алгоритма. Мы получаем

новый экземпляр обобщенной задачи, рассматривая компоненту B и для всех

c ∈ C устанавливаем вес ω(v) = Ω(G̃c). Мы решаем получившийся экземпляр,

а затем восстанавливаем ответ на исходную задачу.
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И напоследок, мы ищем потенциальные решения, которые лежат цели-

ком в Bc для всех c ∈ C. Для этого мы порождаем еще один экземпляр для

графа G∗ =
⋃
∀c∈C Bc. Очевидно, что если решение задачи для графа G лежит

полностью в одном из Bc, то мы найдем его на этом шаге работы алгоритма.

2.3. Сведение к задаче смешанного целочисленного программирования

В этом параграфе мы рассмотрим сведение задачи к задаче смешанного

целочисленного программирования. Мы воспользуемся нелинейной формули-

ровкой, описанной в разделе 1.3.1.2, покажем то, как лучше избавиться от

нелинейности и как можно генерировать дополнительные сечения для корне-

вой обобщенной задачи. Кроме того, мы введем так называемые ограничения

нарушения симметрии, которые для уменьшения пространства будут требовать

определенный вид дерева обхода.

2.3.1. Линеаризация

Применение техники переформулировки-линеаризации позволило полу-

чить линейные ограничения из нелинейных (раздел 1.3.1.3), однако получив-

шаяся формулировка оказалась достаточно громоздкой и сложной для понима-

ния. Кроме того, были введены новые наборы переменных. В этом параграфе

мы покажем то, как можно получить компактную линейную формулировку из

нелинейной, не вводя дополнительных переменных.

Итак, нелинейные равенства (7) и (8) могут быть заменены неравенства-

ми следующего вида:

dv + nrv 6 n, ∀v ∈ V ; (27)

n+ du − dv > (n+ 1)xvu, ∀(v, u) ∈ A; (28)

n+ dv − du+ > (n− 1)xvu, ∀(v, u) ∈ A. (29)

Лемма 7. Любое возможное решение, удовлетворяющее (1)-(8), также

удовлетворяет (1)-(6), (27)-(29) и наоборот.

Доказательство. Мы будем говорить, что две системы неравенств экви-

валентны, если они ограничивают одни и те же наборы решений. В данном

случае система из одного неравенства отождествляется самому неравенству.

Сперва мы покажем, что неравенство (27) эквивалентно (7). Поскольку rv —

бинарная переменная, мы можем рассмотреть два случая. Предположим, что
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rv = 1, тогда (7) примет вид dv = 1, когда (27) примет форму dv 6 1, вме-

сте с (4) мы получаем dv = 1. Теперь предположим, что rv = 0. Неравенство

(7) примет вид 0 = 0, что означает, что дополнительных ограничений не на-

кладывается. (27) примет форму dv 6 n, однако система уже содержит такое

неравенство, а значит, как и в первом случае, множество решений дополни-

тельно не ограничивается.

Во второй части доказательства мы будем использовать тот же подход.

Здесь мы покажем, что (8) может быть представлен в виде линейных нера-

венств (28) и (29).

1. Пусть xvu = 1. После подстановки в (8) мы имеем du = dv + 1. Тогда мы

подставляем xvu в (28) и (29)

n+ du − dv > n+ 1

n+ dv − du > n− 1

или

du > dv + 1

dv + 1 > du

или du = dv + 1.

2. Пусть xvu = 0. Нелинейное уравнение примет вид 0 = 0. Нам следует по-

казать, что (28) и (29) тоже не добавляют дополнительных ограничений

на переменные. После подстановки неравенства примут вид:

n+ du − dv > 0

n+ dv − du > 0

или |dv − du| 6 n. Очевидно, что если выполняются (4), то и данное

неравенство тоже. Поэтому дополнительных ограничений не вводится �

2.3.2. Ограничения нарушения симметрии

В таких задачах принято уменьшать число возможных решений зада-

чи смешанного целочисленного программирования посредством ограничения

числа различных, но логически эквивалентных решений. Такие решения назы-

ваются симметричными. В нашей формулировке ограничения (1)-(6), (27)-(29)
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разрешают любому дереву обхода доказывать связность графа. В связи с этим

в этом параграфе мы показываем, как уменьшить число возможных деревьев

обхода и, таким образом, уменьшить пространство поиска.

2.3.2.1. Правило выбора корня

Прежде всего, для некорневой обобщенной задачи мы требуем, чтобы

корнем была вершина с максимальным весом в подграфе. Соответствующие

ограничения добавляются в формулировку задачи смешанного программиро-

вания.

∑
v≺u

rv 6 1− yu, ∀u ∈ V, (30)

где v ≺ u, если ω(v) < ω(u). В случае совпадения весов мы используем какой-

нибудь линейный порядок на вершинах.

Для корневой задачи мы устанавливаем корень дерева обхода таким же,

как и корень экземпляра корневой задачи.

2.3.2.2. Ограничение вида дерева обхода

Более того, связный подграф может быть обойден из одной вершины

различными способами. В этом параграфе мы покажем как запретить такие

решения, которые не могут быть достигнуты, используя поиск в ширину [12].

Для достижения такой формы деревьев мы добавляем ограничения:

dv − du 6 n− (n− 1)we, ∀e = (v, u) ∈ E; (31)

du − dv 6 n− (n− 1)we, ∀e = (v, u) ∈ E. (32)

Эти ограничения требуют соблюдения правила: если подграф содержит

ребро e, то дистанции инцидентных вершин отличаются не более, чем на еди-

ницу.

Лемма 8. Для любого связного подграфа Gs графа G существует решение

(r, y, w, x, d), которое кодирует подграф Gs и удовлетворяет: (1)-(6), (27)-(29) и

(30)-(32).

Доказательство. Во-первых, для любого подграфа Gs мы можем вы-

брать любую его вершину как корень, в том числе и ту, у которой максималь-

ный вес. Сделаем из нее обход в ширину. Как было показано выше, для любого
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связного подграфа Gs и любого его дерева обхода существует соответствую-

щее кодирование (r, y, w, x, d) которое удовлетворяет ограничениям (1)-(6) и

(27)-(29). По причине выбора вершины с максимальным весом в качестве де-

рева обхода, (30) выполняется, ограничения (31)-(32) также выполняются, что

напрямую следует из порядка обхода в ширину. �

Эта лемма говорит о том, что добавление ограничений нарушения сим-

метрий не сужает набор описываемых системой подграфов.

2.3.3. Дополнительные сечения

Как было упомянуто в обзорной части работы, в формулировку могут

быть добавлены дополнительные сечения «на лету». Мы используем сечения,

которые похожи на предложенные Álvarez-Miranda и др. в [6]. Однако мы мо-

дифицировали их для применения в реберно-взвешенной корневой задаче.

Таким образом, мы используем следующие ограничения:

yv 6
∑
e∈C

we, ∀v ∈ V,C ∈ C∗v , (33)

где C∗v — это набор всех r-v разрезов графа. Чтобы найти нарушенные ограни-

чения мы ассоциируем с каждым ребром e значение переменной we решения

линейного приближения задачи. Затем для каждой вершины v мы пытаемся

найти нарушенные ограничения с помощью поиска такого r-v разреза C, что

yv >
∑

e∈C we. Поскольку слева стоит константа, то лучшим кандидатом нару-

шенного ограничения будет то, что соответствует минимальному разрезу. Для

поиска минимального разреза используется алгоритм Эдмондса-Карпа. Одна-

ко мы останавливаем работу алгоритма, если на очередном шаге мы имеем

разрез с суммарным весом, большим yv.
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Выводы по главе 2

В этой главе были описаны все элементы разработанного нами солвера.

Было показано, как модифицировать препроцессинг из вершинно-взвешенной

задачи поиска связного подграфа максимального веса, как сделать декомпози-

цию, не порождая большого количества экземпляров, а также была представ-

лена новая линеаризация нелинейной формулировки задачи и введены новые

ограничения нарушения симметрии, которые ограничивают виды деревьев об-

хода. Кроме того, мы показали как в корневой задаче можно добавлять допол-

нительные сечения.
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ГЛАВА 3. ПРАКТИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ

3.1. Описание экспериментов

В качестве датасета мы выбрали 101 экземпляр, сгенерированный

Shiny GAM, a web-service for integrated transcriptional and metabolic network

analysis [5]. В этом датасете 38 экземпляров вершинно-взвешенной задачи по-

иска связного подграфа максимального веса и 63 для обобщенного варианта.

Медианы числа вершин и ребер в вершинно-взвешенных экземплярах состав-

ляют 2217 и 2470 соответственно, причем наименьший экземпляр содержит 48

вершин и 49 ребер, а наибольший — 2669 вершин и 3489 ребер. Медианы чис-

ла вершин и ребер в реберно-взвешенных экземплярах составляют 711 и 873

соответственно, причем наименьший экземпляр содержит 558 вершин и 668

ребер, а наибольший — 1194 вершины и 1580 ребер. Количество вершин и ре-

бер подсчитывалось только для наибольшей по размеру компоненте связности

экземпляра. Архив доступен по адресу

http://genome.ifmo.ru/files/papers_files/WABI2016/

gmwcs/instances.tar.gz.

Для сравнения мы выбрали два других солвера: Heinz версии 1.68 [4]

и Heinz2 версии 2.1 [7]. Первый, Heinz, был изначально разработан для

вершинно-взвешенной задачи, позже добавилась возможность устанавливать

ребрам веса. Однако с этом случае солвер находит только ациклические ре-

шения. Второй, Heinz2, вовсе не принимает веса ребер, но работает быстрее

Heinz на вершинно-взвешенных экземплярах.

Мы запустили каждый из солверов на каждом экземпляре 10 раз с огра-

ничением по времени, равным 1000 секунд. Heinz2 и наш солвер были запуще-

ны в четыре потока, в то время как Heinz не поддерживает многопоточное ис-

полнение. Тестирование было произведено на процессоре AMD Opteron 6380

2.5GHz. Таблица результатов доступна по адресу http://genome.ifmo.

ru/files/papers_files/WABI2016/gmwcs/results.final.tsv.

3.2. Результаты на вершинно-взвешенных экземплярах задачи

Эксперименты показали, что на вершинно-взвешенных экземплярах за-

дачи наш солвер схож по производительности с Heinz2. 24 экземпляра (63%)

были решены нашим солвером медленнее аналога, однако 32 экземпляра (84%)

были решены нашим солвером менее чем за 30 секунд, в то время как Heinz2
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смог решить только 27 (71%). Более того 4 экземпляра не были решены с по-

мощью Heinz2 в отведенные 1000 секунд в сравнении с 1 экземпляром для

нашего солвера.
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Рисунок 6 – Сравнение нашего солвера с Heinz2, точки представляют
медианное значение времени работы солвера при 10 запусках на одном

экземпляре. Серые линии отображают вторые максимальные и минимальные
времена работы.

3.3. Результаты на реберно-взвешенных экземплярах задачи

На реберно-взвешенных экземплярах задачи наш солвер смог найти оп-

тимальное решение в течение 10 секунд для всех экземпляров, кроме двух. В

то же время решение с помощью Heinz заняло больше 10 секунд на 30 экзем-

плярах (48%). Более того, только 35 экземпляров (56%) имеют ациклические

решения, поэтому 28 экземпляров не были решены до оптимальности в смыс-

ле обобщенной задачи.
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Рисунок 7 – Сравнение нашего солвера с Heinz на реберно-взвешенных
экземплярах задачи.
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Выводы по главе 3

В этой главе были приведены результаты сравнительного тестирования

нашего солвера и ближайших аналогов. Эти результаты подтверждают то, что

поставленная в начале исследования цель достигнута, а также то, что даже для

частных случаев задачи солвер работает за время сравнимое с современными

солверами.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Подходы к анализу сетей активно разрабатываются для анализа биоло-

гических данных. С математической точки зрения они обычно соответствуют

NP-трудным задачам. В этой работе мы описали точный практический солвер

для обобщенной задачи поиска связного подграфа максимального веса, которая

естественно возникает в метаболических сетях. Мы протестировали метод на

реальных данных и показали, что он сравним по производительности с суще-

ствующими солверами Heinz2 на вершинно-взвешенных экземплярах и работа-

ет лучше и более точно, если сравнивать с Heinz на обобщенной задаче. Реали-

зация доступна по адресу https://github.com/ctlab/gmwcs-solver.
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