
Ã ë à â à 16

Ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ áèíàðíûõ ãðàôîâ
äëÿ àâòîìàòîâ áåç ïàìÿòè

16.1. Ñòðóêòóðèðîâàíèå ëèíåéíûõ áèíàðíûõ ãðàôîâ

Â [1, 2] ðàññìîòðåíû òðè ïîäõîäà ê ñòðóêòóðèðîâàíèþ íåñòðóê-
òóðèðîâàííûõ ãðàô-ñõåì (ÃÑ): äóáëèðîâàíèå âåðøèí, ââåäåíèå ñî-
ñòîÿíèé è ââåäåíèå áóëåâûõ ïðèçíàêîâ.

Ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå ýòèõ ìåòîäîâ äëÿ ñòðóêòóðèðîâàíèÿ ëè-
íåéíûõ áèíàðíûõ ãðàôîâ (ËÁÃ).

16.1.1. Äóáëèðîâàíèå âåðøèí

Åñëè ËÁÃ ïî âñåì S ïóòÿì ðàçâåðíóòü â äåðåâî, òî ïîëó÷èòñÿ
ñòðóêòóðèðîâàííûé ÁÃ (ÑÁÃ), ñëîæíîñòü êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ
÷èñëîì è äëèíîé ïóòåé â ËÁÃ.

Ïðè ýòîì ÷èñëî îïåðàòîðíûõ âåðøèí (ÎÂ) â ÑÁÃ îïðåäåëÿåòñÿ
ñîîòíîøåíèåì

B S S Sîï � � �0 1 ,

à ÷èñëî óñëîâíûõ âåðøèí (ÓÂ) — ñîîòíîøåíèåì

B Sy � �1.

Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ÷èñëî âåðøèí â ÑÁÃ

B S� �2 1.

Â ïðåäûäóùåé ãëàâå ïðèâåäåíî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå

h + 1 m S m Fh�2 ,
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ïîýòîìó

2 1 2 12h B Fh� ��m m ,

ãäå Fh�2 — (h + 2)-å ÷èñëî Ôèáîíà÷÷è; F F1 2 1� � .
Åñëè ËÁÃ ìèíèìèçèðîâàíà ïî ÷èñëó ïóòåé [3], òî âåðõíÿÿ îöåí-

êà èõ ÷èñëà ìîæåò áûòü ñíèæåíà (ðàçä. 15.9). Ñîîòâåòñòâåííî
óìåíüøàåòñÿ è âåðõíÿÿ îöåíêà ÷èñëà âåðøèí â ÑÁÃ.

Ïðèìåð 16.1. Ïîñòðîèòü ñòðóêòóðèðîâàííûé áèíàðíûé ãðàô äëÿ
ôîðìóëû f x x x� 1 2 3] .

Äëÿ ýòîé áóëåâîé ôîðìóëû h = 3, F5 5� , è ïîýòîìó 7 m B m 9.
Íà ðèñ. 16.1 ïðèâåäåí ËÁÃ äëÿ çàäàííîé áóëåâîé ôîðìóëû, à íà

ðèñ. 16.2 — ñîîòâåòñòâóþùèé ÑÁÃ, â êîòîðîì ÷èñëî âåðøèí îïðå-
äåëÿåòñÿ âåðõíåé îöåíêîé.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òîò ôàêò, ÷òî â ÑÁÃ ÷èñëî âåðøèí êàæäî-
ãî òèïà ñîâïàäàåò ñ ïîìåòêîé ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðøèí â ËÁÃ, îñó-
ùåñòâëÿåìîé ïðè ïîäñ÷åòå ÷èñëà ïóòåé îò âõîäà ê âûõîäó.

ÑÁÃ ëåãêî ïðîãðàììèðóåòñÿ áåç èñïîëüçîâàíèÿ îïåðàòîðîâ goto,
íàïðèìåð ñ ïîìîùüþ óñëîâíûõ âûðàæåíèé:

� �f x x x x� 1 2 3 31 1 0 1 0? ? : ( ? : ) : ( ? : ) .

Ïðèìåð 16.2. Ïîñòðîèòü ñòðóêòóðèðîâàííûé áèíàðíûé ãðàô äëÿ
ôîðìóëû f x x x� 3 2 1] .
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Íà ðèñ. 16.3 ïðèâåäåí ËÁÃ äëÿ çàäàííîé áóëåâîé ôîðìóëû, à íà
ðèñ. 16.4 — ñîîòâåòñòâóþùèé ÑÁÃ, â êîòîðîì ÷èñëî âåðøèí îïðå-
äåëÿåòñÿ íèæíåé îöåíêîé.

Åñëè ïîñëå ïîñòðîåíèÿ ÑÁÃ âûïîëíèòü ìèíèìèçàöèþ ÷èñëà âåð-
øèí çà ñ÷åò ïîäúåìà ââåðõ ÎÂ, òî ÷èñëî âåðøèí â òàêèõ ÑÁÃ ìîæåò
áûòü îöåíåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

B S Sîï � �min ( , )0 1 1; B Sy � �1; B S S Sì � � min ( , ) .0 1

Òàê êàê 1 0 1 1m mmin ( , ) ,S S Fh� òî h B Fh� �2 3m mì .
Êàê è â ñëó÷àå ÑÁÃ áåç ìèíèìèçàöèè ÷èñëà âåðøèí, ýòà âåðõíÿÿ

îöåíêà ÿâëÿåòñÿ çàâûøåííîé.
Èçëîæåííûé ìåòîä [4] íå ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì, òàê êàê ïðè-

âåäåííûå âåðõíèå îöåíêè ÿâëÿþòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûìè îò ÷èñëà
áóêâ.

16.1.2. Ââåäåíèå ñîñòîÿíèé

Ïðè ïðèìåíåíèè ýòîãî ìåòîäà êàæäîé òî÷êå îáúåäèíåíèÿ äóã
â ËÁÃ ñîïîñòàâëÿòñÿ íîìåð. Åñëè ïðè ýòîì ïîñòðîèòü ãðàô-ñõå-
ìó, ñîäåðæàùóþ äåøèôðàòîð ââåäåííûõ íîìåðîâ, ê êàæäîìó âû-
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õîäó êîòîðîãî ïîäêëþ÷èòü ñîîòâåòñòâóþùèé ôðàãìåíò ËÁÃ, â
êîòîðîì ÎÂ ïîìå÷åíû íîìåðàìè è (èëè) çíà÷åíèÿìè âûõîäíîé ïå-
ðåìåííîé, à ïîñëå îïåðàòîðíûõ âåðøèí, ïîìå÷åííûõ çíà÷åíèÿìè
âûõîäíîé ïåðåìåííîé, îñóùåñòâèòü ñáðîñ íîìåðà â äðóãèõ ÎÂ è
ýòî ïðîâåðèòü, òî, ââåäÿ îáðàòíûå ñâÿçè, ïîëó÷èòñÿ ñòðóêòóðèðî-
âàííàÿ ÃÑ (ÑÃÑ), êîòîðàÿ ðåàëèçóåò çàäàííóþ ËÁÃ.

Ýòà ÑÃÑ ÿâëÿåòñÿ àðèôìåòè÷åñêîé [5] è ýôôåêòèâíî ðåàëèçóåò-
ñÿ, íàïðèìåð, îïåðàòîðîì switch ÿçûêà ÑÈ. Òàêàÿ ÑÃÑ ÿâëÿåòñÿ àâ-
òîìàòíîé, à ââåäåííûå íîìåðà ñîîòâåòñòâóþò ñîñòîÿíèÿì ýêâèâà-
ëåíòíîãî àâòîìàòà.

Ïðèìåð 16.3. Ïîñòðîèòü ÑÃÑ äëÿ ôîðìóëû f x x x x� ( )1 2 3 4] ] .
Íà ðèñ. 16.5 ïðèâåäåí ËÁÃ äëÿ çàäàííîé ÁÔ, ñîäåðæàùèé òðè

òî÷êè îáúäèíåíèÿ äóã, à íà ðèñ. 16.6 — ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÑÃÑ.
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Îöåíèì ÷èñëî âåðøèí â ÑÃÑ ýòîãî òèïà: ÷èñëî áèíàðíûõ ÓÂ
ðàâíî h, ÷èñëî áèíàðíûõ ÎÂ ðàâíî äâóì, ÷èñëî àðèôìåòè÷åñêèõ ÓÂ
íå ïðåâûøàåò h, ÷èñëî àðèôìåòè÷åñêèõ ÎÂ íå ïðåâûøàåò 2h + 1.

Òàêèì îáðàçîì,

B m 4h + 3.

Ýòà îöåíêà, ïîëó÷åííàÿ àâòîðîì è Â. È. Ðóáèíîâûì â [6], ÿâëÿ-
åòñÿ ëèíåéíîé îòíîñèòåëüíî ÷èñëà áóêâ â ðåàëèçóåìîé ÁÔ, ïðàâäà
ïðè èñïîëüçîâàíèè àðèôìåòè÷åñêèõ ÓÂ è ÎÂ.

16.1.3. Ââåäåíèå áóëåâûõ ïðèçíàêîâ

Ïðè ïðèìåíåíèè ýòîãî ìåòîäà äëÿ êàæäîé òî÷êè îáúåäèíåíèÿ
äóã îñòîâà ËÁÃ (çà èñêëþ÷åíèåì òî÷êè, ñâÿçàííîé ñ ÎÂ, åñëè òà-
êàÿ èìååòñÿ) ââîäèòñÿ áóëåâ ïðèçíàê (ïðîìåæóòî÷íàÿ ïåðåìåííàÿ).
Ïîñëå ýòîãî ËÁÃ ðàçáèâàåòñÿ íà ôðàãìåíòû, êîòîðûå ñòðóêòóðèðó-
þòñÿ ìåòîäîì äóáëèðîâàíèÿ ñ ââåäåíèåì îïåðàòîðíûõ âåðøèí, â
êîòîðûõ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðèñâîåíèå áóëåâûì ïðèçíàêàì çíà÷åíèÿ,
ðàâíîãî åäèíèöå. Ôðàãìåíòû îáúåäèíÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ óñëîâíûõ
âåðøèí, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ ïðîâåðêè çíà÷åíèé ââåäåííûõ ïðè-
çíàêîâ. Íà âõîäå ÑÁÃ ðàçìåùàþòñÿ îïåðàòîðíûå âåðøèíû, â êîòî-
ðûõ âûïîëíÿåòñÿ èñõîäíîå îáíóëåíèå ýòèõ ïðèçíàêîâ.

Îöåíèì ÷èñëî âåðøèí â òàêîì ÑÁÃ, ïîëàãàÿ, ÷òî îñòîâ ËÁÃ èìå-
åò m òî÷åê îáúåäèíåíèÿ äóã, íå ñâÿçàííûõ ñ îïåðàòîðíûìè âåðøè-
íàìè. Ïðè ýòîì ËÁÃ ðàçáèâàåòñÿ íà m + 1 ôðàãìåíòîâ. Òàê êàê i-é
ôðàãìåíò óæå íå ñîäåðæèò òî÷åê îáúåäèíåíèÿ, òî

B hi i� �2 1.

Ïðè ýòîì ÷èñëî âåðøèí âî âñåõ ôðàãìåíòàõ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîò-
íîøåíèåì

B h h mi

i

m

ô (2 +1) = 2� � �
�

�

� 1
1

1

.

×èñëî äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâíûõ è îïåðàòîðíûõ âåðøèí îï-
ðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì: Â ó = Â îï = m. Òàêèì îáðàçîì, ñóììàðíîå
÷èñëî âåðøèí

B = 2h + 3m + 1.

Òàê êàê 0 m m m h – 2, òî

2h + 1 m B m 5(h – 1).

Ïðè ýòîì îòìåòèì, ÷òî óæå ïðè h > 4 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

5 1 2 12( ) .h Fh� � ��
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Åñëè ËÁÃ ìèíèìèçèðóåòñÿ ïî ÷èñëó ïóòåé, òî èç [6] ñëåäóåò, ÷òî

m
h h k

h h k
�

� �

� � �

�
	



( ) ;

( ) .

2 2 2

2 3 2 1

ïðè

ïðè

Ñëåäîâàòåëüíî, m = [( ) ]h � 2 2 . Òàêèì îáðàçîì,

B h hìàêñ � � � �2 3 2 2 1[( ) ] ;

B
h h k

h h h k
ìàêñ

ïðè

ïðè
�

� �

� � � �

�
	



3 5 2 2

3 5 1 3 5 2 2 1

. ;

. ( ) [ . ] .m

Ïîýòîìó

2h + 1 m B ìàêñ m [3.5h – 2].

Ðàññìîòðåííûé ìåòîä ñòðóêòóðèðîâàíèÿ [6] ïî îöåíêàì ñëîæíî-
ñòè áîëåå ýôôåêòèâåí, ÷åì ìåòîäû, ðàññìîòðåííûå âûøå. Îí îáåñ-
ïå÷èâàåò ïîëó÷åíèå ëèíåéíîé âåðõíåé îöåíêè ÷èñëà âåðøèí, êîòî-
ðûå èìåþò òîëüêî äâîè÷íûå ïîìåòêè.

Ïðèìåð 16.4. Ñòðóêòóðèðîâàòü ËÁÃ (ðèñ. 16.1) ñ ïîìîùüþ ðàñ-
ñìîòðåííîãî ìåòîäà.

Â ýòîì ñëó÷àå h = 3, m = 1, à ËÁÃ ïîñòðîåí áåç ìèíèìèçàöèè ÷èñ-
ëà ïóòåé. Ïîýòîìó 7 m B m 10. Íà ðèñ. 16.7 ïðèâåäåí ÑÁÃ ñ äåñÿòüþ
âåðøèíàìè.

16.1.4. Èñïîëüçîâàíèå âûõîäíîé ïåðåìåííîé
â êà÷åñòâå áóëåâà ïðèçíàêà

1. Ðåàëèçàöèÿ áåñïîâòîðíûõ ïîðîãîâûõ ôîðìóë. Èñêëþ÷èòü
â ìåòîäå ââåäåíèÿ áóëåâûõ ïðèçíàêîâ ïðîâåðêó ïðîìåæóòî÷íûõ ïå-
ðåìåííûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êàì îñòîâà, çàìåíèâ åå ïðîâåðêîé
çíà÷åíèé âûõîäíîé ïåðåìåííîé, óäàåòñÿ â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ïðè
êàæäîì ðàçëîæåíèè Øåííîíà ïî îäíîé ïåðåìåííîé çàäàííîé ÁÔ è
âñåõ åå îñòàòî÷íûõ ïî êðàéíåé ìåðå îäíà èç îñòàòî÷íûõ ðàâíà êîí-
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ñòàíòå. Ýòîò êëàññ ôîðìóë îáðàçóþò áåñïîâòîðíûå ïîðîãîâûå ôîð-
ìóëû (ÁÏÔ), êîòîðûå îáëàäàþò óêàçàííûì ñâîéñòâîì ïðè èõ ðàçëî-
æåíèè â ïîðÿäêå íåâîçðàñòàíèÿ âåñîâ ïåðåìåííûõ.

Ïîñòðîåíèå ÑÁÃ â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì. Äëÿ çàäàííîé áåñïîâòîðíîé ïîðîãîâîé ôîðìóëû ñòðîèòñÿ ëè-
íåéíûé áèíàðíûé ãðàô ñ ì à ê ñ è ì à ë ü í û ì ÷ è ñ ë î ì ï ó -
ò å é. Ýòîò ËÁÃ ÷èòàåòñÿ îò âûõîäîâ ê âõîäó è ïî íåìó ôîðìèðóåò-
ñÿ h ôðàãìåíòîâ, ïåðâûé èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ áëîêîì «ïîëíûé âû-
áîð», à îñòàëüíûå — áëîêàìè «íåïîëíûé âûáîð». Ïðè ýòîì â êàæ-
äîì áëîêå èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî îäíà èç óñëîâíûõ âåðøèí ËÁÃ. Ýòè
áëîêè ôîðìèðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Åñëè â ËÁÃ äóãà, èñõîäÿùàÿ èç óñëîâíîé âåðøèíû è íå âõîäÿ-
ùàÿ â îñòîâ, ñîåäèíåíà ñ íóëåâîé (åäèíè÷íîé) îïåðàòîðíîé âåðøè-
íîé èëè òî÷êîé îñòîâà, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ äóãà óñëîâíîé âåðøè-
íû, ðàñïîëîæåííîé â áëîêå, ñîåäèíÿåòñÿ ñ îïåðàòîðíîé âåðøèíîé
f = 0 (f = 1).

Áëîêè ÑÁÃ ñîåäèíÿþòñÿ ìåæäó ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíî äî òåõ
ïîð, ïîêà â îñòîâå ËÁÃ íå âñòðåòèòñÿ òî÷êà, êîòîðàÿ çàìåíÿåòñÿ
óñëîâíîé âåðøèíîé, ïðîâåðÿþùåé çíà÷åíèå âûõîäíîé ïåðåìåííîé
è îäíà èç äóã êîòîðîé ïîìå÷àåòñÿ ñèìâîëîì, ñîîòâåòñòâóþùèì ñèì-
âîëó îñòîâà, ñâÿçàííîãî ñ òî÷êîé, à äðóãàÿ ñîåäèíÿåòñÿ ñ âûõîäîì.

Ïîñëå ïîñòðîåíèÿ ÑÁÃ çà ñ÷åò âûíîñà «ââåðõ» ÎÂ (ðèñ. 16.8) ïî
íåìó â ñëó÷àå, èçîáðàæåííîì íà ðèñ. 16.8, à, ìîæåò áûòü ïîñòðîåí
ëèíåàðèçîâàííûé ÑÁÃ (ËÑÁÃ), ñîäåðæàùèé òîæå ÷èñëî âåðøèí.

Ïîñòðîåííûé ËÑÁÃ îáëàäàåò äëèííûìè ïåðåõîäàìè, îõâàòûâà-
þùèìè íåñêîëüêî ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíåííûõ áëîêîâ.
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Îöåíèì ÷èñëî âåðøèí â òàêèõ ãðàôàõ. Â íèõ ÷èñëî ÓÂ ñ ïîìåò-
êàìè âõîäíûìè ïåðåìåííûìè ðàâíî h, ÷èñëî ÎÂ ðàâíî h + 1, à ÷èñ-
ëî ÓÂ ñ ïîìåòêàìè âûõîäíîé ïåðåìåííîé — m. Òàêèì îáðàçîì, îá-
ùåå ÷èñëî âåðøèí

B = 2h + m + 1.

Òàê êàê 0 m m m h – 2, òî

2h + 1 m B m 3h – 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ïîçâîëÿåò äëÿ ðàññìîòðåí-
íîãî êëàññà ôîðìóë ñíèçèòü âåðõíþþ îöåíêó ñëîæíîñòè.

Ïðèìåð 16.5. Ïîñòðîèòü ËÑÁÃ äëÿ áåñïîâòîðíîé ïîðîãîâîé ôîð-
ìóëû, ðàññìîòðåííîé â ïðèìåðå 16.1.

Äëÿ ýòîé ôîðìóëû h = 3. Ïîýòîìó 7 m B m 8.
Ïîñòðîèì ïî çàäàííîé ôîðìóëå ËÁÃ ñ ìàêñèìàëüíûì ÷èñëîì

ïóòåé (ðèñ. 16.1). Ñòðóêòóðèðîâàííûé áèíàðíûé ãðàô, ïîñòðîåííûé
ïî ýòîìó ËÁÃ, ïðèâåäåí íà ðèñ. 16.9, à ëèíåàðèçîâàííûé ÑÁÃ — íà
ðèñ. 16.10. Ýòè ãðàôû ñîäåðæàò ÷èñëî âåðøèí, îïðåäåëÿåìîå âåðõ-
íåé îöåíêîé.

2. Ðåàëèçàöèÿ êàñêàäíûõ áóëåâûõ ôóíêöèé. Ðàññìîòðèì
êëàññ ôóíêöèé, ðåàëèçóåìûõ êàñêàäàìè Ìàéòðà (ðàçä. 14.2). Â [8]
ýòè ôóíêöèè áûëè íàçâàíû êàñêàäíûìè. Êàæäîé êàñêàäíîé ôóíê-
öèè ñîîòâåòñòâóåò êàñêàäíàÿ ôîðìóëà, ðåàëèçóåìàÿ íåíàñòðàèâàå-
ìûì êàñêàäîì Ìàéòðà. Ôóíêöèè ýòîãî êëàññà ìîãóò áûòü òàêæå ðåà-
ëèçîâàíû ÑÁÃ, â êîòîðûõ âûõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ èñïîëüçóåòñÿ â êà-
÷åñòâå áóëåâà ïðèçíàêà, åñëè â ïîñòðîåííîì íàñòðàèâàåìîì êàñêàäå
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Ìàéòðà êàæäûé èç h – 1 ìóëüòèïëåêñîðîâ «2 â 1» çàìåíèòü ìîäåëè-
ðóþùèì åãî ôðàãìåíòîì ÑÁÃ, â êîòîðîì ïðèìåíÿåòñÿ óïðàâëÿþùàÿ
êîíñòðóêöèÿ «ïîëíûé âûáîð». Ïðè òàêîì ìåòîäå ïîñòðîåíèÿ êàæ-
äàÿ ïðîìåæóòî÷íàÿ ïåðåìåííàÿ â êàñêàäå ìîæåò áûòü çàìåíåíà â
ÑÁÃ âûõîäíîé ïåðåìåííîé, èñïîëüçóåìîé â êà÷åñòâå áóëåâà ïðè-
çíàêà.

Ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîäõîäîì, èçëîæåííûì âûøå, äàííûé ïîäõîä
ðàñøèðÿåò êëàññ ôóíêöèé, ðåàëèçóåìûõ ÑÁÃ ñ óêàçàííûì ñâîéñò-
âîì, òàê êàê ÁÏÔ ÿâëÿþòñÿ ëèøü ïîäêëàññîì êàñêàäíûõ ôóíêöèé.

Ïðèìåð 16.6. Ïîñòðîèòü ÑÁÃ äëÿ ÁÏÔ, ðàññìîòðåííîé â ïðèìå-
ðå 16.1.

Íàñòðàèâàåìûé êàñêàä Ìàéòðà, ðåàëèçóþùèé ýòó ôîðìóëó, ïðè-
âåäåí íà ðèñ. 16.11, à ïîñòðîåííûé ïî íåìó ÑÁÃ — íà ðèñ. 16.12.

Ïîñòðîåííûé ÑÁÃ ñîäåðæèò äåâÿòü âåðøèí ïðîòèâ âîñüìè ó
ËÑÁÃ (ðèñ. 16.10).

Ïðèìåð 16.7. Ïîñòðîèòü ÑÁÃ äëÿ áóëåâîé ôóíêöèè, ðåàëèçóåìîé
ôîðìóëîé

f x x x x x x�! ! .1 3 1 3 2 3] ]

Ýòà ôîðìóëà íå ÿâëÿåòñÿ êàñêàäíîé. Íå ÿâëÿåòñÿ òàêæå êàñêàä-
íîé è ôîðìóëà

f x x x x� �( ) .1 3 2 3]

Îäíàêî êàñêàäíîé ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëà f x x x x� �(! ! )1 2 3 1] . Íà
ðèñ. 16.13 ïðåäñòàâëåí íàñòðàèâàåìûé êàñêàä Ìàéòðà, ðåàëèçóþ-
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ùèé ýòó ôîðìóëó, à íà ðèñ. 16.14 — ÑÁÃ, ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîìó
êàñêàäó.

16.2. Ìåòîä çàâèñèìûõ ôðàãìåíòîâ

16.2.1. Ðåàëèçàöèÿ áåñïîâòîðíûõ ïîðîãîâûõ ôîðìóë

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ÁÏÔ ìîæíî ïîñòðîèòü ëèíåàðèçîâàííûé
ÑÁÃ, êîòîðûé íå áóäåò ñîäåðæàòü áóëåâûõ ïðèçíàêîâ è áóäåò èìåòü
òîëüêî êîðîòêèå ïåðåõîäû [7]. Ïðè ýòîì âîçìîæíû äâà ïîäõîäà:
ñòðóêòóðèðîâàíèå ËÁÃ è ïîñòðîåíèå ËÑÁÃ íåïîñðåäñòâåííî ïî
ôîðìóëå.

Ï å ð â û é ï î ä õ î ä ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ëèíåéíîãî áèíàð-
íîãî ãðàôà ñ ì è í è ì à ë ü í û ì ÷ è ñ ë î ì ï ó ò å é è ïðèìåíå-
íèè ìåòîäà, èçëîæåííîãî â ïåðâîì ïóíêòå ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà.

Òàê êàê â òàêèõ ËÁÃ äëÿ ÁÏÔ m = 0, òî äëÿ ËÑÁÃ â ýòîì ñëó÷àå
B = 2h + 1.

Ïðèìåð 16.8. Ïîñòðîèòü ËÑÁÃ äëÿ ÁÏÔ f x x x� 1 2 3] .
Ëèíåéíûé áèíàðíûé ãðàô ñ ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì ïóòåé ïðèâå-

äåí íà ðèñ. 16.3, ñòðóêòóðèðîâàííûé ÁÃ — íà ðèñ. 16.15, à ëèíåàðè-
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çîâàííûé ÑÁÃ ñ êîðîòêèìè ïåðåõîäàìè, ñîäåðæàùèé âñåãî ñåìü
âåðøèí, — íà ðèñ. 16.16.

Â ò î ð î é ï î ä õ î ä ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Çàïèøåì çàäàííóþ
ÁÏÔ â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ âåñîâ ïåðåìåííûõ. Ïîñëå ýòîãî çàìå-
íèì ïîäôîðìóëû â íåé ôðàãìåíòàìè ËÑÁÃ, èñïîëüçóÿ ñëåäóþùèå
ïðàâèëà:

1. f f f f f f� �0 2 1 2 1 2& ! ] (ðèñ. 16.17);
2. f f f f f f� �1 2 2 1 21! &] ] (ðèñ. 16.18);
3. f f f f f f� �1 2 2 1 20! & !] (ðèñ. 16.19);
4. f f f f f f� �1 2 1 2 1 2& ! !] ] (ðèñ. 16.20).

Ïðè ýòîì îòìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò ìåòîäà íåçàâèñèìûõ ôðàã-
ìåíòîâ (ðàçä. 16.3), â êîòîðîì ïðàâèëà îïðåäåëÿþò ñîîòâåòñò-
âóþùèå î ï å ð à ò î ð û, ïðèâåäåííûå ñîîòíîøåíèÿ ñîîòâåòñòâó-
þò ïðàâèëàì à ë ã å á ð û ë î ã è ê è.

Èç ýòèõ ïðàâèë ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå äëÿ ïåðâîé áóêâû ÁÏÔ íå-
îäíîçíà÷íî: åñëè îíà áåçûíâåðñíà, òî ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ ïðàâèëà
1 è 2, åñëè èíâåðñíà — ïðàâèëà 3 è 4.

Ýòîò ìåòîä ñòðîèò ËÑÁÃ ñ êîðîòêèìè ïåðåõîäàìè, ñîäåðæàùèé
2h + 1 âåðøèí, â êîòîðîì áóëåâû ïðèçíàêè îòñóòñòâóþò, à âñå áëîêè
ñîåäèíåíû ïîñëåäîâàòåëüíî. Îí íàçâàí ìåòîäîì çàâèñèìûõ ôðàã-
ìåíòîâ (ÌÇÔ), òàê êàê â ïîñòðîåííîì ñ åãî ïîìîùüþ ËÑÁÃ áëîêè,
ñîäåðæàùèå óñëîâíûå âåðøèíû, íåëüçÿ ìåíÿòü ìåñòàìè.

Ïðèìåð 16.9. Ïîñòðîèòü ËÑÁÃ äëÿ ÁÏÔ f x x x� 1 2 3] .
Ðàññìîòðèì ïîäôîðìóëó g x1 1� . Ïîëàãàÿ f f1 0� �( ), f x2 1� ,

âîñïîëüçóåìñÿ âòîðûì ïðàâèëîì. Â ðåçóëüòàòå ñòðîèòñÿ ïåðâûé
ôðàãìåíò ËÑÁÃ (ðèñ. 16.21).
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Ðàññìîòðèì ïîäôîðìóëó g 2 � g x1 2 . Ïîëàãàÿ f g1 1� , f x2 2� ,
âîñïîëüçóåìñÿ ïåðâûì ïðàâèëîì. Â ðåçóëüòàòå ñòðîèòñÿ âòîðîé
ôðàãìåíò ËÑÁÃ (ðèñ. 16.22).

Ðàññìîòðèì ïîäôîðìóëó f g x� 2 3] . Ïîëàãàÿ f g1 2� , f x2 3� ,
âîñïîëüçóåìñÿ âòîðûì ïðàâèëîì. Â ðåçóëüòàòå ñòðîèòñÿ èñêîìûé
ËÑÁÃ (ðèñ. 16.16).

16.2.2. Ìèíèìèçàöèÿ ÷èñëà âåðøèí

Ðàñøèðèì ÷èñëî òèïîâ ôðàãìåíòîâ, êîòîðûå ìîæíî ïðèìåíÿòü
ïðè ïîñòðîåíèè ÑÁÃ. Ïåðâûé òèï îáðàçóþò ôðàãìåíòû, ðåàëèçóþ-
ùèå êîíúþíêöèè, à âòîðîé — ôðàãìåíòû, ðåàëèçóþùèå äèçúþíê-
öèè. Â ýòèõ ôðàãìåíòàõ, â îòëè÷èå îò ðàññìîòðåííûõ âûøå, áëîêè,
ñîäåðæàùèå óñëîâíûå âåðøèíû, ÿâëÿþòñÿ âëîæåííûìè.

Íà ðèñ. 16.23 ïðèâåäåí ËÑÁÃ, ðåàëèçóþùèé êîíúþíêöèþ
f x x x� 1 2 3 , à íà ðèñ. 16.24 — äèçúþíêöèþ f x x x� 1 2 3] ] .

470

Ðèñ. 16.21

Ðèñ. 16.22

Ðèñ. 16.23 Ðèñ. 16.24



Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòè ËÑÁÃ ñ h + 2 âåðøèíàìè òàêæå ñîäåðæàò
òîëüêî êîðîòêèå ïåðåõîäû, òàê êàê â íèõ îòñóòñòâóþò «îõâàòûâàå-
ìûå» áëîêè, ñîåäèíåííûå ïîñëåäîâàòåëüíî. Ïðè ýòîì îòìåòèì, ÷òî
äëÿ óêàçàííûõ ôîðìóë ìåòîä, ðàññìîòðåííûé â ïðåäûäóùåì ðàçäå-
ëå, ñòðîèò ËÑÁÃ ñ áîëåå êîðîòêèìè ïåðåõîäàìè, êîòîðûå, îäíàêî,
ñîäåðæàò 2h + 1 âåðøèí.

Äëÿ óïðîùåíèÿ ïîñòðîåíèÿ ËÑÁÃ ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ ñîîòíî-
øåíèå

f f�! ,è

ãäå f è — ôîðìóëà, èíâåðñíàÿ çàäàííîé.
Ïðè ýòîì ïîñòðîåíèå ËÑÁÃ äëÿ ôîðìóëû f âûïîëíÿåòñÿ ïî

ËÑÁÃ äëÿ ôîðìóëû f è çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ ïîìåòîê âñåõ îïåðàòîð-
íûõ âåðøèí íà ïðîòèâîïîëîæíûå: f = 0 íà f = 1 è f = 1 íà f = 0.

Ïðèìåð 16.10. Ïîñòðîèòü ËÑÁÃ äëÿ ÁÏÔ f x x x�! (! ! )3 2 1] .
Òàê êàê f x x x�!( )3 2 1] , òî ïðåîáðàçóåì óêàçàííûì îáðàçîì

ËÑÁÃ íà ðèñ. 16.16. Èñêîìàÿ ËÑÁÃ ïðèâåäåíà íà ðèñ. 16.25.

Èñïîëüçîâàíèå ïðåäëîæåííûõ ðåàëèçàöèé äèçúþíêöèé è êîíú-
þíêöèé, à òàêæå ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ ïîçâîëÿåò ïðè h > 1 óìåíü-
øèòü îöåíêó ÷èñëà âåðøèí â ËÑÁÃ, ðåàëèçóþùèõ ÁÏÔ:

h + 2 m B m 2h.

Ïðè ýòîì íèæíÿÿ îöåíêà äîñòèãàåòñÿ äëÿ äèçúþíêöèé è êîíú-
þíêöèé, à âåðõíÿÿ îöåíêà ó÷èòûâàåò òîò ôàêò, ÷òî ëþáàÿ ÁÏÔ
ïðè åå çàïèñè â ïîðÿäêå íåóáûâàíèÿ âåñîâ ïåðåìåííûõ â îäíî-
òèïíîé ñ íåé ïîëîæèòåëüíî ìîíîòîííîé ôîðìóëå íà÷èíàåòñÿ ëè-
áî ñ äèçúþíêöèè, ëèáî ñ êîíúþíêöèè, ñîñòîÿùèõ ïî êðàéíåé ìåðå
èç äâóõ áóêâ è òðåáóþùèõ äëÿ ñâîåé ðåàëèçàöèè ÷åòûðåõ âåðøèí,
à íå ïÿòè, êàê â ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà çàâèñèìûõ ôðàãìåí-
òîâ.

Èç èçëîæåííîãî ñëåäóåò, ÷òî ðàññìîòðåííûé ïîäõîä ìîæåò áûòü
íàçâàí ìåòîäîì çàâèñèìûõ ôðàãìåíòîâ ñ îïòèìèçàöèåé (ÌÇÔÎ).

Ïðèìåð 16.11. Ðåàëèçîâàòü ÁÏÔ f x x x x x� 1 2 3 4 5( )] ] .
Ìåòîä çàâèñèìûõ ôðàãìåíòîâ ñòðîèò ËÑÁÃ ñ êîðîòêèìè ïåðåõî-

äàìè, ñîäåðæàùèé 11 âåðøèí (ðèñ. 16.26).
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Èñïîëüçóåì ÌÇÔÎ. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì çàäàííóþ áåñïîâòîðíóþ
ïîðîãîâóþ ôîðìóëó â âèäå:

f x x x x x g g� �1 2 3 4 5 1 2!(! ! ! ) ! .

Äëÿ ðåàëèçàöèè ïîäôîðìóëû g1 ïðèìåíèì âòîðîå ñîîòíîøåíèå
äëÿ ÌÇÔ, à äëÿ ôîðìóëû â öåëîì — òðåòüå (ðèñ. 16.27).

Ðåàëèçóÿ êîíúþíêöèè, êàê èçëîæåíî âûøå, ïîëó÷èì èñêîìûé
ËÑÁÃ ñ êîðîòêèìè ïåðåõîäàìè, ñîäåðæàùèé â î ñ å ì ü âåðøèí
(ðèñ. 16.28).

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñ ïîìîùüþ ÌÇÔÎ ìîãóò áûòü ðåàëèçîâà-
íû íåïîðîãîâûå áåñïîâòîðíûå ÁÔ (ÁÁÔ), åñëè îíè èìåþò áåñïîâ-
òîðíûé îáðàç, ò.å. ñâîäÿòñÿ ê ÁÏÔ ëèáî ïîñëå çàìåíû îäèíî÷íûìè
áóêâàìè îòäåëüíûõ äèçúþíêöèé èëè êîíúþíêöèé â çàäàííîé ÁÁÔ
èëè åå èíâåðñèè, ëèáî ïîñëå, ïî êðàéíåé ìåðå, ÷àñòè÷íîãî ðàñêðû-
òèÿ ñêîáîê â ÁÁÔ èëè åå èíâåðñèè. Â ïåðâîì ñëó÷àå ñòðîèòñÿ áåñ-
ïîâòîðíûé ËÑÁÃ, à âî âòîðîì — ïîâòîðíûé.

Ïðèìåð 16.12. Ðåàëèçîâàòü íåïîðîãîâóþ ÁÁÔ

f x x x x x x� ( ) ( ) .1 2 3 4 5 6] ]
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Ïîñòðîèì äëÿ ýòîé ÁÁÔ ïîðîãîâûé îáðàç f z z z� ( )1 2 3] è ðåà-
ëèçóåì åãî ËÑÁÃ (ðèñ. 16.29). Ðåàëèçóÿ ïîäôîðìóëû z1 , z 2 , z 3 , ïî-
ñòðîèì èñêîìûé áåñïîâòîðíûé ËÑÁÃ (ðèñ. 16.30).

Ïðèìåð 16.13. Ðåàëèçîâàòü íåïîðîãîâóþ ÁÁÔ

f x x x x x x� ( ) ( ) .1 2 3 4 5 6] ]

Â äàííîì ñëó÷àå ïîðîãîâûé îáðàç èìååò èíâåðñèÿ ýòîé ôîðìóëû
ïðè åå çàïèñè â âèäå: � �! ! !( )! ! ! ! ! .f x x x x x x x� 1 2 3 4 6 5 6] ] Òàêèì
îáðàçîì, â äàííîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî ïîâòîðíàÿ ðåàëèçàöèÿ ÁÁÔ
(ðèñ. 16.31).

Èññëåäîâàíèÿ, âûïîëíåííûå àâòîðîì, ïîêàçàëè, ÷òî:
ïðè h m 6 ïðîèçâîëüíàÿ ÁÁÔ ïðè ïðèìåíåíèè óêàçàííûõ ìåòî-

äîâ â îòäåëüíîñòè ðåàëèçóåòñÿ áåñïîâòîðíûì ËÑÁÃ;
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ïðè h = 7 ñóùåñòâóþò äâà èç 180 ïðåäñòàâèòåëåé PN-òèïîâ
ÁÁÔ, êîòîðûå ýòèìè ìåòîäàìè, èñïîëüçóåìûìè â îòäåëüíîñòè, íå
ðåàëèçóþòñÿ áåñïîâòîðíûìè ËÑÁÃ. Ýòè ïðåäñòàâèòåëè òèïîâ èìå-
þò âèä:

f x x x x x x x� ( ) ( )1 2 3 4 5 6 7] ] è

f x x x x x x x� ( ) ( ) ( ) .1 2 3 4 5 6 7] ] ] ]

16.2.3. Ñìåøàííûé ìåòîä

Äëÿ óìåíüøåíèÿ ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè íåêîòîðûõ ôîðìóë, è â
÷àñòíîñòè äëÿ îáåñïå÷åíèÿ áåñïîâòîðíîñòè ðåàëèçàöèè ïðè h = 7 â
êëàññå ËÑÁÃ ñ äëèííûìè ïåðåõîäàìè, èñïîëüçóåì ñîâìåñòíî
ÌÇÔÎ è ìåòîä íåçàâèñèìûõ ôðàãìåíòîâ (ÌÍÔ), êîòîðûé áóäåò
ðàññìîòðåí â ðàçä. 16.3.

Ïðèìåð 16.14. Ðåàëèçîâàòü ÁÁÔ

f x x x x x x x� ( ) ( ) .1 2 3 4 5 6 7] ]

Ïðåäñòàâèì ýòó ôîðìóëó â âèäå:

� �f x x x x x x x z z z� �( )! (! ! ) ( ) .1 2 3 4 7 5 6 1 2 3] ] ]

Ðåàëèçóÿ ïîðîãîâûé îáðàç ñ ïîìîùüþ ÌÇÔÎ, à ïîäôîðìóëû z1 ,
z 2 , z 3 ñ ïîìîùüþ ÌÍÔ, ïîñòðîèì áåñïîâòîðíûé ËÑÁÃ (ðèñ. 16.32).

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ÁÁÔ f x x x x x x x� ( ) ( ) ( )1 2 3 4 5 6 7] ] ] ] ñ
ïîìîùüþ ñìåøàííîãî ìåòîäà òàêæå ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà áåñ-
ïîâòîðíûì ËÑÁÃ.

Òàêèì îáðàçîì, èç èçëîæåííîãî ñëåäóåò, ÷òî ïðè h m 7 ïðîèç-
âîëüíàÿ ÁÁÔ ðåàëèçóåòñÿ áåñïîâòîðíûì ËÑÁÃ. Ïðè ýòîì ìîæíî ïî-
êàçàòü, ÷òî:

ïðè h m 5 ïðîèçâîëüíàÿ ÁÁÔ ðåàëèçóåòñÿ áåñïîâòîðíûì ËÑÁÃ ñ
êîðîòêèìè ïåðåõîäàìè, ÷èñëî âåðøèí â êîòîðûõ íå ïðåâûøàåò 2h;
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ïðè h m 7 ïðîèçâîëüíàÿ ÁÁÔ ðåàëèçóåòñÿ áåñïîâòîðíûì ËÑÁÃ
ñ äëèííûìè ïåðåõîäàìè, ÷èñëî âåðøèí â êîòîðûõ íå ïðåâûøàåò
2h – 1.

Â çàêëþ÷åíèå ðàçäåëà îòìåòèì, ÷òî íà îñíîâå ïðàâèë, ðàññìîò-
ðåííûõ â ðàçä. 16.3, êàæäûé èç ðàññìîòðåííûõ ËÑÁÃ ìîæåò áûòü
îïèñàí îïåðàòîðîì ñòðóêòóðû. Ýòè îïåðàòîðû áóäóò ïðèìåíåíû â
ðàçä. 16.5.5 ïðè ðåàëèçàöèè ñèñòåì ôîðìóë.

16.2.4. Èñïîëüçîâàíèå ðàçëîæåíèÿ Øåííîíà

Ïðèìåíåíèå ýòîãî ðàçëîæåíèÿ ïîçâîëÿåò óïðîñòèòü ËÑÁÃ äëÿ
íåêîòîðûõ ôîðìóë. Ýòî ðàçëîæåíèå öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü
äëÿ ÁÁÔ âèäà f x Fi� ] èëè f x Fi� , åñëè íà÷àëüíàÿ îïåðàòîðíàÿ
âåðøèíà ïðè ðåàëèçàöèè ôðàãìåíòà F ïîëó÷åíà â âèäå f �1èëè f � 0
ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì ê çàäàííîé ÁÁÔ ïðèìåíÿåòñÿ ðàçëîæåíèå
Øåííîíà ïî ïåðåìåííîé x i ; ñòðîèòñÿ ËÑÁÃ äëÿ ôðàãìåíòà F; îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ ïîäúåì ââåðõ îäèíàêîâûõ îïåðàòîðíûõ âåðøèí, ñâÿ-
çàííûõ ñ óñëîâíîé âåðøèíîé, ðåàëèçóþùåé óêàçàííîå ðàçëîæåíèå.

Ïðèìåð 16.15. Ðåàëèçîâàòü ÁÏÔ

�f x x x x x� ( )1 2 3 4 5] ] ] �x x6 7 .

Âûïîëíèì ðàçëîæåíèå Øåííîíà ïî ïåðåìåííîé x 7 è ïðåîáðàçó-
åì íåêîíñòàíòíóþ îñòàòî÷íóþ ê âèäó, óäîáíîìó äëÿ ïðèìåíåíèÿ
ÌÇÔÎ:

� �f x x x x x x x x� 0 7 4 5 1 2 3 6 7& ! !(! ! ! ) .] ]

Ðåàëèçóåì íåêîíñòàíòíóþ îñòàòî÷íóþ ñ íà÷àëüíîé âåðøèíîé f = 0.
Äëÿ ôîðìóëû â öåëîì ýòó ÎÂ ìîæíî âûíåñòè ââåðõ (ðèñ. 16.33).

Ýòîò ËÑÁÃ ñîäåðæèò 11 âåðøèí, â òî âðåìÿ êàê ÌÇÔÎ è ÌÍÔ â
îòäåëüíîñòè ñòðîÿò â ýòîì ñëó÷àå ãðàô-ñõåìû ñ 12 âåðøèíàìè.
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16.2.5. Èñïîëüçîâàíèå áóëåâûõ ïðèçíàêîâ

Ñíèæåíèå òðóäîåìêîñòè ïîñòðîåíèÿ ËÑÁÃ ïðè h l 8 äîñòèãàåò-
ñÿ çà ñ÷åò ïðèìåíåíèÿ áóëåâûõ ïðèçíàêîâ. Ïðè ýòîì ïðåäëàãàåòñÿ
äâà ïîäõîäà: èñïîëüçîâàíèå «ïîðîãîâûõ ýëåìåíòîâ» è èñïîëüçîâà-
íèå «ìíîãîôóíêöèîíàëüíûõ ëîãè÷åñêèõ ìîäóëåé».

Ïðè ïðèìåíåíèè ïåðâîãî èç íèõ çàäàííàÿ ÁÁÔ ïðåäñòàâëÿåòñÿ
ñóïåðïîçèöèåé áåñïîâòîðíûõ ïîðîãîâûõ ôîðìóë, êàæäàÿ èç êîòî-
ðûõ ðåàëèçóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ÌÇÔÎ. Ïîñòðîåííûå ôðàãìåíòû ñîåäè-
íÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëî
âåðøèí â ËÑÁÃ ñ êîðîòêèìè ïåðåõîäàìè îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøå-
íèåì

h + 2 m B m 2(h + [h 2] – 1).

Ïðèìåð 16.16. Ðåàëèçîâàòü ÁÁÔ f x x x x� ( ) ( )1 2 3 4] ] .
Ïðåäñòàâèì ýòó ôîðìóëó ñóïåðïîçèöèåé âèäà:

f x x x x1 1 2 1 2� �] !(! ! ) , f f x x x x f� �1 3 4 3 4 1( ) !(! ! ) .]

Ðåàëèçóåì ýòó ñóïåðïîçèöèþ ñ ïîìîùüþ ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà
(ðèñ. 16.34).

Ïðè èñïîëüçîâàíèè âòîðîãî ïîäõîäà, ïðèìåíÿÿ ôîðìóëüíûé
ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ñõåì (ãë. 2), ïðåäñòàâèì çàäàííóþ ÁÁÔ â âèäå
ñóïåðïîçèöèè áåñïîâòîðíûõ áóëåâûõ ôîðìóë, êàæäàÿ èç êîòîðûõ
ñîäåðæèò íå áîëåå q áóêâ. Ðåàëèçóåì êàæäóþ èç ýòèõ ôîðìóë ñ ïî-
ìîùüþ ËÑÁÃ. Ñîåäèíÿÿ ýòè ËÑÁÃ ïîñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷èì èñêî-
ìûé ËÑÁÃ. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòîò ìåòîä ñòðîèò:

ËÑÁÃ ñ êîðîòêèìè ïåðåõîäàìè, ÷èñëî âåðøèí â êîòîðûõ óäîâ-
ëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

h + 2 m B m ] . ( )[ ;2 8 1h �

ËÑÁÃ ñ äëèííûìè ïåðåõîäàìè, ÷èñëî âåðøèí â êîòîðûõ óäîâ-
ëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

h + 2 m B m ] . ( )[ .2 28 1h �
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Ïðèìåð 16.17. Ðåàëèçîâàòü ÁÁÔ

f x x x x x x x x� ( ) ( ) ( ) ( ) .1 2 3 4 5 6 7 8] ] ] ] ]

Ïðè q = 5 ïðåäñòàâèì çàäàííóþ ÁÁÔ â âèäå ñóïåðïîçèöèè ôîð-
ìóë:

f x x x x x x x x1 1 2 3 4 1 2 3 4� �( ) ( ) !(! ! )!(! ! ) ,] ]

f f x x x x f x x x x� �1 5 6 7 8 1 5 6 7 8] ] ] ]( ) ( ) !(! ! )!(! ! ) .

Ïðè ýòîì çàäàííàÿ ÁÁÔ ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà ËÑÁÃ ñ êîðîò-
êèìè ïåðåõîäàìè, ïðåäñòàâëåííûì íà ðèñ. 16.35.

16.2.6. Èñïîëüçîâàíèå âûõîäíîé ïåðåìåííîé
â êà÷åñòâå áóëåâà ïðèçíàêà

Ýòîò ìåòîä ñòðîèò áåñïîâòîðíûå ËCÁÃ, èñïîëüçóÿ ïðèâåäåííûå
íèæå ñîîòíîøåíèÿ.

Íà ðèñ. 16.36 ïðèâåäåíà ñòðóêòóðà, ðåàëèçóþùàÿ ñîîòíî-
øåíèå

f f f f f f f� �1 1 2 1 1 2! .]

Ýòà ñòðóêòóðà óïðîùàåòñÿ ïðè çàìåíå â óñëîâíîé âåðøèíå ïî-
ìåòêè f 1 íà f (ðèñ. 16.37).
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Íà ðèñ. 16.38 ïðèâåäåíà ñòðóêòóðà, ðåàëèçóþùàÿ ñîîòíîøåíèå:

f f f f f f f� �2 1 1 1 1 2! .] ]

Ýòà ñòðóêòóðà óïðîùàåòñÿ ïðè çàìåíå â óñëîâíîé âåðøèíå ïî-
ìåòêè f 1 íà f (ðèñ. 16.39).

Ýòè ñòðóêòóðû ïîçâîëÿþò çà ñ÷åò ïðèìåíåíèÿ óñëîâíîé âåðøè-
íû ñ ïîìåòêîé f ïðèñîåäèíÿòü ïîäôîðìóëó f 2 ê âû÷èñëåííîé ïîä-
ôîðìóëå f 1 .

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî èçëîæåííûé ìåòîä ñòðîèò ËÑÁÃ ñ äëèí-
íûìè ïåðåõîäàìè, ÷èñëî âåðøèí â êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíî-
øåíèåì

B m ] . [ .2 25 1h �
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Ïðèìåð 16.18. Ðåàëèçîâàòü ÁÁÔ, ïðèâåäåííóþ â ïðåäûäóùåì
ïðèìåðå.

Âûäåëèì â çàäàííîé ÁÁÔ äâå ïîäôîðìóëû:

f x x x x x x x x1 1 2 3 4 1 2 3 4� �( ) ( ) !(! ! )!(! ! ) ,] ]

f x x x x x x x x2 5 6 7 8 5 6 7 8� �( ) ( ) !(! ! )!(! ! ) .] ]

Òàê êàê â äàííîì ñëó÷àå f f f� 1 2] , òî èñïîëüçóåì ÷åòâåðòóþ
ñòðóêòóðó (ðèñ. 16.39) è çàìåíèì â íåé îïåðàòîðíûå âåðøèíû ñ ïî-
ìåòêàìè f 1 è f 2 èõ ðåàëèçàöèÿìè (ðèñ. 16.40).

Ýòîò ËÑÁÃ ñîäåðæèò ìåíüøåå ÷èñëî âåðøèí ïî ñðàâíåíèþ ñ
ãðàôîì, ïðèâåäåííûì íà ðèñ. 16.35.

16.3. Ìåòîä íåçàâèñèìûõ ôðàãìåíòîâ

Ýòîò ìåòîä ïîçâîëÿåò ïî çàäàííîé ÁÔ â áàçèñå {&, ], !} îïðåäå-
ëÿòü îïåðàòîð ñòðóêòóðû (ÎÑ), ïî êîòîðîìó èçîìîðôíî ñòðîèòñÿ
ñòðóêòóðèðîâàííûé áèíàðíûé ãðàô (ÑÁÃ).

Ýòîò ìåòîä â íåêîòîðîì ñìûñëå ýêâèâàëåíòåí ìåòîäó ïîñòðîå-
íèÿ ïàðàëëåëüíî-ïîñëåäîâàòåëüíîé êîíòàêòíîé ñõåìû ïî ÁÔ â óêà-
çàííîì áàçèñå, òàê êàê ïðè ìèíèìèçàöèè ÎÑ ïî ÷èñëó áóêâ ìèíèìè-
çèðóåòñÿ òàêæå è ÷èñëî âåðøèí â ÑÁÃ.

Ïðè ýòîì åñëè îïåðàòîð ñòðóêòóðû ñîäåðæèò â ïðàâîé ÷àñòè h2

áóêâ, òî è ËÑÁÃ ñîäåðæèò h2 âåðøèí.
Åñëè ïî ÎÑ ìîæåò áûòü ïîñòðîåí íå òîëüêî ËÑÁÃ, íî è ÑÁÃ, òî

ïîñëåäíèé ñîäåðæèò ÷èñëî âåðøèí ìåíüøåå ÷åì h2 .
Ìåòîä ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.
1. Çàäàííàÿ ÁÔ èç h áóêâ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ÄÍÔ èç h1 áóêâ, ñîñòî-

ÿùåé èç t êîíúþíêöèé (h1 l h).
2. Â ÄÍÔ êîíúþíêöèÿ k i (i = 1, … , t ) ïîìå÷àåòñÿ ñèìâîëîì f.
3. Ñîñòàâëÿåòñÿ ÎÑ âèäà F f k f k ft�! | | ... | .1

4. Îïåðàòîð ñòðóêòóðû èçîìîðôíî ðåàëèçóåòñÿ ñ ïîìîùüþ
ËÑÁÃ ñ êîðîòêèìè ïåðåõîäàìè, ÷èñëî âåðøèí â êîòîðîì îïðåäåëÿ-
åòñÿ ñîîòíîøåíèåì

h h t2 1 1� � � .

479

Ðèñ. 16.40



Òàê êàê â [9] ïîêàçàíî, ÷òî

t m 3 3h ,

òî

h2 m h1 + 3 3h + 1.

Äëÿ áóëåâûõ ôîðìóë ñ ìàêñèìàëüíûì ÷èñëîì òåðìîâ

h1 m ] [h h3 3 3� .

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ýòîãî êëàññà ôîðìóë

h2 m ( ] [ ) .h h3 1 3 13� � �

5. È íàêîíåö, åñëè îïåðàòîð ñòðóêòóðû ïðîìèíèìèçèðîâàòü çà
ñ÷åò âûíîñà âëåâî çà ñêîáêè ïîâòîðÿþùèõñÿ ñèìâîëîâ âõîäíûõ ïå-
ðåìåííûõ è (èëè) èõ èíâåðñèé, òî ìèíèìèçèðîâàííûé ÎÑ (ÌÎÑ) èç
h3 áóêâ (h3 m h2 ) ìîæåò áûòü èçîìîðôíî ðåàëèçîâàí ËÑÁÃ ñ äëèí-
íûìè ïåðåõîäàìè, ñîñòîÿùèì èç h3 âåðøèí, ëèáî ÑÁÃ, ÷èñëî âåð-
øèí â êîòîðîì ìåíüøå ÷åì h3 .

Ïðè ýòîì îòìåòèì, ÷òî â ÌÎÑ áóäåì èñïîëüçîâàòü òîëüêî êðóã-
ëûå ñêîáêè, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíîé ãëóáèíû.

Ïåðåõîä îò îïåðàòîðà ñòðóêòóðû èëè ìèíèìèçèðîâàííîãî ÎÑ ê
ËÑÁÃ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ çàìåí ôðàãìåíòîâ
îïåðàòîðîâ íà óïðàâëÿþùèå êîíñòðóêöèè (ÓÊ): ôðàãìåíò F1 | F2 —
íà ÓÊ íà ðèñ. 16.41; ôðàãìåíò x Fi — íà ÓÊ íà ðèñ. 16.42; ôðàãìåíò
!x Fi — íà ÓÊ íà ðèñ. 16.43.

Ïðè ýòîì îòìåòèì, ÷òî åñëè ÎÑ (èëè ÌÎÑ) ñîäåðæèò ôðàã-
ìåíò ! |x F x Fi i1 2 , òî îí ðåàëèçóåòñÿ ñòðóêòóðîé, ïðåäñòàâëåííîé íà
ðèñ. 16.44.
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Åñëè â îïåðàòîðå ôðàãìåíò ! |x F x Fi i1 2 çàìåíèòü íà ôðàãìåíò
[!x F x Fi i1 2] ], òî ïîëó÷èì îïåðàòîð ñ êâàäðàòíûìè ñêîáêàìè. Ñî-
ïîñòàâèì ôðàãìåíòó ñ êâàäðàòíûìè ñêîáêàìè ñòðóêòóðó, ïðåäñòàâ-
ëåííóþ íà ðèñ. 16.45.

Ïðèìåð 16.19. Ðåàëèçîâàòü áóëåâó ôîðìóëó f x x x� 1 2 3( )] .
Îïåðàòîð ñòðóêòóðû â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä: F f x x f�! | |1 2

| x x f1 3 . Ýòîò îïåðàòîð ðåàëèçóåòñÿ ËÑÁÃ ñ êîðîòêèìè ïåðåõîäàìè,
ñîäåðæàùèì ñåìü âåðøèí (ðèñ. 16.46).

Âûíîñÿ ïåðåìåííóþ x1 âëåâî çà ñêîáêè, ïîñòðîèì ÌÎÑ: F f�! |
| ( | )x x f x f1 2 3 , êîòîðûé ðåàëèçóåòñÿ ËÑÁÃ ñ äëèííûì ïåðåõîäîì,
ñîäåðæàùèì øåñòü âåðøèí (ðèñ. 16.47).

Ïðèìåð 16.20. Ðåàëèçîâàòü áóëåâó ôîðìóëó f x x x�! ! !1 2 3 ]
] x x x1 2 3 .

Îïåðàòîð ñòðóêòóðû â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä F f x x x f�! |! ! ! |1 2 3

| x x x f1 2 3 è ðåàëèçóåòñÿ ËÑÁÃ ñ êîðîòêèìè ïåðåõîäàìè, ñîäåðæàùèì
äåâÿòü âåðøèí.
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Åñëè ïîñòðîèòü îïåðàòîð ñòðóêòóðû ñ êâàäðàòíûìè ñêîáêàìè

F f x x x f x x x f�! | [! ! ! ],1 2 3 1 2 3]

òî îí ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí ÑÁÃ ñ âîñåìüþ âåðøèíàìè (ðèñ. 16.48).

Êëàññ ÑÁÃ, êîòîðûé ñòðîèòñÿ ðàññìàòðèâàåìûì ìåòîäîì, ìîæåò
áûòü ðàñøèðåí, åñëè ýòîò ìåòîä ïðèìåíÿòü íå òîëüêî ê ÄÍÔ çàäàí-
íîé ôóíêöèè, íî è ê ÄÍÔ åå èíâåðñèè, ñîäåðæàùåé t1 êîíúþíêöèé.
Ïðè ýòîì îïåðàòîð ñòðóêòóðû ÄÍÔ èíâåðñèè çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

F f k f k f
tè

è è� | ! | ... | ! .
1 1

Ïðèìåð 16.21. Ðåàëèçîâàòü áóëåâó ôîðìóëó f x x x� 1 2 3 .
Â ýòîì ñëó÷àå îïåðàòîð ñòðóêòóðû èìååò âèä F f x x x f�! | 1 2 3 è

ðåàëèçóåòñÿ ËÑÁÃ ñ êîðîòêèìè ïåðåõîäàìè, ïðåäñòàâëåííûì íà
ðèñ. 16.23. Òåëî ýòîãî ãðàôà ñîñòîèò èç âëîæåííûõ óïðàâëÿþùèõ
êîíñòðóêöèé «íåïîëíûé âûáîð».

Åñëè ïîñòðîèòü îïåðàòîð ñòðóêòóðû ÄÍÔ èíâåðñèè (F fè � |
| ! ! |! ! |! !x f x f x f1 2 3 ), òî ýòîò îïåðàòîð ðåàëèçóåòñÿ ËÑÁÃ ñ åùå
áîëåå êîðîòêèìè ïåðåõîäàìè, òàê êàê â íåì âñå áëîêè ñîåäèíåíû
òîëüêî ïîñëåäîâàòåëüíî (ðèñ. 16.49).
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Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî âûøå áûëî ïîêàçàíî êàê ïî îïåðàòî-
ðó ñòðóêòóðû, â ÷àñòíîñòè, ïîñòðîèòü ËÑÁÃ. Åñòåñòâåííî, ìî-
æåò áûòü âûïîëíåí è îáðàòíûé ïåðåõîä: ïî ËÑÁÃ, ïîñòðîåííî-
ìó ëþáûì ìåòîäîì, âñåãäà ìîæåò áûòü ïîñòðîåí îïåðàòîð ñòðóê-
òóðû.

Àíàëèç ðåàëèçàöèé ÁÏÔ è èõ èíâåðñèé, ïîñòðîåííûõ ñ ïîìî-
ùüþ ìåòîäà íåçàâèñèìûõ ôðàãìåíòîâ, ïîêàçàë, ÷òî äëÿ êàæäîé ïà-
ðû òàêèõ ôîðìóë ñóììàðíîå ÷èñëî âåðøèí â ËÑÁÃ, èõ ðåàëèçóþ-
ùèõ, óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

B = 3(h + 1).

Èçëîæåííûé ìåòîä íàçâàí ìåòîäîì íåçàâèñèìûõ ôðàãìåíòîâ,
òàê êàê ïðàâèëüíîñòü ïîñòðîåíèÿ ñ åãî ïîìîùüþ áèíàðíûõ ãðàôîâ
íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà ðàñïîëîæåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíåííûõ
áëîêîâ, ñîäåðæàùèõ óñëîâíûå âåðøèíû.

Èäåÿ ìåòîäà è åãî íàçâàíèå áûëè ïðåäëîæåíû â [10], à èñïîëüçó-
åìûé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò è âîçìîæíîñòü åãî ïðèìåíåíèÿ ê
ÄÍÔ èíâåðñèè çàäàííîé ôóíêöèè — â [7, 11].

16.4. Ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ áèíàðíûõ ãðàôîâ
äëÿ îäíîé áóëåâîé ôóíêöèè

16.4.1. Ðàñïðåäåëèòåëüíûé ìåòîä

Ïðåäëîæèì ìåòîä, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ñòðîèòü áèíàðíûé ãðàô
(ÁÃ), â êîòîðîì óðîâíè óñëîâíûõ âåðøèí, ðàññìàòðèâàåìûå îò êîð-
íÿ ãðàôà, ñîîòâåòñòâóþò âõîäíûì ïåðåìåííûì â òàáëèöå èñòèííî-
ñòè (ÒÈ), ÷èòàåìûì â íåé ñïðàâà íàëåâî.

Ìåòîä ñîñòîèò â ðàñïðåäåëåíèè â óñëîâíîé âåðøèíå x i äâóõ
÷àñòåé ñòîëáöà çíà÷åíèé èëè åãî îñòàòêà. Ïðè ýòîì ÷àñòü, ñîîò-
âåòñòâóþùóþ x i � 0, îáðàçóþò çíà÷åíèÿ ôóíêöèè èëè åå îñ-
òàòêà ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè, à ÷àñòü, ñîîòâåòñòâóþùóþ x i �1,
îáðàçóþò çíà÷åíèÿ ôóíêöèè èëè åå îñòàòêà ñ íå÷åòíûìè íîìå-
ðàìè.

Ìåòîä ñòðîèò áèíàðíûå ãðàôû, â êîòîðûõ íà êàæäîì ïóòè îò
âõîäà ê âûõîäó êàæäàÿ âõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ âñòðå÷àåòñÿ â óñëîâíîé
âåðøèíå íå áîëåå îäíîãî ðàçà, à êàæäûé ïóòü çàâåðøàåòñÿ â îïåðà-
òîðíîé âåðøèíå.

Ïðèìåð 16.22. Ðåàëèçîâàòü áóëåâó ôóíêöèþ f x x x( , , )3 2 1 �
� 0011 1101 T.

Ïîñòðîåíèå èñêîìîãî áèíàðíîãî ãðàôà ñ ñåìüþ âåðøèíàìè âû-
ïîëíåíî íà ðèñ. 16.50.

Èçìåíèì ïîðÿäîê âõîäíûõ ïåðåìåííûõ â òàáëèöå èñòèííîñòè íà
ïðîòèâîïîëîæíûé.
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Ïðèìåð 16.23. Ðåàëèçîâàòü áóëåâó ôóíêöèþ f x x x( , , )1 2 3 �
� 0110 0111 T.

Ïîñòðîåíèå èñêîìîãî áèíàðíîãî ãðàôà ñ øåñòüþ âåðøèíàìè âû-
ïîëíåíî íà ðèñ. 16.51.

Òàêèì îáðàçîì, ïåðåñòàíîâêà âõîäíûõ ïåðåìåííûõ â òàáëèöå
èñòèííîñòè ïîçâîëèëà óïðîñòèòü áèíàðíûé ãðàô.

16.4.2. Êàíîíè÷åñêèé ìåòîä Áëîõà

Ðàññìîòðèì ìåòîä [12], êîòîðûé ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ÁÃ, â êîòî-
ðîì óðîâíè ÓÂ, ðàññìàòðèâàåìûå îò êîðíÿ ãðàôà, ñîîòâåòñòâóþò
âõîäíûì ïåðåìåííûì â ÒÈ, ÷èòàåìûì â íåé ñëåâà íàïðàâî.

Ýòîò ìåòîä ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ýòàïîâ:
— ïîñòðîåíèå êàíîíè÷åñêîé ñòðóêòóðû (ÊÑ) ïî òàáëèöå èñòèí-

íîñòè;
— êîäèðîâàíèå êóñòîâ ÊÑ öèôðàìè. Ïðè ýòîì êóñòû ïåðâî-

ãî óðîâíÿ êîäèðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: | |00 0T  ; | |01 2T  ;

| |10 3T  ; | |11 1T  . Ïîñëå ýòîãî åñëè êîðíè êóñòà ïîìå÷åíû îäèíà-
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êîâûìè öèôðàìè, òî è åãî âåðøèíà ïîìå÷àåòñÿ òîé æå öèôðîé. Â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå äëÿ ïîìåòêè âåðøèíû ïðèìåíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ
ïî çíà÷åíèþ öèôðà, êîòîðàÿ ïðè êîäèðîâàíèè ïðåäûäóùèõ êóñòîâ
åùå íå áûëà èñïîëüçîâàíà;

— îáúåäèíåíèå êóñòîâ, ïîìå÷åííûõ îäèíàêîâûìè öèôðàìè;
— ïîñòðîåíèå ïî ìèíèìèçèðîâàííîé ÊÑ èçîìîðôíîãî ÁÃ.
Ïðè ýòîì îòìåòèì, ÷òî åñëè ìàêñèìàëüíûé íîìåð â ÊÑ ðàâåí N,

òî ÷èñëî âåðøèí â ïîñòðîåííîì ïî íåé áèíàðíîì ãðàôå îïðåäåëÿåò-
ñÿ ñîîòíîøåíèåì

B = N + 1.

Ïðèìåð 16.24. Ðåàëèçîâàòü áóëåâó ôóíêöèþ f x x x( , , )1 2 3 �
� 0110 0111

T.

Íà ðèñ. 16.52 ïðèâåäåíà ÊÑ ñ N = 6, à íà ðèñ. 16.50 — èñêî-
ìûé áèíàðíûé ãðàô, ñîäåðæàùèé ñåìü âåðøèí.

Ïðèìåð 16.25. Ðåàëèçîâàòü áóëåâó ôóíêöèþ f x x x( , , )3 2 1 �
� 0011 1101

T.

Íà ðèñ. 16.53 ïðèâåäåíà ÊÑ ñ N = 5, à íà ðèñ. 16.51 — èñêîìûé
áèíàðíûé ãðàô, ñîäåðæàùèé øåñòü âåðøèí.

Èç èçëîæåííîãî ñëåäóåò, ÷òî ïðèìåíåíèå êàíîíè÷åñêîãî è ðàñ-
ïðåäåëèòåëüíîãî ìåòîäîâ ê îäíîé è òîé æå òàáëèöå èñòèííîñòè ïî-
çâîëÿåò áåç èçìåíåíèÿ ïîðÿäêà ïåðåìåííûõ â íåé ñ ò ð î è ò ü ä â à
áèíàðíûõ ãðàôà è âûáèðàòü ïðîñòåéøèé èç íèõ.
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Êàíîíè÷åñêèé ìåòîä ïîçâîëÿåò ñòðîèòü òàêæå ñòðóêòóðèðîâàí-
íûå ÁÃ, ÷èñëî âåðøèí â êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

2n + 1 m B m 3 2 1� �n .

Ïîñëå ïîñòðîåíèÿ ÑÁÃ îí ìîæåò áûòü óïðîùåí çà ñ÷åò ïîäúåìà
ââåðõ òåõ ÎÂ, êîòîðûõ â ïîñòðîåííîì ãðàôå áîëüøå.

Ïðèìåð 16.26. Ðåàëèçîâàòü ÁÔÓ

f x x x x x x
T

( , , ) .1 2 3 1 2 30111 1111� � ] ]

Ïîñòðîåíèå ÑÁÃ ïî ÊÑ âûïîëíåíî íà ðèñ. 16.54. Ïîñëå âûíîñà
ÎÂ ñ ïîìåòêîé f = 1 ââåðõ ïîëó÷àåòñÿ ÑÁÃ ñ ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì
âåðøèí, ðàâíûì ïÿòè (ðèñ. 16.24).

Â çàêëþ÷åíèå ðàçäåëà îòìåòèì, ÷òî åñëè ÁÔÓ f x x x( , , )1 2 3 �
�| |0000 0111 T ðåàëèçóåòñÿ ðàññìàòðèâàåìûì ìåòîäîì áåñïîâòîð-
íûì ÁÃ, ñîñòîÿùèì èç ïÿòè âåðøèí, êîòîðûé èçîìîðôåí ïëàíàðíî-
ìó ËÁÃ, ïîñòðîåííîìó ïî ôîðìóëå f x x x� 1 2 3( )] , òî ýòà ÁÔÓ, çà-

ïèñàííàÿ êàê f x x x T( , , ) | |3 1 2 0001 0011� , ðåàëèçóåòñÿ ýòèì ìåòî-
äîì íåïëàíàðíûì ïîâòîðíûì ÁÃ, ñîñòîÿùèì èç øåñòè âåðøèí.

16.4.3. Ðåàëèçàöèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé
ëèíåéíûìè áèíàðíûìè ãðàôàìè

Â ðàçä. 15.1 ïîêàçàíî, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ ÁÁÔ â áàçèñå {&, ], !}
ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà êàê áåñïîâòîðíûì ïëàíàðíûì ËÁÃ, òàê è
áåñïîâòîðíîé ïàðàëëåëüíî-ïîñëåäîâàòåëüíîé êîíòàêòíîé ñõåìîé.

Èçâåñòíî [13] òàêæå, ÷òî íåêîòîðûå ïîâòîðíûå ÁÔ ìîãóò áûòü
ðåàëèçîâàíû áåñïîâòîðíûìè êîíòàêòíûìè ñõåìàìè, êîòîðûå ÿâëÿ-
þòñÿ ìîñòèêîâûìè.

Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóþò ïîâòîðíûå ÁÔ, ðåàëèçóþùèåñÿ áåñ-
ïîâòîðíûìè ËÁÃ, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ïëàíàðíûìè ïðè ðàññìîòðå-
íèè èõ â êà÷åñòâå áëîêîâ ñ îäíèì âõîäîì è îäíèì âûõîäîì [3].
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Ïðèìåð 16.27. Ðåàëèçîâàòü ïîâòîðíóþ áóëåâó ôîðìóëó f x x�! 1 2 ]
] ]( )x x x1 3 4 áåñïîâòîðíûì ËÁÃ.

Ýòà ÁÔ ñîîòâåòñòâóåò áóëåâîé ôóíêöèè

f x x x x
T

( , , , ) .1 2 3 4 0001 1111 0101 0101�

Ïîñòðîèì ïî ýòîé ÁÔÓ êàíîíè÷åñêóþ ñõåìó (ðèñ. 16.55) è ïðå-
îáðàçóåì åå â áèíàðíûé ãðàô (ðèñ. 16.56).

Èç ðèñ. 16.56 ñëåäóåò, ÷òî çàäàííàÿ ïîâòîðíàÿ ÁÔ ðåàëèçóåò-
ñÿ íåïëàíàðíûì áåñïîâòîðíûì áèíàðíûì ãðàôîì. Ëèíåàðèçóåì
ýòîò ãðàô [14] (ðèñ. 16.57).
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Ïîëó÷åííûé ãðàô ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì è ïëàíàðíûì, íî ïîñëå
îáúåäèíåíèÿ âûõîäîâ îïåðàòîðíûõ âåðøèí ñòàíîâèòñÿ íåïëàíàð-
íûì. Â ýòîì ãðàôå áåçûíâåðñíîé ïåðåìåííîé x 2 ñîîòâåòñòâóåò ðåá-
ðî, ïîìå÷åííîå åäèíèöåé è íàïðàâëåííîå âíèç, à ÎÂ ñ ïîìåòêîé
f = 0 ðàñïîëîæåíà ïåðåä ÎÂ ñ ïîìåòêîé f = 1. Ýòî îòëè÷àåò ïîñòðî-
åííûé ãðàô îò ïëàíàðíîãî ïîâòîðíîãî ËÁÃ, ïîñòðîåííîãî ôîðìóëü-
íûì ìåòîäîì (ðèñ. 16.58).

Âûïîëíèì âåðèôèêàöèþ ïîñòðîåííîãî íåïëàíàðíîãî ËÁÃ
(ðèñ. 16.57):

g x x x1 4 4 40 1� �& ! & ;]

g x g x x x2 3 1 4 3 40� �& ! ;]

g g x x x x x3 2 2 2 2 3 41� �! & ;] ]

f g x g x x x x x x� �3 1 1 1 1 2 1 3 4! ! ( ) .] ] ]

Îòìåòèì, ÷òî ôîðìóëà g 3 íå ÿâëÿåòñÿ íè ïîäôîðìóëîé, íè ôðàã-
ìåíòîì çàäàííîé áóëåâîé ôîðìóëû, ÷òî îòëè÷àåò ðàññìîòðåííûé
ìåòîä îò ôîðìóëüíîãî.

Èçâåñòíî [15], ÷òî ÁÁÔ â áàçèñå {&, ], !}, ñóùåñòâåííî çàâèñÿ-
ùèå îò âñåõ ñâîèõ ïåðåìåííûõ, ñîäåðæàò íå÷åòíîå ÷èñëî åäèíèö â
ñòîëáöàõ çíà÷åíèé òàáëèö èñòèííîñòè.

Èç ïðèâåäåííîãî ïðèìåðà ñëåäóåò, ÷òî íå÷åòíîñòü ÷èñëà åäèíèö
ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì, íî íåäîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ðåàëèçóåìîñòè
ÁÔÓ ôîðìóëîé, áåñïîâòîðíîé â áàçèñå {&, ], !}.

Àâòîð ïðåäïîëàãàåò òàêæå, ÷òî íå÷åòíîñòü ÷èñëà åäèíèö ÿâëÿåò-
ñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì äëÿ ðåàëèçàöèè ÁÔÓ ñ ïîìîùüþ ËÁÃ.
Ïîêàæåì, ÷òî ýòî óñëîâèå íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì è â ýòîì ñëó÷àå.

Ïðèìåð 16.28. Ðåàëèçîâàòü áóëåâó ôóíêöèþ

f x x x
T

( , , )1 2 3 0001 0110� �

� � � �! ( ) ( ) ,x x x x x x x x x x x1 2 3 1 2 3 1 2 3 2 3] ]

êîòîðàÿ ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò âñåõ ïåðåìåííûõ è ñîäåðæèò íå-
÷åòíîå ÷èñëî åäèíèö.
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Ïîñòðîåíèå áèíàðíîãî ãðàôà âûïîëíåíî íà ðèñ. 16.59.

Ñôîðìóëèðóåì íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ðåàëèçóåìî-
ñòè áóëåâîé ôóíêöèè n ïåðåìåííûõ ñ ïîìîùüþ áåñïîâòîðíîãî ËÁÃ
[3]. Ýòî óñëîâèå ñîñòîèò èç òðåõ ñîñòàâëÿþùèõ:

— ÁÔÓ ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò âñåõ ïåðåìåííûõ;
— ÷èñëî åäèíèö â ñòîëáöå çíà÷åíèé ÒÈ íå÷åòíî;
— ìàêñèìàëüíûé íîìåð â êàíîíè÷åñêîé ñòðóêòóðå ðàâåí n, ÷òî

îáåñïå÷èâàåòñÿ òåì, ÷òî êàæäûé åå ñòîëáåö ñîäåðæèò íå áîëåå îä-
íîãî íîâîãî íîìåðà.

Ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ áóëåâîé ôóíêöèè èç ïðèìåðà 16.27
è íå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ôóíêöèè èç ïðèìåðà 16.28.

16.4.4. Îöåíêè ÷èñëà óñëîâíûõ âåðøèí â áèíàðíûõ ãðàôàõ

Èçâåñòíî [12, 16, 17], ÷òî äëÿ áóëåâîé ôóíêöèè n ïåðåìåííûõ
ìîæåò áûòü ïîñòðîåí áèíàðíûé ãðàô, ÷èñëî óñëîâíûõ âåðøèí â êî-
òîðîì ïðè n  � îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

B nn
ó ~ 2

Îäíàêî ìåòîä, êîòîðûé ñòðîèò òàêèå áèíàðíûå ãðàôû, âåñüìà
ñëîæåí è íåýôôåêòèâåí ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ n.

Êàíîíè÷åñêèé, à êàê ñëåäóåò èç èçëîæåííîãî âûøå, è ðàñïðåäå-
ëèòåëüíûé ìåòîäû îáëàäàþò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî îíè ñòðîÿò ýôôåê-
òèâíûå áèíàðíûå ãðàôû ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ n, à ïðè n  � äëÿ
íèõ ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

B nn
ó ~ 2 1�

Äîêàæåì ýòó îöåíêó íåñêîëüêî èíà÷å, ÷åì ýòî ñäåëàíî â [12], ñ
öåëüþ ïîëó÷åíèÿ ðàñ÷åòíûõ ñîîòíîøåíèé íå òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ
n  � [6].

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðàâèëüíûå êàíîíè÷åñêèå ñòðóêòóðû [12],
â êîòîðûõ âñå âåðøèíû îäíîãî ÿðóñà ïîìå÷åíû îäíîé ïåðåìåííîé.
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Íàèáîëåå ñëîæíî ðåàëèçóåìîé ÁÔÓ ÿâëÿåòñÿ òà, â êîòîðîé êàæ-
äûé ñòîëáåö ÊÑ èìååò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî íîâûõ íîìå-
ðîâ. Êàíîíè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà äëÿ ÁÔÓ n ïåðåìåííûõ ñîñòîèò èç n
ñòîëáöîâ. Ðàçîáüåì ýòó ñõåìó íà äâå ÷àñòè. Ïðè ýòîì ïåðâàÿ áóäåò
ñîäåðæàòü m ñòîëáöîâ, à âòîðàÿ — (n – m) ñòîëáöîâ, ãäå m = 0, 1, ... ,
n. Äëÿ ñòîëáöà çíà÷åíèé òàáëèöû èñòèííîñòè m = 0.

Â ïåðâîé ïîëîâèíå ÊÑ íîìåðà ïîâòîðÿþòñÿ, à âî âòîðîé — äëÿ
ñàìûõ ñëîæíûõ ÁÔÓ âñå íîìåðà ðàçëè÷íû. Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî
íîìåðîâ â ñòîëáöå ñ íîìåðîì m â ÊÑ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

Nm

m1 2� � .

Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî íîâûõ íîìåðîâ â ýòîì ñòîëáöå:

N N Nm m m

m m

� � � �
�

�1

1

1 2 22 2
1

.

Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ íîìåðîâ â ïåðâûõ m ñòîëáöàõ
êàíîíè÷åñêîé ñòðóêòóðû îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

Nr

i

m
i i m

1
2 2

1

22 2 2 2
1

� � � �
�

�
� ( ) .

Ðàññìîòðèì ñòîëáåö êàíîíè÷åñêîé ñòðóêòóðû ñ íîìåðîì n – m.
Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ íîìåðîâ â íåì:

Nn m
n m

�
� �� 2 1 .

Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ íîìåðîâ â ñòîëáöàõ ñ íîìåðàìè
îò n – m äî n îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

Nr
n m

2 2 1� �� .

Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ íîìåðîâ â ÊÑ:

N N Nr r
n mm

� � � � ��
1 2

22 2 3.

Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ íîìåðîâ â êàíîíè÷åñêîé ñòðóê-
òóðå ðàâíî ìàêñèìàëüíîìó ÷èñëó óñëîâíûõ âåðøèí â ÁÃ:

B Nmy � .

Îïðåäåëèì âåëè÷èíó m, ïðè êîòîðîé çíà÷åíèå B my ìèíèìàëüíî.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî m n1 � log , òîãäà

B
n

n
n

y1 � � �2
2

3.
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Ýòà âåëè÷èíà ïðåâûøàåò ÷èñëî âåðøèí â ïîëíîì äåðåâå, äëÿ êî-
òîðîãî

B n
y � �2 1.

Óìåíüøèì âåëè÷èíó m. Ïóñòü

� �m n n2 � �log ( [log ]) .

Ïðè ýòîì

B
n n n n

n

n n

n n n

y 2

2 2
3

2
1 3� �

�
� � �

�

�

�
��

�

�
�� �

log log
.

Ïðè n  �

B
n

n

y 2 ~ .
2 1�

Îòìåòèì, ÷òî B By y1 2� . Äëÿ òîãî ÷òîáû m2 îáåñïå÷èâàëî ìèíè-
ìóì, óìåíüøèì m ïî ñðàâíåíèþ ñ m2 . Ïóñòü

m n n3 2� �log ( log ).

Ïðè ýòîì

B
n n n

n n

y 3 � �
�

�2 2

2
3

2 log
.

Óæå ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ n ñïðàâåäëèâî, ÷òî B By y3 2� . Òàêèì
îáðàçîì, ìèíèìóì ÷èñëà óñëîâíûõ âåðøèí äëÿ ñàìûõ ñëîæíûõ
ÁÔÓ äîñòèãàåòñÿ ïðè

� �m n n� �log ( [ log ]) ; 2 2 1m mm n m� ��m m .

Ïîñòðîèì íà îñíîâå ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ òàáë. 16.1.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè n = 1, 2 B m
n

y � �2 1; ïðè n = 3 � 5 B my �
� ��2 11n ; ïðè n = 6 � 10 B m

n
y � ��2 132 ; ïðè n = 11 � 19 B my �

� ��2 2533n ; ïðè n = 20 � 36 B m
n

y � ��2 65 5334 .
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Ò à á ë è ö à 16.1

m 0 1 2 3 4 5 6 7

2 m m� 1 3 6 11 20 37 70 135

2 1m m� � 2 5 10 19 36 69 134 263



Èñïîëüçóÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ, ïîñòðîèì òàáë. 16.2.

Ýòè çíà÷åíèÿ ïîëó÷åíû òàêæå â [12]. Â ýòîé ðàáîòå ïîêàçàíî,
÷òî äàííûå îöåíêè äîñòèæèìû è íå ìîãóò áûòü óìåíüøåíû çà ñ÷åò
ïåðåñòàíîâêè âõîäíûõ ïåðåìåííûõ. Îíè äîñòèãàþòñÿ äëÿ ñëåäóþ-
ùèõ òèïîâ ôóíêöèé, çàäàííûõ êîíñòèòóåíòàìè åäèíèöû: ïðè n = 1
f = {1}; ïðè n = 2 f = {1, 2}; ïðè n = 3 f = {1, 2, 4, 7}; ïðè n = 4
f = {0, 1, 2, 9, 10, 11, 15}; f = {0, 1, 2, 5, 11, 12, 14, 15}.

Êàê îòìå÷åíî â ðàçä. 15.10, ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ïóòåé â áèíàðíûõ
ãðàôàõ S n� 2 è äîñòèãàåòñÿ äëÿ ôóíêöèé òèïà f x x x n� � � �1 2 ... ,
à ÷èñëî óñëîâíûõ âåðøèí îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì B ny � �2 1.

Ïðè n = 4 äëÿ ëèíåéíîé ôóíêöèè Â y = 7, â òî âðåìÿ êàê èç
òàáë. 16.2 ñëåäóåò, ÷òî ïðè n = 4 B my � 9.

Òàêèì îáðàçîì, ñàìûå ñëîæíûå ïî ÷èñëó âåðøèí áèíàðíûå
ãðàôû íå ÿâëÿþòñÿ òàêîâûìè ïî ÷èñëó ïóòåé, è íàîáîðîò.

Èç èçëîæåííîãî ñëåäóåò, ÷òî

n B n B mm my y( ) ; n S n n�1 2m m( ) .

16.4.5. Ñîêðàùåíèå ïåðåáîðà ïðè ïîèñêå
ìèíèìàëüíîé ðåàëèçàöèè çàäàííîé áóëåâîé ôóíêöèè

Ïîñòðîåíèå äëÿ çàäàííîé ÁÔÓ áèíàðíîãî ãðàôà ñ ìèíèìàëüíûì
÷èñëîì âåðøèí è (èëè) ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì ïóòåé ñâÿçàíî ñ ïåðå-
áîðîì ïî ïîðÿäêó ðàñïîëîæåíèÿ âõîäíûõ ïåðåìåííûõ â ÒÈ.

1. Ïðåäëîæèì ïîäõîä, êîòîðûé ïðè ïîñòðîåíèè ÁÃ ñ ìèíèìàëü-
íûì ÷èñëîì ïóòåé ïîçâîëÿåò ëèáî óñòðàíèòü èëè óìåíüøèòü ïåðå-
áîð, ëèáî îöåíèòü, íàñêîëüêî íàéäåííîå áåç ïåðåáîðà ðåøåíèå ïî
÷èñëó ïóòåé îòëè÷àåòñÿ îò íèæíåé îöåíêè èõ ÷èñëà, êîòîðàÿ, âîç-
ìîæíî, íåäîñòèæèìà [6].

Äëÿ çàäàííîé ÁÔÓ â êà÷åñòâå íèæíåé îöåíêè ÷èñëà ïóòåé ïðåä-
ëàãàåòñÿ âûáðàòü ÷èñëî ìàêñèìàëüíûõ îðòîãîíàëüíûõ îáëàñòåé,
êîòîðûå ìîæíî âûäåëèòü â êàðòå Êàðíî, ïîñòðîåííîé äëÿ ýòîé
ôóíêöèè. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî, âî-ïåðâûõ, ýòî ÷èñëî íå çàâèñèò
îò ïîðÿäêà âõîäíûõ ïåðåìåííûõ â òàáëèöå èñòèííîñòè, à, âî-âòî-
ðûõ, ïóòè â áèíàðíîì ãðàôå ñîîòâåòñòâóþò îðòîãîíàëüíûì îáëàñ-
òÿì â êàðòå Êàðíî, êîòîðûå íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿþòñÿ ìàêñèìàëüíû-
ìè. Ïðè ýòîì ÷èñëî ìàêñèìàëüíûõ åäèíè÷íûõ (íóëåâûõ) îðòîãî-
íàëüíûõ îáëàñòåé ÿâëÿåòñÿ íèæíåé îöåíêîé ÷èñëà åäèíè÷íûõ
(íóëåâûõ) ïóòåé â áèíàðíîì ãðàôå.
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Ò à á ë è ö à 16.2

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

B my 1 3 5 9 17 29 45 77 141 269



Â êà÷åñòâå âåðõíåé îöåíêè ÷èñëà ïóòåé äëÿ çàäàííîé ÁÔÓ ìî-
æåò áûòü âûáðàíî ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ïóòåé â áèíàðíûõ ãðàôàõ,
ïîñòðîåííûõ ïðè çàäàííîì ïîðÿäêå ïåðåìåííûõ (áåç ïåðåáîðà) êà-
íîíè÷åñêèì è ðàñïðåäåëèòåëüíûì ìåòîäàìè.

Ïðè ýòîì åñëè â ïîñòðîåííîì ÁÃ ÷èñëî ïóòåé ñîâïàäàåò ñ íèæ-
íåé îöåíêîé, òî îíà ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé ïî ÷èñëó ïóòåé.

Åñëè ÷èñëî ïóòåé îòëè÷àåòñÿ îò íèæíåé îöåíêè, òî ñòàíîâèòñÿ
ÿñíî, íà êàêóþ âåëè÷èíó ìîæåò áûòü âîçìîæíî ñîêðàòèòü ÷èñëî ïó-
òåé â ðåçóëüòàòå ïåðåáîðà. Åñëè ïðè ïåðåáîðå äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ
îöåíêà, òî ïåðåáîð ìîæåò áûòü çàâåðøåí.

Ïðèìåð 16.29. Èñïîëüçîâàòü ïðåäëîæåííûé ïîäõîä äëÿ ÁÔÓ

f x x x
T

( , , ) .1 2 3 0101 0111�

Òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå n = 3, òî 4 m S ( )3 m 8. Ïîñòðîèì êàðòó
Êàðíî äëÿ ýòîé ôóíêöèè è âûäåëèì â íåé ìàêñèìàëüíûå îðòîãî-
íàëüíûå îáëàñòè (òàáë. 16.3).

Èç ðàññìîòðåíèÿ ýòîé êàðòû ñëåäóåò, ÷òî îíà ñîäåðæèò ÷å-
òûðå ìàêñèìàëüíûå îðòîãîíàëüíûå îáëàñòè, è ïîýòîìó â äàí-
íîì ñëó÷àå ïðèâåäåííàÿ âûøå íèæíÿÿ îöåíêà íå ìîæåò áûòü ïîâû-
øåíà.

Êàíîíè÷åñêèé ìåòîä ñòðîèò â äàííîì ñëó÷àå áèíàðíûé ãðàô ñ
ïÿòüþ ïóòÿìè, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò îðòîãîíàëüíûì îáëàñòÿì,
âûäåëåííûì â òàáë. 16.4.
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Ò à á ë è ö à 16.3

xi

x x2 3

00 01 11 10

0 0 1 1 0

1 0 1 1 1

Ò à á ë è ö à 16.4

x1

x x2 3

00 01 11 10

0 0 1 1 0

1 0 1 1 1



Ðàñïðåäåëèòåëüíûé ìåòîä â äàííîì ñëó÷àå ñòðîèò áèíàðíûé
ãðàô ñ ÷åòûðüìÿ ïóòÿìè. Òàêèì îáðàçîì, ìèíèìàëüíîå ðåøåíèå
íàéäåíî â äàííîì ñëó÷àå áåç ïåðåáîðà.

Ïðèìåð 16.30. Èñïîëüçîâàòü ïðåäëîæåííûé ïîäõîä äëÿ ÁÔÓ

f x x x
T

( , , ) .1 2 3 0110 1001�

Òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå n = 3, òî 4 m S(3) m 8. Êàðòà Êàðíî äëÿ ýòîé
ÁÔÓ ñîäåðæèò âîñåìü ìàêñèìàëüíûõ îðòîãîíàëüíûõ îáëàñòåé, è
ïîýòîìó S = 8. Áèíàðíûé ãðàô ñ ýòèì ÷èñëîì ïóòåé ñòðîèò êàê êàíî-
íè÷åñêèé, òàê è ðàñïðåäåëèòåëüíûé ìåòîäû.

Ïðèìåð 16.31. Èñïîëüçîâàòü ïðåäëîæåííûé ïîäõîä äëÿ ÁÔÓ

f x x x x
T

( , , , ) .1 2 3 4 0001 1011 1000 0111�

Â ýòîì ñëó÷àå 5 m S(4) m 16. Êàðòà Êàðíî äëÿ ýòîé áóëåâîé ôóí-
êöèè ñîäåðæèò 10 ìàêñèìàëüíûõ îðòîãîíàëüíûõ îáëàñòåé. Ïîýòîìó
10 m S( f ) m 16.

Êàíîíè÷åñêèé è ðàñïðåäåëèòåëüíûé ìåòîäû ñòðîÿò â äàííîì
ñëó÷àå ÁÃ ñ 12 ïóòÿìè. Ïîýòîìó 10 m S( f ) m 12. Òàêèì îáðàçîì, åñ-
ëè ïåðåáîð ïðîâîäèòü, òî íåëüçÿ ïîñòðîèòü áèíàðíûé ãðàô, êîòî-
ðûé áóäåò ñîäåðæàòü íà òðè ïóòè ìåíüøå, ÷åì áèíàðíûå ãðàôû, ïî-
ñòðîåííûå áåç ïåðåáîðà.

2. Ñîêðàùåíèå ïåðåáîðà ïðè ïîèñêå ÁÃ, ñ ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì
âåðøèí ìîæåò îáåñïå÷èòü ïîñòðîåíèå ïî ÒÈ áóëåâîé ôîðìóëû â
áàçèñå {&, ], !} ñ ìèíèìèçèðîâàííûì ÷èñëîì áóêâ.

Åñëè ýòà ÁÔ ñîäåðæèò h áóêâ, òî, êàê áûëî ïîêàçàíî â ðàçä. 15.1,
ôîðìóëüíûé ìåòîä ñòðîèò ËÁÃ ñ h óñëîâíûìè âåðøèíàìè. Åñëè
ïðè ýòîì h < B my , òî ýòî ïîçâîëÿåò ñíèçèòü âåðõíþþ îöåíêó ñëîæ-
íîñòè ðåàëèçàöèè çàäàííîé ÁÔÓ. Òàêèì îáðàçîì, n m B fy ( ) m h.
Åñëè h = n, òî ôîðìóëüíûé ìåòîä ñòðîèò ËÁÃ, ìèíèìàëüíûé ïî ÷èñ-
ëó âåðøèí, à òî÷íûé ìåòîä, èçëîæåííûé â ðàçä. 15.11, ïîçâîëÿåò
ïîñòðîèòü áåç ïåðåáîðà ËÁÃ, êîòîðûé ìèíèìàëåí òàêæå è ïî ÷èñëó
ïóòåé.

16.4.6. Ìîäèôèêàöèÿ êàíîíè÷åñêîãî ìåòîäà

Ýòà ìîäèôèêàöèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðåäëàãàåòñÿ [7] ïîñëå ïî-
ñòðîåíèÿ êàíîíè÷åñêîé ñòðóêòóðû ñ öåëüþ ñîêðàùåíèÿ ÷èñëà íî-
ìåðîâ (ðàçíîòèïíûõ êóñòîâ) âûíåñòè íà íåå ÷èñëà, óìåíüøàÿ çíà÷å-
íèÿ, óêàçàííûå â ñòîëáöå çíà÷åíèé ÒÈ, è îòìå÷àÿ òî÷êàìè íå-
èçìåíÿþùèåñÿ çíà÷åíèÿ. Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü
÷èñëî âåðøèí â ãðàô-ñõåìå (ÃÑ) ïî ñðàâíåíèþ ñ èõ ÷èñëîì â áèíàð-
íîì ãðàôå, ïîñòðîåííîì êàíîíè÷åñêèì ìåòîäîì. Ïðè ýòîì ÃÑ â îò-
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ëè÷èå ÁÃ ñîäåðæèò îïåðàòîðíûå âåðøèíû, ïîìå÷åííûå àðèôìåòè-
÷åñêèìè îïåðàöèÿìè.

Åñëè â êàíîíè÷åñêîé ñòðóêòóðå âûíåñåííîé îêàçûâàåòñÿ êîí-
ñòàíòà Ñ è åñëè îíà ðàçìåùàåòñÿ â êîðíå äåðåâà èëè ÿâëÿåòñÿ íóëåì,
òî â ÃÑ åé ñîîòâåòñòâóåò ÎÂ ñ ïîìåòêîé f = C. Åñëè âûíåñåííàÿ êîí-
ñòàíòà ðàçìåùàåòñÿ íå â êîðíå ÊÑ è íå ÿâëÿåòñÿ íóëåì, òî â ÃÑ åé
ñîîòâåòñòâóåò ÎÂ ñ ïîìåòêîé f = f + C. Ïðè ýòîì îòìåòèì, ÷òî êîí-
ñòàíòà Ñ ìîæåò áûòü è îòðèöàòåëüíûì ÷èñëîì.

Äâèãàÿñü ïî ïîñòðîåííîé ÃÑ ñâåðõó âíèç, ïîìåòêè íåêîòî-
ðûõ ÎÂ ìîãóò áûòü óïðîùåíû. Ìåòîä ñòðîèò ãðàô-ñõåìû, â êîòî-
ðûõ íà êàæäîì ïóòè îò âõîäà ê âûõîäó êàæäàÿ âõîäíàÿ ïåðåìåí-
íàÿ, ïîìå÷àþùàÿ óñëîâíûå âåðøèíû, âñòðå÷àåòñÿ íå áîëåå îäíîãî
ðàçà, à îïåðàòîðíûå âåðøèíû (â òîì ÷èñëå è îäíîòèïíûå) ìîãóò
âñòðå÷àòüñÿ íà îäíîì ïóòè ìíîãîêðàòíî.

Ïðèìåð 16.32. Ïîñòðîèòü ÑÃÑ äëÿ áóëåâîé ôóíêöèè

f x x x x x x
T

( , , ) ( ) .1 2 3 1 2 30000 0111� � ]

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëüíûé ìåòîä, äëÿ çàäàííîé ÁÔ ìîæåò áûòü ïî-
ñòðîåí ËÁÃ ñ ïÿòüþ âåðøèíàìè. Ïðèìåíÿÿ êàíîíè÷åñêèé ìåòîä,
ìîæíî ïîñòðîèòü ÑÁÃ ñ ñåìüþ âåðøèíàìè. Íà ðèñ. 16.60 ïîêàçàíî
ïîñòðîåíèå ñ ïîìîùüþ ïðåäëàãàåìîé ìîäèôèêàöèè êàíîíè÷åñêîãî
ìåòîäà ëèíåàðèçîâàííîé ñòðóêòóðèðîâàííîé ãðàô-ñõåìû (ËÑÃÑ) ñ
øåñòüþ âåðøèíàìè.

Â ïîñòðîåííîé ãðàô-ñõåìå ïîìåòêà îïåðàòîðíîé âåðøèíû f =
= f + 1 ìîæåò áûòü çàìåíåíà íà ïîìåòêó f = 1.

Ïîñòðîåííàÿ ËÑÃÑ ìîæåò áûòü èçîìîðôíî çàïðîãðàììèðîâàíà
ñ ïðèìåíåíèåì îäíîàäðåñíûõ óñëîâíûõ ïåðåõîäîâ. Îäíàêî, òàê êàê
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ËÑÃÑ èìååò äëèííûé ïåðåõîä, îíà íå ìîæåò áûòü èçîìîðôíî çà-
ïðîãðàììèðîâàíà íà ÿçûêå èíñòðóêöèé íåêîòîðûõ ïðîãðàììèðóå-
ìûõ ëîãè÷åñêèõ êîíòðîëëåðîâ, íàïðèìåð [18], êîòîðûé ïîçâîëÿåò
èçîìîðôíî ðåàëèçîâûâàòü òîëüêî ËÑÃÑ ñ êîðîòêèìè ïåðåõîäàìè.

Ïðèìåð 16.33. Ïîñòðîèòü ËÑÃÑ ñ êîðîòêèìè ïåðåõîäàìè äëÿ
ÁÔÓ, ðàññìîòðåííîé â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå.

Íà ðèñ. 16.61 ïîêàçàíî ïîñòðîåíèå ñ ïîìîùüþ ìîäèôèêàöèè êà-
íîíè÷åñêîãî ìåòîäà ËÑÃÑ ñ êîðîòêèìè ïåðåõîäàìè, òàêæå ñîäåð-
æàùåé øåñòü âåðøèí.

Ðåàëèçóåì ïîñòðîåííóþ ËÑÃÑ ïðîãðàììîé íà ÿçûêå èíñòðóêöèé
[18], çàïèñàííîé â äâà ñòîëáöà:

EQ SO f IF NI x2

IF NI x1 IF NI x3

EQ RO f EQ RO f

ÑONT CONT

END

Èç ïðèâåäåííîãî ïðèìåðà ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî êîìàíä â ýòîé ïðî-
ãðàììå ðàâíî ñóììàðíîìó ÷èñëó êîìïîíåíò (ÓÂ, ÎÂ è òî÷êè îáúå-
äèíåíèÿ äóã) â ËÑÃÑ ñ êîðîòêèìè ïåðåõîäàìè.

Ïðèìåð 16.34. Ïîñòðîèòü ËÑÃÑ ñ êîðîòêèìè ïåðåõîäàìè äëÿ
ÁÔÓ, ðàññìîòðåííîé â ïðèìåðå 16.32, â êîòîðîé èçìåíåí ïîðÿäîê
âõîäíûõ ïåðåìåííûõ â òàáëèöå èñòèííîñòè:

f x x x x x x
T

( , , ) ( ) .3 2 1 3 2 10001 0101� � ]
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Íà ðèñ. 16.62 ïîêàçàíî ïîñòðîåíèå ñ ïîìîùüþ ìîäèôèêàöèè êà-
íîíè÷åñêîãî ìåòîäà ËÑÃÑ ñ êîðîòêèìè ïåðåõîäàìè, êîòîðàÿ ïðåîá-
ðàçîâàíà â ËÑÁÃ (ðèñ. 16.63).

16.5. Ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ áèíàðíûõ ãðàôîâ
äëÿ ñèñòåì áóëåâûõ ôóíêöèé

Âåòâÿùèåñÿ ãðàô-ñõåìû ðàçäåëèì íà äâà êëàññà:
— áåç àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé;
— ñ àðèôìåòè÷åñêèìè îïåðàöèÿìè.
Âåòâÿùèåñÿ ÃÑ ìîãóò áûòü êëàññèôèöèðîâàíû è ïî äðóãîìó

ïðèçíàêó — ïî ðàñïîëîæåíèþ îïåðàòîðíûõ âåðøèí â íèõ. Åñëè ýòè
âåðøèíû ðàñïîëàãàþòñÿ òîëüêî ïîñëå óñëîâíûõ âåðøèí, òî òàêèå
ÃÑ íàçûâàþòñÿ ïðîñòûìè, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå — îáîáùåííûìè
[16].

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ ÃÑ áåç àðèôìåòè÷åñêèõ
îïåðàöèé, à â ðàçä. 16.6 — ñ òàêîâûìè.
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16.5.1. Ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ïðîñòûõ áèíàðíûõ ãðàôîâ

Èçëîæèì åùå îäíó ìîäèôèêàöèþ êàíîíè÷åñêîãî ìåòîäà, ïðåä-
íàçíà÷åííóþ äëÿ ïîñòðîåíèÿ áèíàðíûõ ãðàôîâ äëÿ ñèñòåì ÁÔÓ
(ÑÁÔÓ). Ýòà ìîäèôèêàöèÿ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:

— ïî òàáëèöå èñòèííîñòè ÑÁÔÓ ñòðîèòñÿ òàáëèöà èñòèííîñòè
îäíîé àðèôìåòè÷åñêîé ôóíêöèè (ÀÔ), çàìåíÿÿ êàæäûé íàáîð çíà-
÷åíèé N çàäàííûõ ôóíêöèé èõ äåñÿòè÷íûì ýêâèâàëåíòîì;

— àðèôìåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðåàëèçóåòñÿ êàíîíè÷åñêèì ìåòî-
äîì;

— â ïîñòðîåííîé ÃÑ êàæäàÿ ÎÂ çàìåíÿåòñÿ N îïåðàòîðíûìè
âåðøèíàìè ñ äâîè÷íûìè îïåðàòîðàìè ïðèñâàèâàíèÿ;

— â ïîñòðîåííîì ÁÃ âûïîëíÿåòñÿ ìèíèìèçàöèÿ ÷èñëà ÎÂ.

Ïðèìåð 16.35. Ðåàëèçîâàòü ïàðàëëåëüíûé îäíîðàçðÿäíûé äâîè÷-
íûé ñóììàòîð, çàäàííûé òàáë. 16.7.

Ðåàëèçóåì ÀÔ êàíîíè÷åñêèì ìåòîäîì (ðèñ. 16.64).
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Çàìåíÿÿ â ýòîé ÃÑ îïåðàòîðíûå âåðøèíû, ïîëó÷èì èñêîìûé áè-
íàðíûé ãðàô ñ 14 âåðøèíàìè (ðèñ. 16.65). Ñîêðàùåíèå ÷èñëà âåð-
øèí äî 12 äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò îáúäèíåíèÿ è èçìåíåíèÿ ïîðÿäêà ðàñ-
ïîëîæåíèÿ îäèíàêîâûõ îïåðàòîðíûõ âåðøèí (ðèñ. 16.66). Èçëîæåí-
íûé ìåòîä âïåðâûå îïèñàí [19].

16.5.2. Ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ
ïðîñòûõ áèíàðíûõ ãðàôîâ

Ýòîò ìåòîä ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ïðîñòûõ áèíàðíûõ ãðàôîâ äëÿ
êàæäîé ÁÔÓ ñèñòåìû è â ïîñëåäîâàòåëüíîì èõ ñîåäèíåíèè. Ïîëó-
÷àþùèéñÿ â ðåçóëüòàòå ÁÃ ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì.

Ïðèìåð 16.36. Ðåàëèçîâàòü ïàðàëëåëüíûé îäíîðàçðÿäíûé äâîè÷-
íûé ñóììàòîð ïðåäëàãàåìûì ìåòîäîì.
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Îáîáùåííûé áèíàðíûé ãðàô, ïîñòðîåííûé ýòèì ìåòîäîì è ñî-
äåðæàùèé 13 âåðøèí, ïðèâåäåí íà ðèñ. 16.67.

Ýòîò ìåòîä âïåðâûå îïèñàí â [20].

16.5.3. Ìåòîä ïîñòðîåíèÿ îáîáùåííûõ áèíàðíûõ ãðàôîâ

Ìåòîä ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïîñòðîèì êàíîíè÷åñêóþ ñòðóêòó-
ðó è âûíåñåì íà íåå äëÿ îòäåëüíûõ ôóíêöèé ðÿäîì ðàñïîëîæåííûå
îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ, âõîäÿùèå â êóñòû ëþáîãî óðîâíÿ, ñ öåëüþ
ïîâûøåíèÿ îäíîòèïíîñòè êóñòîâ. Ïî òàêîé ñòðóêòóðå èçîìîðôíî
ñòðîèòñÿ áèíàðíûé ãðàô, êîòîðûé ïîñëå ýòîãî ìèíèìèçèðóåòñÿ çà
ñ÷åò îáúåäèíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ÎÂ íèæíåãî óðîâíÿ. Äàëüíåé-
øåå ñîêðàùåíèå ÷èñëà âåðøèí ìîæåò îáåñïå÷èâàòüñÿ çà ñ÷åò ïîäúå-
ìà ââåðõ íåêîòîðûõ îïåðàòîðíûõ âåðøèí.

Ïðèìåð 16.37. Ðåàëèçîâàòü ïàðàëëåëüíûé îäíîðàçðÿäíûé äâîè÷-
íûé ñóììàòîð ïðåäëàãàåìûì ìåòîäîì.

Êàíîíè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ñ âûíåñåííûìè íà íåå îïåðàòîðíûìè
âåðøèíàìè ïðèâåäåíà íà ðèñ. 16.68.
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Îáîáùåííûé ÁÃ, ïîñòðîåííûé ïî ýòîé ñòðóêòóðå è ñîäåðæà-
ùèé 11 âåðøèí, ïðèâåäåí íà ðèñ. 16.69. Äàëüíåéøåå ñîêðàùåíèå
÷èñëà âåðøèí â ÁÃ äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò ïîäúåìà ââåðõ ÎÂ ñ ïîìåò-
êîé f 1 = 0 (ðèñ. 16.70). Ýòîò ãðàô ñîäåðæèò 10 âåðøèí.

Èçëîæåííûé ìåòîä âïåðâûå îïèñàí â [21].
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16.5.4. Ìåòîä íåçàâèñèìûõ ôðàãìåíòîâ

Ýòîò ìåòîä ïðèìåíèòåëüíî ê ðåàëèçàöèè îäíîé áóëåâîé ôîð-
ìóëû èçëîæåí â ðàçä. 16.3. Ðàñøèðèì ýòîò ìåòîä ïðèìåíèòåëüíî ê
ñèñòåìàì áóëåâûõ ôîðìóë (ÑÁÔ) [10, 11]:

— êàæäàÿ èç N áóëåâûõ ôîðìóë ñèñòåìû çàïèñûâàåòñÿ â äèçú-
þíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìå (ÄÍÔ);

— êàæäàÿ êîíúþíêöèÿ, âõîäÿùàÿ â i-þ ÁÔ, ïîìå÷àåòñÿ ñèìâî-
ëîì âûõîäíîé ïåðåìåííîé f i , ãäå i = 1, … , N. Åñëè êîíúþíêöèÿ
âõîäèò â m ôîðìóë, òî îíà ïîìå÷àåòñÿ m óêàçàííûìè ñèìâîëàìè;

— âñå ñèìâîëû ! f i è âñå ïîìå÷åííûå êîíúþíêöèè îáúåäèíÿþò-
ñÿ â îïåðàòîð ñòðóêòóðû (ÎÑ) ñ ïîìîùüþ ñèìâîëà | ;

— ÎÑ ìèíèìèçèðóåòñÿ ïî ÷èñëó áóêâ çà ñ÷åò âûíîñà âëåâî çà ñêîá-
êè ïðîèçâîëüíîé ãëóáèíû îäèíàêîâûõ âõîäíûõ ïåðåìåííûõ x j , âõî-
äÿùèõ â ðàçíûå êîíúþíêöèè, åñëè òàêàÿ âîçìîæíîñòü èìååòñÿ;

— ïî ìèíèìèçèðîâàííîìó ÎÑ (ÌÎÑ) èçîìîðôíî ñòðîèòñÿ
ËÑÁÃ èëè ÑÁÃ, èñïîëüçóÿ ïðàâèëà, èçëîæåííûå â ðàçä. 16.3.

Òàê æå êàê è äëÿ îäíîé ÁÔ, â äàííîì ñëó÷àå äîïóñêàåòñÿ, ÷òîáû
äëÿ íåêîòîðûõ ÁÔ ñèñòåìû, íàïðèìåð f i è f k , â ÎÑ íàðÿäó ñî âñå-
ìè êîíúþíêöèÿìè ÄÍÔ îñòàëüíûõ ôîðìóë ñèñòåìû îáúåäèíÿëèñü
òàêæå âñå êîíúþíêöèè ÄÍÔ èíâåðñèé ôîðìóë f i è f k , ïîìå÷åííûõ
ñèìâîëàìè ! f i è ! f k ñîîòâåòñòâåííî. Â êà÷åñòâå ñèìâîëîâ íà÷àëü-
íîé óñòàíîâêè äëÿ ýòèõ ÁÔ ïðèìåíÿþòñÿ ñèìâîëû f i è f k .

Åñëè ÎÑ ñîäåðæèò h1 áóêâ, òî ïî íåìó ìîæåò áûòü ïîñòðîåí
ËÑÁÃ ñ êîðîòêèìè ïåðåõîäàìè, ñîäåðæàùèé h1 âåðøèí.

Åñëè ÌÎÑ ñîäåðæèò h1 áóêâ, òî ïî íåìó ìîæåò áûòü ïîñòðîåí
ËÑÁÃ ñ äëèííûìè ïåðåõîäàìè, ñîäåðæàùèé h1 âåðøèí.

Åñëè îïåðàòîð ñîäåðæèò êâàäðàòíûå ñêîáêè è h1 áóêâ, òî ïî íå-
ìó ìîæåò áûòü ïîñòðîåí ÑÁÃ, ñîäåðæàùèé ìåíåå ÷åì h1 âåðøèí.

Ïðèìåð 16.38. Ðåàëèçîâàòü ÑÁÔ f x x x1 1 2 3� ] ] , f x x2 1 2� (! ! ]
] x x3 4) .

Ïîñòðîèì îïåðàòîð ñòðóêòóðû:

F f f x f x f x f x x x f x x f�! |! | | | |! ! | .1 2 1 1 2 1 3 1 1 2 4 2 3 4 2

Ýòîò îïåðàòîð ñîñòîèò èç 15 áóêâ è ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí
ËÑÁÃ ñ êîðîòêèìè ïåðåõîäàìè, ñîäåðæàùèì 15 âåðøèí. Â äàííîì
ñëó÷àå ñóùåñòâóþò äâà ÌÎÑ, ñîäåðæàùèõ ïî 14 áóêâ:

F f f x f x f x f x f x x x f�! |! | | | ( | ) |! ! ;1 2 1 1 2 1 3 1 4 2 1 2 4 2

F f f x f x f x f x x x x f x f�! |! | | | | (! ! | ) .1 2 1 1 2 1 3 1 4 1 2 4 2 3 2

Êàæäûé èç ýòèõ îïåðàòîðîâ ðåàëèçóåòñÿ ËÑÁÃ ñ äëèííûìè ïåðå-
õîäàìè, ñîäåðæàùèì 14 âåðøèí. Åñëè â ïåðâûé ÌÎÑ ââåñòè êâàä-
ðàòíûå ñêîáêè:

F f f x x x f x f x f x f x f�! |! |[! ! ] | | ( | ) ,1 2 1 2 4 2 1 1 2 1 3 1 4 2]

òî ïî íåìó ìîæåò áûòü ïîñòðîåí ÑÁÃ ñ 13 âåðøèíàìè (ðèñ. 16.71).
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Åñëè ïåðâóþ ôîðìóëó çàäàííîé ñèñòåìû çàìåíèòü íà èíâåð-
ñèþ, òî

F f f x x x f x x x f x x f� 1 2 1 2 3 1 1 2 4 2 3 4 2|! |! ! ! ! |! ! | .

Ýòîò îïåðàòîð ñòðóêòóðû, ñîäåðæàùèé 13 áóêâ, ðåàëèçóåòñÿ ËÑÁÃ
ñ êîðîòêèìè ïåðåõîäàìè, ñîñòîÿùèì èç 13 âåðøèí (ðèñ. 16.72).

Ìèíèìèçèðóÿ ïîëó÷åííûé îïåðàòîð ïî ÷èñëó áóêâ, ïîëó÷èì
ÌÎÑ, ñîäåðæàùèé 11 áóêâ:

F f f x x x f x f x x f� 1 2 1 2 3 1 4 2 3 4 2|! |! ! (! ! | ) | .

Ýòîò îïåðàòîð ðåàëèçóåòñÿ ËÑÁÃ ñ äëèííûìè ïåðåõîäàìè, ñî-
äåðæàùèì 11 âåðøèí (ðèñ. 16.73).
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16.5.5. Ìåòîä çàâèñèìûõ ôðàãìåíòîâ

Äëÿ êàæäîé áóëåâîé ôîðìóëû, âõîäÿùåé â ñèñòåìó, ñ ïîìîùüþ ìå-
òîäà çàâèñèìûõ ôðàãìåíòîâ, èçëîæåííîãî â ðàçä. 16.2, ñòðîèòñÿ ËÑÁÃ.
Äëÿ êàæäîãî ËÑÁÃ ñòðîèòñÿ èçîìîðôíûé îïåðàòîð ñòðóêòóðû (ÎÑ) ïî
ïðàâèëàì, èñïîëüçóåìûì â ìåòîäå íåçàâèñèìûõ ôðàãìåíòîâ (ðàçä. 16.3).

Îáúåäèíåíèå ïîñòðîåííûõ îïåðàòîðîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ó÷åòîì
ñëåäóþùèõ îñîáåííîñòåé:

— áëîêè ñ îäíèì âõîäîì è îäíèì âûõîäîì, ñîîòâåòñòâóþùèå
îäíîé âûõîäíîé ïåðåìåííîé, íå âëèÿþò íà âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé
äðóãèõ âûõîäíûõ ïåðåìåííûõ;

— â îáúåäèíåííîì ÎÑ äîëæåí áûòü ñîõðàíåí ïîðÿäîê îòíîñèòå-
ëüíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ôðàãìåíòîâ â êàæäîì îïåðàòîðå;

— îáúåäèíåííûé ÎÑ ìîæåò áûòü ìèíèìèçèðîâàí çà ñ÷åò âûíå-
ñåíèÿ îäèíàêîâûõ (åñëè îíè èìåþòñÿ) âõîäíûõ ïåðåìåííûõ âëåâî
çà ñêîáêè.

Ïðèìåð 16.39. Îïðåäåëèòü ÷èñëî âåðøèí â ËÑÁÃ, ðåàëèçóþùåì
ÑÁÔ:

f x x x x x1 1 2 3 4 5� ( ) ;] ] f x x x x x2 4 5 6 7 8� ] .

Èñïîëüçóÿ ìåòîä çàâèñèìûõ ôðàãìåíòîâ, äëÿ êàæäîé çàäàííîé
ÁÔ ïîñòðîèì ËÑÁÃ è çàïèøåì ïî íåìó îïåðàòîð ñòðóêòóðû:

F f x x f x x x f1 1 4 5 1 1 2 3 1�! | |! ! ! ! ; F f x x x f x x f2 2 4 5 6 2 7 8 2�! | | .

Ïîñòðîèì îáúåäèíåííûé ÎÑ è ïðîìèíèçèðóåì åãî:

F f x x f x x x f f x x x f x x f� �! | |! ! ! ! |! | |1 4 5 1 1 2 3 1 2 4 5 6 2 7 8 2

�! |! | ( | ) |! ! ! ! | .f f x x f x f x x x f x x f1 2 4 5 1 6 2 1 2 3 1 7 8 2

Ýòîò îïåðàòîð ñîäåðæèò 14 áóêâ è èçîìîðôíî ðåàëèçóåòñÿ
ËÑÁÃ, ñîñòîÿùèì èç 14 âåðøèí.

Îòìåòèì, ÷òî ìåòîä íåçàâèñèìûõ ôðàãìåíòîâ ñòðîèò â äàííîì
ñëó÷àå îïåðàòîð ñòðóêòóðû

F f f x x x f x f x f x f x x f�! |! | ( | | | ) |1 2 4 5 1 1 2 1 3 1 6 2 7 8 2

èç 15 áóêâ, êîòîðûé ðåàëèçóåòñÿ ËÑÁÃ, ñîäåðæàùèì 15 âåðøèí.
Â çàêëþ÷åíèå ðàçä. 16.5 ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóþò ñèñòåìû, ñî-

ñòîÿùèå òîëüêî èç äâóõ ÁÔÓ, çàâèñÿùèõ îò îäíèõ è òåõ æå ïåðå-
ìåííûõ, ñîâìåñòíàÿ ðåàëèçàöèÿ êîòîðûõ ñ ïîìîùüþ ìîäèôèêàöèè
êàíîíè÷åñêîãî ìåòîäà âíå çàâèñèìîñòè îò ïîðÿäêà ïåðåìåííûõ â
ÒÈ ïðèâîäèò ê ïîñòðîåíèþ áèíàðíûõ ãðàôîâ ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé
(îòíîñèòåëüíî ÷èñëà ïåðåìåííûõ) îöåíêîé ÷èñëà âåðøèí â íèõ.

Ïðè ýòîì îòìåòèì, ÷òî ïðè ïðèìåíåíèè ýòîãî ìåòîäà ñëîæíîñòü
áèíàðíîãî ãðàôà, ðåàëèçóþùåãî äâå ÁÔÓ, íå ìîæåò áûòü ìåíüøå

504



ñëîæíîñòè áèíàðíîãî ãðàôà ñ íàèáîëüøèì ÷èñëîì âåðøèí, ðåàëè-
çóþùåãî îäíó èç ýòèõ ôóíêöèé, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýòà
ôóíêöèÿ ìîãëà áû áûòü ðåàëèçîâàíà çà ñ÷åò èñêëþ÷åíèÿ èç áèíàð-
íîãî ãðàôà, ïîñòðîåííîãî äëÿ ñèñòåìû, îïåðàòîðíûõ âåðøèí, ñîîò-
âåòñòâóþùèõ âòîðîé ôóíêöèè.

Ñèñòåìû óêàçàííîãî òèïà ôîðìèðóþòñÿ, åñëè ïðè ôèêñèðîâàí-
íîì n â êà÷åñòâå ïåðâîé âûáðàòü ôóíêöèþ èç ïåðâîãî êëàññà ôóíê-
öèé, ïðèâåäåííûõ â êîíöå ðàçä. 15, à â êà÷åñòâå âòîðîé — ôóíêöèþ
èç âòîðîãî êëàññà ïðèâåäåííûõ òàì æå ôóíêöèé [35]. Äëÿ ýòîé ñèñ-
òåìû ôóíêöèé èçìåíåíèå ïîðÿäêà ïåðåìåííûõ â èõ òàáëèöå èñòèí-
íîñòè â îáùåì ñëó÷àå íå ïîçâîëÿåò óïðîñòèòü ñîâìåñòíóþ ðåàëèçà-
öèþ.

Ïðè ýòîì îòìåòèì, ÷òî ìåòîä íåçàâèñèìûõ ôðàãìåíòîâ ñòðîèò
äëÿ òàêèõ ñèñòåì ñòðóêòóðèðîâàííûå áèíàðíûå ãðàôû ñ ëèíåéíîé
îöåíêîé ñëîæíîñòè.

Â îáùåì ñëó÷àå âîïðîñ î âûáîðå ìåòîäà ýôôåêòèâíîé ðåàëèçà-
öèè ñèñòåì ÁÔÓ îñòàåòñÿ îòêðûòûì.

16.6. Ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ àðèôìåòè÷åñêèõ ãðàô-ñõåì
äëÿ ñèñòåì áóëåâûõ ôóíêöèé

16.6.1. Ðåàëèçàöèÿ îäíîé áóëåâîé ôóíêöèè

Èçâåñòíî [22, 23], ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ n ïåðåìåí-
íûõ ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà àðèôìåòè÷åñêèì ïîëèíîìîì (ÀÏ), ñî-
äåðæàùèì íå áîëåå 2 n íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ, êîòîðûé, â ñâîþ
î÷åðåäü, âñåãäà ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí ëèíåàðèçîâàííîé ÑÃÑ
(ËÑÃÑ) ñ êîðîòêèìè ïåðåõîäàìè, â êîòîðîé â îïåðàòîðíûõ âåðøè-
íàõ âûïîëíÿþòñÿ àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè âèäà: f = f + a; f = f – a,
ãäå a — íåíóëåâîé êîýôôèöèåíò ÀÏ.

Ïðèìåð 16.40. Ðåàëèçîâàòü áóëåâó ôîðìóëó f x x x� 1 2 3( )] .
Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû [23], ïîñòðîèì ÀÏ äëÿ çàäàííîé áóëåâîé

ôîðìóëû:

� �f x x x x x x x x� � � � �1 2 2 3 1 2 2 31( ! ) ( )]

� � �x x x x x x x1 2 1 3 1 2 3 .

Ýòîò ÀÏ ðåàëèçóåòñÿ ËÑÃÑ, ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñ. 16.74.
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Åñëè ÀÏ ïðîìèíèìèçèðîâàòü, òî ïî ïîëó÷åííîìó àðèôìåòè÷å-
ñêîìó âûðàæåíèþ

f x x x x x� � �1 2 3 2 3( )

ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà óïðîùåííàÿ ËÑÃÑ (ðèñ. 16.75).

Ðàññìîòðåííûé ìåòîä ÿâëÿåòñÿ ñâîåîáðàçíûì ìåòîäîì íåçàâè-
ñèìûõ ôðàãìåíòîâ, òàê êàê â ïîñòðîåííîé ñ åãî ïîìîùüþ ËÑÃÑ ïî-
ñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíåííûå áëîêè, ñîäåðæàùèå óñëîâíûå âåðøè-
íû, ìîãóò ïåðåñòàâëÿòüñÿ.

16.6.2. Ìåòîä âûíåñåíèÿ îïåðàòîðíûõ âåðøèí

Çàìåíèì çàäàííóþ ñèñòåìó áóëåâûõ ôóíêöèé n ïåðåìåííûõ îä-
íîé àðèôìåòè÷åñêîé ôóíêöèåé F x x n( , ... , )1 .

Ïðèìåíèì ê ýòîé ôóíêöèè ìîäèôèêàöèþ êàíîíè÷åñêîãî ìå-
òîäà, ðàññìîòðåííîãî â ðàçä. 16.4.6 [7]. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïî âû-
÷èñëåííîìó çíà÷åíèþ êîðòåæà áèòîâ â êîíöå ÃÑ äîëæíà ðàçìåùà-
òüñÿ îïåðàòîðíàÿ âåðøèíà, âûïîëíÿþùàÿ îïåðàöèþ «äåñÿòè-
÷íîå ÷èñëî — äâîè÷íîå ÷èñëî», êîòîðàÿ îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì
«bin F». Â ïîñòðîåííûõ íèæå ãðàô-ñõåìàõ ýòà âåðøèíà óìàë÷èâà-
åòñÿ.

Ïðèìåð 16.41. Ðåàëèçîâàòü àðèôìåòè÷åñêóþ ôóíêöèþ (ÀÔ)

F x x x
T

( , , ) .1 2 3 2 3 2 4 1 3 2 3�

Âûíåñåì íà êàíîíè÷åñêóþ ñòðóêòóðó (ÊÑ) ÷èñëà, íà êîòîðûå
ìîãóò áûòü óìåíüøåíû ïàðû çíà÷åíèé ÀÔ, îáúåäèíåííûå êóñòàìè
íèæíåãî óðîâíÿ, à çàòåì âûíåñåì ÷èñëî 2 â êîðåíü ñòðóêòóðû, èñê-
ëþ÷èâ è çàìåíèâ ñîîòâåòñòâóþùèå ïîìåòêè â ïåðâîíà÷àëüíî ïî-
ñòðîåííîé êàíîíè÷åñêîé ñòðóêòóðå (ðèñ. 16.76).

Ïîñòðîèì ïî ïîëó÷åííîé êàíîíè÷åñêîé ñòðóêòóðå èçî-
ìîðôíóþ åé ãðàô-ñõåìó (ðèñ. 16.77) è óïðîñòèì â ïîñëåäíåé
ïîìåòêè îïåðàòîðíûõ âåðøèí, ïðîñìàòðèâàÿ åå ñâåðõó âíèç
(ðèñ. 16.78).
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Ïðèìåð 16.42. Ðåàëèçîâàòü àðèôìåòè÷åñêóþ ôóíêöèþ

F x x x
T

( , , ) .1 2 3 0 2 0 2 2 4 1 3�

Óìåíüøèì âñå çíà÷åíèÿ ÀÔ (êðîìå íóëåâûõ) íà ÷èñëî äâà, âû-
íåñåì åãî â êîðåíü êàíîíè÷åñêîé ñòðóêòóðû, ñèíòåçèðîâàííîé ïî
ïîëó÷åííîé ôóíêöèè, è ïîñòðîèì ïî íåé ÑÃÑ (ðèñ. 16.79).
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Â ýòîé ÃÑ ìîãóò áûòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå çàìåíû ïîìåòîê
ÎÂ: F + 2 íà F = 4, F – 1 íà F = 1, F + 1 íà F = 3.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè äðóãîì âûíîñå ÷èñåë íà ÊÑ èçîìîðôíàÿ åé ÃÑ
ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäûäóùåé óïðîùàåòñÿ (ðèñ. 16.80).

Â ýòîé ÃÑ ìîæåò áûòü âûïîëíåíà ñëåäóþùàÿ çàìåíà ïîìåòêè
îïåðàòîðíîé âåðøèíû: F – 1 íà F = 1.

Ïðèìåð 16.43. Ðåàëèçîâàòü ïàðàëëåëüíûé äâîè÷íûé îäíîðàçðÿä-
íûé ñóììàòîð

F x x x
T

( , , ) .1 2 3 0 1 1 2 1 2 2 3�

Íà ðèñ. 16.81 ïîêàçàí ïðîöåññ îïòèìèçàöèè ÊÑ, à íà
ðèñ. 16.82 ïðèâåäåíà ËÑÃÑ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ îïòèìèçèðîâàííîé
ñòðóêòóðå.
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Â ïîñòðîåííîé ÃÑ â êðàéíåé ëåâîé îïåðàòîðíîé âåðøèíå ïîìåò-
êà F = F + 1 ìîæåò áûòü çàìåíåíà íà ïîìåòêó F = 1.

Ñôîðìóëèðóåì óòâåðæäåíèå: åñëè ËÑÃÑ ñîñòîèò òîëüêî èç
ïîñëåäîâàòåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ îïåðàòîðíîé âåðøèíû ñ ïîìåòêîé
«F = C 0 » è n áëîêîâ «íåïîëíûé âûáîð», îïåðàòîðíûå âåðøèíû â
êîòîðûõ èìåþò ïîìåòêè «F = F + C1 » , … , «F = F + C n » ñîîò-
âåòñòâåííî, òî ÑÁÔ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòîé ãðàô-ñõåìå, ìîæåò áûòü
ðåàëèçîâàíà ëèíåéíûì àðèôìåòè÷åñêèì ïîëèíîìîì (ËÀÏ) âèäà:
F C C x C xn n� � � �0 1 1 ... .

Äëÿ ðàññìîòðåííîãî ïðèìåðà F x x x� � �1 2 3 .

Ïðèìåð 16.44. Ðåàëèçîâàòü àðèôìåòè÷åñêóþ ôóíêöèþ

F x x x
T

( , , ) .1 2 3 0 2 4 6 3 5 7 9�

Ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ êàíîíè÷åñêîé ñòðóêòóðû èçîáðàæåí íà
ðèñ. 16.83, à íà ðèñ. 16.84 ïðèâåäåíà ËÑÃÑ, ïîñòðîåííàÿ ïî ýòîé
ñòðóêòóðå.
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Â ïîñòðîåííîé ÃÑ ïîìåòêà îïåðàòîðíîé âåðøèíû «F = F + 3» ìî-
æåò áûòü çàìåíåíà íà ïîìåòêó «F = 3». Èç èçëîæåííîãî ñëåäóåò,
÷òî F x x� � �3 41 2 2 3x .

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî èçëîæåíà íîâàÿ òðàêòîâ-
êà óñëîâèÿ ëèíåéíîñòè àðèôìåòè÷åñêîãî ïîëèíîìà, ïðåäëîæåííî-
ãî â [23].

Åñëè ïîñòðîåííàÿ ÑÃÑ èìååò ñòðóêòóðó, îòëè÷íóþ îò îïèñàííîé
âûøå, òî ñèñòåìà ÁÔÓ ðåàëèçóåòñÿ íåëèíåéíûì ÀÏ.

Ïðèìåð 16.45. Ðåàëèçîâàòü àðèôìåòè÷åñêóþ ôóíêöèþ

F x x x
T

( , , ) .1 2 3 2 2 2 2 1 2 2 3�

Ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ êàíîíè÷åñêîé ñòðóêòóðû èçîáðàæåí íà
ðèñ. 16.85, à íà ðèñ. 16.86 ïðèâåäåíà ËÑÃÑ, ïîñòðîåííàÿ ïî ýòîé ÊÑ.

Â ïîñòðîåííîé ÃÑ â äâóõ ëåâûõ îïåðàòîðíûõ âåðøèíàõ ïîìåòêà
«F = F + 1» ìîæåò áûòü çàìåíåíà íà ïîìåòêó «F = 1». Ïîñòðîèì
àðèôìåòè÷åñêîå âûðàæåíèå ïî ýòîé ÑÃÑ:

F x x x x x x x� � � � � � � � �1 1 1 1 1 2 1 1 11 1 2 3 1 2 3( ) ( ) ( ).

Ïîñòðîèì ÑÃÑ ïî ýòîìó âûðàæåíèþ (ðèñ. 16.87).
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Â ïîñòðîåííîé ÃÑ â ëåâîé îïåðàòîðíîé âåðøèíå ïîìåòêà «F =
= F + 1» ìîæåò áûòü çàìåíåíà íà ïîìåòêó «F = 1». Ïðåîáðàçóåì ïî-
ëó÷åííîå âûðàæåíèå â ÀÏ:

F x x x x x� � � �2 1 1 2 1 3 .

Ýòîìó ïîëèíîìó ñîîòâåòñòâóåò ËÑÃÑ, ïðåäñòàâëåííàÿ íà ðèñ. 16.88.

Â ïîñòðîåííîé ÃÑ ïîìåòêà îïåðàòîðíîé âåðøèíû «F = F – 1»
ìîæåò áûòü çàìåíåíà íà ïîìåòêó «F = 1».

Â çàêëþ÷åíèå ðàçäåëà îòìåòèì, ÷òî ïðåäëîæåííûé ïîäõîä [7]
ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ â êà÷åñòâå ãðàôè÷åñêîãî ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ
àðèôìåòè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ, ÷òî îòëè÷àåò åãî îò ïîäõîäîâ, îïèñàí-
íûõ â ãë. 20 è [22, 23].

16.6.3. Ìåòîä âçâåøèâàíèÿ ôóíêöèé

Êàæäîé èç N ôóíêöèé ñèñòåìû ìîæåò áûòü ïðèñâîåí âåñ îò
2 1N � äî 2 0 .

Ïîñëå ýòîãî ñèñòåìà ÁÔÓ ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà ËÑÃÑ ñ êî-
ðîòêèìè ïåðåõîäàìè, ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñ. 16.89.

Äëÿ îäíîðàçðÿäíîãî ñóììàòîðà N = 2, f x x x2 1 2 3� E E , f 1 �
� � �x x x1 2 3 .
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16.6.4. Ñòàíäàðòíàÿ ðåàëèçàöèÿ ñòðîê òàáëèöû èñòèííîñòè

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Fi — çíà÷åíèå àðèôìåòè÷åñêîé ôóíêöèè F
íà âõîäíîì íàáîðå i. Ïðè ýòîì, íàïðèìåð, äëÿ n = 2 ôóíêöèÿ F ìî-
æåò áûòü ðåàëèçîâàíà ñòàíäàðòíûìè ñõåìàìè íà ðèñ. 16.90—16. 92.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñòàíäàðòíîé òàêæå ÿâëÿåòñÿ ÑÃÑ íà
ðèñ. 16.93, êîòîðàÿ ïðîùå ÑÃÑ, ïîñòðîåííîé ïî àðèôìåòè÷åñêîìó
ïîëèíîìó (ðèñ. 16.94).
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16.6.5. Ðåàëèçàöèÿ òèïîâ çíà÷åíèé àðèôìåòè÷åñêèõ ôóíêöèé

Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ñòðîèò ËÑÃÑ (ñ êîðîòêèìè ïåðåõîäàìè),
êîòîðûå ñîñòîÿò èç îïåðàòîðíûõ âåðøèí ñ ïîìåòêîé «F = F j » è R – 1
áëîêîâ «íåïîëíûé âûáîð», â êàæäîì èç êîòîðûõ â ÓÂ çàïèñàíà áó-
ëåâà ôîðìóëà g i , îñóùåñòâëÿþùàÿ âûáîð çíà÷åíèÿ Fi , à ÎÂ â ýòîì
áëîêå èìååò ïîìåòêó «F = Fi ». Çäåñü R — ÷èñëî òèïîâ çíà÷åíèé
ÀÔ. Òàê êàê áóëåâû ôîðìóëû â ÎÂ îðòîãîíàëüíû, òî áëîêè â ïî-
ñòðîåííîé òàêèì îáðàçîì ÃÑ ìîãóò ïåðåñòàâëÿòüñÿ.

Ïðèìåð 16.46. Ðåàëèçîâàòü ïàðàëëåëüíûé äâîè÷íûé îäíîðàçðÿä-
íûé ñóììàòîð F x x x T( , , ) | | .1 2 3 0 1 1 2 1 2 2 3�

Ôîðìóëà, âûáèðàþùàÿ çíà÷åíèå F = 1, èìååò âèä:

g x x x x x x x x
T

1 1 2 3 1 2 3 2 30110 1000( , , ) ! (! ! ) ! ! .� � �]

Ôîðìóëà, âûáèðàþùàÿ çíà÷åíèå F = 2, èìååò âèä:

g x x x x x x x x
T

2 1 2 3 1 2 3 2 30001 0110( , , ) ( ) .� � �]

Ôîðìóëà, âûáèðàþùàÿ çíà÷åíèå F = 3, èìååò âèä:

g x x x x x x
T

3 1 2 3 1 2 30000 0001( , , ) .� �

Íà ðèñ. 16.95 ïðèâåäåíà ËÑÃÑ, ïîñòðîåííàÿ ïðåäëîæåííûì ìå-
òîäîì.

Ïðèâåäåííàÿ ðåàëèçàöèÿ íåýôôåêòèâíà, òàê êàê ñóììàðíàÿ
ñëîæíîñòü áóëåâûõ ôîðìóë g1 , g 2 , g 3 âûøå ñóììàðíîé ñëîæíî-
ñòè áóëåâûõ ôîðìóë f 2 , f 1 , íåïîñðåäñòâåííî îïèñûâàþùèõ ñóì-
ìàòîð.

Ïðèâåäåì ïðèìåð ðåàëèçàöèè ÑÁÔ, äëÿ êîòîðîé ýòîò ìåòîä
âåñüìà ýôôåêòèâåí.

Ïðèìåð 16.47. Ðåàëèçîâàòü àðèôìåòè÷åñêóþ ôóíêöèþ

F x x x
T

( , , ) .1 2 3 0 7 12 0 21 0 0 0�
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Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ F = 7 g x x x1 1 2 3�! ! , äëÿ F = 12 g x x x2 1 2 3�! ! ,
äëÿ F = 21 g x x x3 1 2 3� ! ! , ÷òî ïðèâîäèò ê ýôôåêòèâíîé ðåàëèçàöèè
(ðèñ. 16.96), òàê êàê àðèôìåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â äàííîì ñëó÷àå çàäà-
åò âåñüìà ñëîæíóþ ÑÁÔ:

f x x x5 1 2 3� ! ! , f x x x4 1 2 3�! ! , f x x x x x x3 1 2 3 1 2 3� �! ( ) ! !] ,

f x x x2 1 2 3�! ! , f x x x1 1 3 2� �( )! .

16.6.6. Óïðîùåíèå áóëåâûõ ôîðìóë, îñóùåñòâëÿþùèõ âûáîð
òèïîâ çíà÷åíèé àðèôìåòè÷åñêèõ ôóíêöèé

Íèæå èçëàãàåòñÿ ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ÑÃÑ ñ R – 1 óñëîâíûìè è R
îïåðàòîðíûìè âåðøèíàìè, â êîòîðûõ ñëîæíîñòü áóëåâûõ ôîðìóë,
ïîìå÷àþùèõ óñëîâíûå âåðøèíû, íå ïðåâûøàåò ñëîæíîñòè ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ áóëåâûõ ôîðìóë, êîòîðûå ñòðîÿòñÿ ìåòîäîì, èçëîæåí-
íûì â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå.

Ìåòîä îñíîâàí íà òîì, ÷òî ïîñëå ôîðìèðîâàíèÿ êàæäîé áóëå-
âîé ôîðìóëû, îñóùåñòâëÿþùåé âûáîð îäíîòèïíûõ çíà÷åíèé àðèô-
ìåòè÷åñêîé ôóíêöèè, ýòè çíà÷åíèÿ èç òàáëèöû èñòèííîñòè èñêëþ-
÷àþòñÿ, ïîâûøàÿ òåì ñàìûì ñòåïåíü íåäîîïðåäåëåííîñòè çàäàííîé
ôóíêöèè. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðè ôîðìèðîâàíèè ñëåäóþùèõ áóëåâûõ
ôîðìóë òàê äîîïðåäåëÿòü ñòîëáåö çíà÷åíèé òàáëèöû èñòèííîñòè,
÷òîáû áóëåâû ôîðìóëû, îñóùåñòâëÿþùèå âûáîð îäíîòèïíûõ çíà-
÷åíèé, ïîëó÷àëèñü ìàêñèìàëüíî ïðîñòûìè. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ýòî-
ãî ìåòîäà êàæäûé òèï çíà÷åíèé àðèôìåòè÷åñêîé ôóíêöèè âû÷èñëÿ-
åòñÿ îäíîêðàòíî.

Ýòîò ìåòîä ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ÑÃÑ êàê îò âõîäà ê âûõîäó, òàê è
â îáðàòíîì ïîðÿäêå. Ïîëó÷àþùèåñÿ ïðè ýòîì ÑÃÑ èìåþò ðàçíîòèï-
íûå ñòðóêòóðû.

Ïðèìåð 16.48. Ðåàëèçîâàòü ïàðàëëåëüíûé äâîè÷íûé îäíîðàçðÿä-
íûé ñóììàòîð, ñòðîÿ ÑÃÑ îò âõîäà ê âûõîäó.

Âûáåðåì çíà÷åíèå F = 3 ñ ïîìîùüþ ÁÔ g x x x1 1 2 3� . Ïðè
ýòîì F T� �| |0 1 1 2 1 2 2 . Äîîïðåäåëèì ýòó ôóíêöèþ ñëåäóþùèì
îáðàçîì: F T�| |0 1 1 2 1 2 2 2 è âûáåðåì çíà÷åíèå F = 2 ñ ïîìî-
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ùüþ ÁÔ g x x x2 1 2 3� E E . Ïîñëå ýòîãî ÀÔ ïðèîáðåòàåò âèä

F T� � � � �| |0 1 1 1 . Äîîïðåäåëèì ÀÔ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

F T�| |0 1 1 1 1 1 1 1 . Âûáèðàÿ F = 1 ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû
g x x x3 1 2 3� ] ] , çàâåðøàåì ïîñòðîåíèå ÑÃÑ (ðèñ. 16.97).

Òàêèì îáðàçîì, äâå áóëåâû ôîðìóëû — f 2 è f 1 , îïèñûâàþùèå
îäíîðàçðÿäíûé ñóììàòîð, ðåàëèçóþòñÿ ñ ïðèìåíåíèåì òðåõ áóëå-
âûõ ôîðìóë, ïðè÷åì f g2 2� .

Ïðèìåð 16.49. Ðåàëèçîâàòü ïàðàëëåëüíûé äâîè÷íûé îäíîðàçðÿä-
íûé ñóììàòîð, ñòðîÿ ÑÃÑ îò âûõîäà ê âõîäó.

Âûáåðåì çíà÷åíèå F = 3 ñ ïîìîùüþ ÁÔ g x x x31 1 2 3� . Ïðè ýòîì
F T� �| |0 1 1 2 1 2 2 . Äîîïðåäåëèì ýòó ôóíêöèþ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì: F T�| |0 1 1 2 1 2 2 2 . Âûáåðåì çíà÷åíèå F = 1 ñ ïîìî-
ùüþ ôîðìóëû g x x x21 1 2 3� � � . Ïîñëå ýòîãî ÀÔ ïðèîáðåòàåò âèä
F T� � � � �| |0 2 2 2 . Äîîïðåäåëèì ÀÔ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
F T�| |0 2 2 2 0 2 2 2 . Âûáèðàÿ F = 2 ñ ïîìîùüþ g x x11 2 3� ] , çà-
âåðøàåì ïîñòðîåíèå ÑÃÑ (ðèñ. 16.98).

Òàêèì îáðàçîì, äâå áóëåâû ôîðìóëû — f 2 è f 1 , îïèñûâàþùèå
îäíîðàçðÿäíûé ñóììàòîð, ðåàëèçóþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì òðåõ áó-
ëåâûõ ôîðìóë, ïðè÷åì f g1 21� .

Èçëîæåííûé ìåòîä âïåðâûå îïèñàí â [7].
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16.6.7. Ðåàëèçàöèÿ ñ ìíîãîêðàòíûì âû÷èñëåíèåì
îäíîòèïíûõ çíà÷åíèé àðèôìåòè÷åñêèõ ôóíêöèé

Åñëè ïðè ïðèìåíåíèè ìåòîäà, ðàññìîòðåííîãî â ïðåäûäóùåì
ðàçäåëå, ñíÿòü îãðàíè÷åíèå íà îäíîêðàòíîñòü âû÷èñëåíèÿ êàæäîãî
òèïà çíà÷åíèé ÀÔ, òî çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ ÷èñëà âåðøèí â ÑÃÑ,
êîëè÷åñòâî êîòîðûõ àïðèîðè ñòàíîâèòñÿ íåèçâåñòíûì, ïîÿâëÿåòñÿ
âîçìîæíîñòü ýôôåêòèâíîé ðåàëèçàöèè íåêîòîðûõ ôóíêöèé.

Ïðèìåð 16.50. Ðåàëèçîâàòü àðèôìåòè÷åñêóþ ôóíêöèþ

F x x x T( , , ) | | .1 2 3 2 2 1 1 2 0 0 0�

Ðåàëèçóÿ ýòó ÑÃÑ îò âõîäà ê âûõîäó, ïðèìåíèì óêàçàííóþ âûøå
ìîäèôèêàöèþ ìåòîäà, èçëîæåííîãî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå. Ïîñòðî-
åííàÿ ÑÃÑ ïðèâåäåíà íà ðèñ. 16.99. Ïðè ýòîì îòìåòèì, ÷òî ÀÔ â äàí-
íîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóåò ÑÁÔ: f x x x x x2 1 2 1 2 3�! ! ! !] , f x x1 1 2�! .

16.7. Ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ âåêòîðíûõ ãðàô-ñõåì

Ðàññìîòðåííûå ãðàô-ñõåìû (ÃÑ) îáëàäàëè òåì ñâîéñòâîì, ÷òî â
íèõ â êàæäîé óñëîâíîé âåðøèíå ïðîâåðÿëèñü çíà÷åíèÿ òîëüêî îä-
íîé âõîäíîé ïåðåìåííîé èëè îäíîé áóëåâîé ôîðìóëû.

Ðàññìîòðèì äðóãîé êëàññ ÃÑ, â êîòîðûõ â êàæäîé óñëîâíîé
âåðøèíå âûïîëíÿåòñÿ ñðàâíåíèå âõîäíîãî âåêòîðà ñ ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé ìàñêîé (êîíñòàíòîé). Íàçîâåì òàêèå ÃÑ âåêòîðíûìè (ÂÃÑ).

Íåêîòîðûå ìåòîäû âåêòîðíûõ âû÷èñëåíèé èçëîæåíû â ãë.18.
Îïèøåì ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ÂÃÑ ïî òàáëèöå èñòèííîñòè [6]. Ïðè

ýòîì äëÿ êîìïàêòíîñòè óêàçàííîå âûøå ñðàâíåíèå áóäåì ïðîâîäèòü
â äåñÿòè÷íîé ôîðìå.

Ðàññìîòðèì êëàññ ïîëîæèòåëüíûõ ìîíîòîííûõ áåñïîâòîðíûõ
ïîðîãîâûõ ôîðìóë (ÁÏÔ), êàæäàÿ èç êîòîðûõ ìîæåò áûòü çàïèñàíà
òàêèì îáðàçîì, ÷òî åå ñòîëáåö çíà÷åíèé áóäåò èìåòü «òî÷êó ïåðåãè-
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áà», òàê êàê â íåì ñíà÷àëà ðàñïîëîæåíû òîëüêî íóëè, à çàòåì òîëüêî
åäèíèöû. Íàïðèìåð, ÁÏÔ

� �� �� �f x x x x x x x x� 1 2 3 4 5 6 7 8] ] ] ]( )

íà ïåðâûõ 85 âõîäíûõ íàáîðàõ (ñ äåñÿòè÷íûìè ýêâèâàëåíòàìè 0, … ,
84) ïðèíèìàåò íóëåâûå çíà÷åíèÿ, à íà îñòàëüíûõ 171 âõîäíûõ íàáî-
ðàõ (ñ äåñÿòè÷íûìè ýêâèâàëåíòàìè 85, … , 255) — åäèíè÷íûå.

Ýòî ïîçâîëÿåò ïðè ïîðÿäêå ïåðåìåííûõ x1 , … , x 8 ðåàëèçîâàòü ýòó
ÁÏÔ âåêòîðíîé ÃÑ, ñîäåðæàùåé òîëüêî î ä í ó óñëîâíóþ âåðøèíó:

if(X l 85) f = 1 else f = 0,

ãäå X — äåñÿòè÷íûé ýêâèâàëåíò çíà÷åíèé âõîäíîãî íàáîðà (âåêòî-
ðà). Ïðè ýòîì X x x x x x x x x� � � � � � � �128 64 32 16 8 4 2 11 2 3 4 5 6 7 8 .

Òàêîé ÃÑ ñîîòâåòñòâóåò ïîðîãîâàÿ ðåàëèçàöèÿ âèäà:

f x x x x� � � � �sign (128 64 32 161 2 3 4

� � � � �8 4 2 1 855 6 7 8x x x x ) .

Èñïîëüçóÿ ìåòîä, èçëîæåííûé â ðàçä. 15.5, ìîæíî ïîñòðîèòü ìè-
íèìàëüíóþ ïîðîãîâóþ ðåàëèçàöèþ:

f x x x x x x x x� � � � � � � � �sign ( ) .21 13 8 5 3 2 211 2 3 4 5 6 7 8

Íåñìîòðÿ íà òî ÷òî ýòà ðåàëèçàöèÿ èìååò ñóùåñòâåííî ìåíüøèå
çíà÷åíèÿ âåñîâ è ïîðîãà, îíà íå ìîæåò áûòü ñòîëü ýôôåêòèâíî ïðî-
ãðàììíî ðåàëèçîâàíà, êàê ýòî ïðåäëîæåíî âûøå.

Åñëè ïîðÿäîê ïåðåìåííûõ âî âõîäíîì íàáîðå íå ñîâïàäàåò ñ ïî-
ðÿäêîì ïåðåìåííûõ, ïðè êîòîðîì ÁÏÔ èìååò îäíó òî÷êó ïåðåãèáà,
òî ñëîæíîñòü ÂÃÑ óâåëè÷èâàåòñÿ.

Ïðèìåð 16.51. Ðåàëèçîâàòü ÁÏÔ f x x x� 1 2 3] .
Ïðè ïîðÿäêå ïåðåìåííûõ x1 , x 2 , x 3 ýòà ÁÏÔ ðåàëèçóåòñÿ ïî äèà-

ïàçîíàì çíà÷åíèé íàáîðîâ âõîäíûõ ïåðåìåííûõ, òàê êàê

f x x x
T

( , , ) .1 2 3 0101 0111�

Ïðè ýòîì ñòðîèòñÿ ÂÃÑ, ïðåäñòàâëåííàÿ íà ðèñ. 16.100.
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Ïðè ïîðÿäêå ïåðåìåííûõ x 3 , x 2 , x1 ýòà ôóíêöèÿ ðåàëèçóåòñÿ ñó-
ùåñòâåííî ïðîùå:

if (X l 3) f = 1 else f = 0,

òàê êàê

f x x x
T

( , , ) .3 2 1 0001 1111�

Ïî äèàïaçîíàì âõîäíûõ ïåðåìåííûõ ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà è
ïðîèçâîëüíàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ n ïåðåìåííûõ.

Ïðèìåð 16.52. Ðåàëèçîâàòü áóëåâó ôóíêöèþ

f x x x x
T

( , , , )1 2 3 4 0001 0001 0001 1111� �

� x x x x1 2 3 4] .

Ïðè ïîðÿäêå ïåðåìåííûõ x1 , x 2 , x 3 , x 4 ýòà ÁÔÓ ðåàëèçóåòñÿ
ÂÃÑ, ïðèâåäåííîé íà ðèñ. 16.101.

Èçëîæåííûé ïîäõîä ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí è äëÿ ðåàëèçàöèè
àðèôìåòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Òàê, íàïðèìåð, íà ðèñ. 16.102 ïðèâåäå-
íà ÂÃÑ, ðåàëèçóþùàÿ ïàðàëëåëüíûé äâîè÷íûé îäíîðàçðÿäíûé ñóì-
ìàòîð

F x x x
T

( , , )1 2 3 0 1 1 2 1 2 2 3�

ïðè ïîðÿäêå âõîäíûõ ïåðåìåííûõ x1 , x 2 , x 3 .
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Êðîìå ðàáîò, íà êîòîðûå â íàñòîÿùåé è ïðåäûäóùåé ãëàâàõ èìå-
þòñÿ ññûëêè, ñóùåñòâóåò òàêæå è ìíîãî äðóãèõ ðàáîò, ïîñâÿùåí-
íûõ áèíàðíûì ãðàôàì, íàïðèìåð [24—48].

16.8. Ïîñòðîåíèå êîìáèíàöèîííûõ ñõåì
èç äåìóëüòèïëåêñîðîâ

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ áèíàðíûå ãðàôû âñå ÷àùå ïðèìåíÿ-
þòñÿ êàê ïðè ïðîãðàììíîé, òàê è ïðè àïïàðàòíîé ðåàëèçàöèè
(â òîì ÷èñëå è ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ñâåðõáîëüøèõ èíòåãðàëü-
íûõ ñõåì íà îñíîâå ïðîãðàììèðóåìîé ëîãèêè) â êà÷åñòâå ñðåäñò-
âà ïðåäñòàâëåíèÿ îòäåëüíûõ ÁÔÓ (ÁÔ) è ñèñòåì ÁÔÓ (ÁÔ)
[30—43].

Â ðàçä. 5.1 èçëîæåíû ìåòîäû ðåàëèçàöèè áèíàðíûõ ãðàôîâ (ÁÃ),
ïîñòðîåííûõ äëÿ îòäåëüíûõ ÁÔÓ (ÁÔ), èçîìîðôíûìè ñõåìàìè èç
ìóëüòèïëåêñîðîâ «2 â 1». Ýòè ìåòîäû îñíîâàíû íà ðàññìîòðåíèè
êàæäîãî áèíàðíîãî ãðàôà îò åãî âûõîäîâ ê âõîäó è ïîýòîìó íå ïî-
çâîëÿþò ðåàëèçîâàòü ñèñòåìû ÁÔÓ (ÁÔ) ñîâìåñòíî.

Íèæå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä ñîâìåñòíîé ñõåìíîé ðåàëèçàöèè óêà-
çàííûõ ñèñòåì, îñíîâàííûé íà ðàññìîòðåíèè áèíàðíîãî ãðàôà, ïî-
ñòðîåííîãî äëÿ çàäàííîé ñèñòåìû ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ, èçëîæåííûõ
â ðàçä.16.5, îò âõîäà ê âûõîäàì.

Ìåòîä áàçèðóåòñÿ íà ïðèìåíåíèè äåìóëüòèïëåêñîðîâ (DX)
«1 â 2» (ðèñ. 16.103), êàæäûé èç êîòîðûõ èìååò äâà âõîäà — b è x i è
äâà âûõîäà — u1 è u0 , ïðè÷åì u bx i1 � , u b x i0 � ! [32, 49].

Ðàññìîòðèì ïåðâîíà÷àëüíî ìåòîä ðåàëèçàöèè N çàäàííûõ ôóíê-
öèé ñèñòåìû è èõ èíâåðñèé ïî áèíàðíîìó ãðàôó, êîòîðûé íå ñîäåð-
æèò îïåðàòîðíûõ âåðøèí íà÷àëüíîé óñòàíîâêè. Ýòîò ìåòîä ñîñòîèò
â ñëåäóþùåì:

— êàæäàÿ óñëîâíàÿ âåðøèíà áèíàðíîãî ãðàôà çàìåíÿåòñÿ äå-
ìóëüòèïëåêñîðîì «1 â 2» òàêèì îáðàçîì, ÷òî åå âõîäó ñîîòâåòñòâóåò
âõîä äåìóëüòèïëåêñîðà, à åå íóëåâîìó (åäèíè÷íîìó) âûõîäó — íó-
ëåâîé (åäèíè÷íûé) âûõîä äåìóëüòèïëåêñîðà;

— êàæäàÿ òî÷êà îáúåäèíåíèÿ äóã çàìåíÿåòñÿ äâóõâõîäîâûì ýëå-
ìåíòîì ÈËÈ;

— íà b-âõîä ïåðâîãî äåìóëüòèïëåêñîðà ïîäàåòñÿ êîíñòàíòà «1»,
à íà íèæíèé âõîä i-ãî äåìóëüòèïëåêñîðà — âõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ,
óêàçàííàÿ â i-é óñëîâíîé âåðøèíå ãðàôà;
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— âñå îäíîèìåííûå îïåðàòîðíûå âåðøèíû f j � 1 çàìåíÿþòñÿ
ëèíèÿìè, êîòîðûå ïîäêëþ÷àþòñÿ ê ýëåìåíòó ÈËÈ, íà âûõîäå êîòî-
ðîãî ðåàëèçóåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèÿ f j ;

— âñå îäíîèìåííûå îïåðàòîðíûå âåðøèíû f j � 0 çàìåíÿþòñÿ
ëèíèÿìè, êîòîðûå ïîäêëþ÷àþòñÿ ê ýëåìåíòó ÈËÈ, íà âûõîäå êîòî-
ðîãî ðåàëèçóåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèÿ ! f j .

Â ðåçóëüòàòå ñòðîèòñÿ ñõåìà c 2N + 1 âûõîäàìè, íà N èç êîòîðûõ
ðåàëèçóþòñÿ çàäàííûå ôóíêöèè, íà N äðóãèõ âûõîäàõ — èõ èíâåð-
ñèè, à íà ïîñëåäíåì âûõîäå — ôóíêöèÿ f k � 1.

×èñëî ýëåìåíòîâ â ïîñòðîåííîé òàêèì îáðàçîì ñõåìå, èçîìîðô-
íîé áèíàðíîìó ãðàôó ñ òî÷íîñòüþ äî ðåàëèçàöèè îïåðàòîðíûõ âåð-
øèí â íåì, îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì:

n B n Ný ó ò� � � 2 ,

ãäå B ó — ÷èñëî óñëîâíûõ âåðøèí, n ò — ÷èñëî òî÷åê îáúåäèíåíèÿ
äóã.

Ïðè ðåàëèçàöèè îäíîé ôóíêöèè è åå èíâåðñèè ñïðàâåäëèâî ñî-
îòíîøåíèå

n B ný ó ò� � .

Ïîñòðîåííàÿ óêàçàííûì îáðàçîì ñõåìà ìîæåò áûòü óïðîùåíà çà
ñ÷åò èñêëþ÷åíèÿ ýëåìåíòà ÈËÈ, ðåàëèçóþùåãî ôóíêöèþ f k .

Íà ðèñ. 16.104 ïðèâåäåíà ñõåìà èç øåñòè ýëåìåíòîâ (B ó = 3,
n ò = 3), ðåàëèçóþùàÿ ôîðìóëû f x x x� 1 2 3] è ! (! ! )!f x x x� 1 2 3] ,
êîòîðàÿ èçîìîðôíà ËÁÃ, ïðåäñòàâëåííîìó íà ðèñ. 15.1.

Ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ ïîñëåäíåãî ýëåìåíòà ÈËÈ ïîëó÷åííàÿ ñõåìà
áóäåò ñîñòîÿòü èç ïÿòè ýëåìåíòîâ.

Òàê êàê â ËÁÃ ñ îäíèì âõîäîì è îäíèì âûõîäîì ïðè ðåàëèçàöèè
ôîðìóëû â áàçèñå {&, ], !} èç h áóêâ B ó = h, n ò = h, òî ÷èñëî ýëåìåí-
òîâ â ðàññìàòðèâàåìîé ñõåìå, îäíîâðåìåííî ðåàëèçóþùåé ôîðìóëó
è åå èíâåðñèþ, óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ ný = 2h. Ïðè ýòîì ÷èñëî
ýëåìåíòîâ â ñõåìå íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà çàïèñè ôîðìóëû.

Íà ðèñ. 16.105 ïðèâåäåíà ñõåìà, òàêæå ñîäåðæàùàÿ øåñòü ýëå-
ìåíòîâ, ðåàëèçóþùàÿ ôîðìóëó f x x x� 3 2 1] è åå èíâåðñèþ.
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Ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ ïîñëåäíåãî ýëåìåíòà ÈËÈ ïîëó÷åííàÿ ñõåìà
áóäåò ñîñòîÿòü èç ïÿòè ýëåìåíòîâ.

Ïðèâåäåííûå ñõåìû ïîñòðîåíû ïî ËÁÃ. Íà ðèñ. 16.106 ïðèâåäå-
íû äâå ñõåìû, ïîñòðîåííûå ïî áèíàðíîìó ãðàôó (ðèñ. 16.67), ïåðâàÿ
èç êîòîðûõ ðåàëèçóåò ìàæîðèòàðíóþ ôóíêöèþ òðåõ ïåðåìåííûõ è
åå èíâåðñèþ, à âòîðàÿ — ëèíåéíóþ ôóíêöèþ òðåõ ïåðåìåííûõ è åå
èíâåðñèþ.

Ýòè ñõåìû ðåàëèçîâàíû íåçàâèñèìî, íåñìîòðÿ íà òî ÷òî â ÁÃ ñî-
îòâåòñòâóþùèå èì áëîêè ñîåäèíåíû ïîñëåäîâàòåëüíî. Ýòî îáúÿñíÿ-
åòñÿ òåì, ÷òî åñëè â ÁÃ áëîêè ñ îäíèì âõîäîì è îäíèì âûõîäîì ñîå-
äèíåíû ïîñëåäîâàòåëüíî è íå «îõâàòûâàþòñÿ» äðóãèìè áëîêàìè, òî
â ñõåìå, èçîìîðôíîé ýòîìó ÁÃ, íà âûõîäå f k êàæäîé ïîäñõåìû, ñî-
îòâåòñòâóþùåé áëîêó, ôîðìèðóåòñÿ òîæäåñòâåííàÿ åäèíèöà, ÷òî
ïîçâîëÿåò èñêëþ÷èòü ýëåìåíòû ÈËÈ, ñâÿçûâàþùèå ýòè áëîêè, ïî-
äàâ åäèíèöû íà âõîäû êàæäîé èç îáðàçîâàâøèõñÿ ïðè ýòîì ñõåì.
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Ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà ïîâûøàåòñÿ â òîì ñëó-
÷àå, êîãäà ñõåìà, ðåàëèçóþùàÿ ñèñòåìó ôóíêöèé è èõ èíâåðñèè,
ñòðîèòñÿ ïî ñîâìåñòíî ìèíèìèçèðîâàííîìó áèíàðíîìó ãðàôó. Íà
ðèñ. 16.107 ïðèâåäåíà ñõåìà èç 11 ýëåìåíòîâ, ïîñòðîåííàÿ ïî áè-
íàðíîìó ãðàôó (ðèñ. 16.69), â êîòîðîì èñêëþ÷åí ýëåìåíò ÈËÈ, ðåà-
ëèçóþùèé ôóíêöèþ f k .

Äëÿ ðåàëèçàöèè ôóíêöèé ñèñòåìû (áåç èõ èíâåðñèé) ïîñòðîåí-
íàÿ ñõåìà äîëæíà áûòü óïðîùåíà çà ñ÷åò èñêëþ÷åíèÿ è óïðîùå-
íèÿ ýëåìåíòîâ, ñâÿçàííûõ ñ ðåàëèçàöèåé èíâåðñíûõ ôóíêöèé è ôóí-
êöèè f k .

Äëÿ íåïîñðåäñòâåííîé ðåàëèçàöèè ôóíêöèé ñèñòåìû èçëîæåí-
íûé ìåòîä äîëæåí áûòü ìîäèôèöèðîâàí. Ýòà ìîäèôèêàöèÿ ïðèìå-
íèìà ê áèíàðíûì ãðàôàì, êîòîðûå ëèáî íå ñîäåðæàò îïåðàòîðíûõ
âåðøèí íà÷àëüíîé óñòàíîâêè, ëèáî ýòè âåðøèíû äîëæíû áûòü òèïà
f j � 0.

Ïðåäëàãàåìàÿ ìîäèôèêàöèÿ ñâÿçàíà ñ èçìåíåíèåì ïÿòîãî ýòàïà
èçëîæåííîãî âûøå ìåòîäà, êîòîðûé â äàííîì ñëó÷àå ôîðìóëèðóåò-
ñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: âñå îïåðàòîðíûå âåðøèíû òèïà f j � 0 çàìå-
íÿþòñÿ ëèíèÿìè.

×èñëî ýëåìåíòîâ â ñõåìå â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøå-
íèåì:

n B n Ný1 ó ò1m � � ,

ãäå n ò1 — ÷èñëî òî÷åê îáúåäèíåíèÿ äóã, ñâÿçàííûõ ñ âû÷èñëåíèåì
ôóíêöèé f.
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Ïîñòðîåííàÿ óêàçàííûì îáðàçîì ñõåìà ìîæåò áûòü óïðîùåíà
çà ñ÷åò èñêëþ÷åíèÿ ýëåìåíòîâ ÈËÈ, ðåàëèçóþùèõ ôóíêöèþ f k ,
à òàêæå êàæäîãî äåìóëüòèïëåêñîðà ñîâìåñòíî ñ ýëåìåíòîì ÈËÈ,
ïîäñîåäèíåííûì ê åãî âûõîäàì. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ôóíêöèÿ, ôîð-
ìèðóåìàÿ íà âûõîäå ýëåìåíòà ÈËÈ, ïåðåíîñèòñÿ â òî÷êó ïîäêëþ-
÷åíèÿ âõîäà èñêëþ÷àåìîãî äåìóëüòèïëåêñîðà. Äàëüíåéøåå óïðî-
ùåíèå ñõåìû äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò çàìåíû íåêîòîðûõ èç îñòàâøèõñÿ
äåìóëüòèïëåêñîðîâ äâóõâõîäîâûìè ýëåìåíòàìè È, ÇÀÏÐÅÒ, ïåðå-
ìåííûìè è (èëè) èõ èíâåðñèÿìè.

Òàê êàê â ëèíåéíîì áèíàðíîì ãðàôå B ó = h, 0 m n ò1 m h – 1, òî
ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

h m ný1 m 2h – 1.

Ïðè ýòîì íèæíÿÿ îöåíêà äîñòèãàåòñÿ äëÿ ôóíêöèè È, à âåðõ-
íÿÿ — äëÿ ôóíêöèè ÈËÈ.

Ñëîæíîñòü ñõåìû, ïîñòðîåííîé ïî ËÁÃ, â ýòîì ñëó÷àå çàâèñèò
îò ïîðÿäêà åå çàïèñè, òàê êàê ïðè ýòîì ìîæåò èçìåíèòüñÿ çíà÷åíèå
ïåðåìåííîé n ò1 .

Íà ðèñ. 16.108 ïðèâåäåíà ñõåìà, ðåàëèçóþùàÿ ôîðìóëó f �
� x x x1 2 3] , à íà ðèñ. 16.109 — ôîðìóëó f x x x� 3 2 1] .

Èç ïðèâåäåííûõ ïðèìåðîâ ñëåäóåò, ÷òî ïðè ðåàëèçàöèè áóëåâûõ
ôîðìóë, áåñïîâòîðíûõ â áàçèñå {&, ], !}, ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ìå-
íåå ýôôåêòèâåí ïî ñðàâíåíèþ ñ ôîðìóëüíûì ìåòîäîì ïîñòðîåíèÿ
ñõåì èç äâóõâõîäîâûõ ýëåìåíòîâ È è ÈËÈ, äëÿ êîòîðîãî n h

ý1

ô � �1.
Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ïðè ðåàëèçàöèè ïîâòîðíûõ ôîðìóë â óêà-

çàííîì áàçèñå îáû÷íî áîëåå ýôôåêòèâåí, ÷åì óêàçàííûé ôîðìóëü-
íûé ìåòîä.

Òàê, íàïðèìåð, ñõåìà, ðåàëèçóþùàÿ ïðåäëàãàåìûì ìåòîäîì ëè-
íåéíóþ ôóíêöèþ n ïåðåìåííûõ, ñîñòîèò èç 2(n – 1) äåìóëüòèïëåê-
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ñîðîâ, 2n – 3 äâóõâõîäîâûõ ýëåìåíòîâ ÈËÈ è îäíîãî äâóõâõîäîâîãîñîðîâ, 2n – 3 äâóõâõîäîâûõ ýëåìåíòîâ ÈËÈ è îäíîãî äâóõâõîäîâîãî
ýëåìåíòà È � �n ný1 � �4 1( ) . Íà ðèñ. 16.110 ïðèâåäåíà ñõåìà âîñüìè
äâóõâõîäîâûõ ýëåìåíòîâ, ðåàëèçóþùàÿ ëèíåéíóþ ôóíêöèþ òðåõ
ïåðåìåííûõ, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü òàêæå ïîñòðîåíà â ðåçóëüòàòå
óïðîùåíèÿ âòîðîé ñõåìû, ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñ. 16.106.

Ïðè ýòîì îòìåòèì, ÷òî äëÿ ôóíêöèé ýòîãî êëàññà ïðè èõ çàïèñè
â áàçèñå {&, ], !} ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

h n� � ��3 2 21 .

Ýòà ñõåìà ìîæåò áûòü óïðîùåíà, åñëè òðè ïîñëåäíèõ ýëåìåíòà â
íåé çàìåíèòü ìóëüòèïëåêñîðîì «2 â 1» (ðèñ. 16.111).

Îòìåòèì, ÷òî ëèíåéíûå ôóíêöèè ïðè èõ çàïèñè ñ èñïîëüçîâàíè-
åì îïåðàöèé «ñóììà ïî ìîäóëþ äâà» ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû áîëåå
ýôôåêòèâíî ñõåìàìè èç ìóëüòèïëåêñîðîâ «2 â 1» ñ ïîìîùüþ ôîð-
ìóëüíîãî ìåòîäà, èçëîæåííîãî â ðàçä. 5.1.6. Ïðè ýòîì n n

ý1

ô � �1.
Èçëîæåííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò ðåàëèçîâàòü ìàæîðèòàðíóþ ôóíê-

öèþ òðåõ ïåðåìåííûõ, ÿâëÿþùóþñÿ ñèììåòðè÷åñêîé, ñõåìîé
èç øåñòè äâóõâõîäîâûõ ýëåìåíòîâ (ðèñ. 16.112), êîòîðàÿ ìî-
æåò áûòü òàêæå ïîëó÷åíà â ðåçóëüòàòå óïðîùåíèÿ ïåðâîé ñõåìû
(ðèñ. 16.106).
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Ñèììåòðè÷åñêèå ôóíêöèè n ïåðåìåííûõ ìîãóò áûòü òàêæå ðåà-
ëèçîâàíû è íà îñíîâå ñõåìû, èçîìîðôíîé ñèììåòðè÷åñêîé ñòðóê-
òóðå èç ïåðåêëþ÷àòåëüíûõ êîíòàêòîâ [50]. Ýòà ñõåìà ñîñòîèò èç
( )n n�1 2 äåìóëüòèïëåêñîðîâ è n n( )�1 2 äâóõâõîäîâûõ ýëåìåí-
òîâ ÈËÈ (n ný � 2 ). Íà ðèñ. 16.113 ïðèâåäåíà ñõåìà ýòîãî êëàññà ïðè
n = 3.

Ïðèìåíåíèå ýòîé ñòðóêòóðû â êà÷åñòâå óíèâåðñàëüíîé äëÿ ðåà-
ëèçàöèè îäèíî÷íûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé íåýôôåêòèâíî, òàê
êàê äëÿ ýòèõ öåëåé ñóùåñòâóåò ñõåìà, ïîñòðîåííàÿ èç ( )n n�1 2
ìóëüòèïëåêñîðîâ «2 â 1». Òàêàÿ ñõåìà äëÿ n = 3 ïðèâåäåíà íà
ðèñ. 9.9.

Îäíàêî íà îñíîâå ïðåäëîæåííîé ñõåìû â îòëè÷èå îò äðóãèõ
ìåòîäîâ ìîæíî äîñòàòî÷íî ïðîñòî (ïî òðóäîåìêîñòè) ðåàëèçîâàòü
ñèñòåìû ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé n ïåðåìåííûõ. Íà ðèñ. 16.114
ïðèâåäåíà ñõåìà, ðåàëèçóþùàÿ ïàðàëëåëüíûé îäíîðàçðÿäíûé äâî-
è÷íûé ñóììàòîð è ñîñòîÿùàÿ èç 11 äâóõâõîäîâûõ ëîãè÷åñêèõ ýëå-

525

Ðèñ. 16.112

Ðèñ. 16.113



ìåíòîâ. Ïðè ýòîì îòìåòèì, ÷òî ðàçäåëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ ôóíêöèé
ñóììàòîðà, âûïîëíåííàÿ ñ ïîìîùüþ ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà, ñòðîèò
ñõåìó èç 12 ëîãè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ (ðèñ. 16.111, 16.112).

Ýòà ñõåìà ìîæåò áûòü òàêæå ïîñòðîåíà è ñ ïîìîùüþ ïðåäëàãàå-
ìîãî ìåòîäà ïî ïðîñòîìó ÁÃ (ðèñ. 16.66).

Åñëè ýòîò ìåòîä ïðèìåíèòü ê îáîáùåííîìó ÁÃ (ðèñ. 16.70), òî
ðàññìàòðèâàåìûé ñóììàòîð ðåàëèçóåòñÿ ñõåìîé, ñîäåðæàùåé äå-
âÿòü äâóõâõîäîâûõ ýëåìåíòîâ (ðèñ. 16.115).

Íåñìîòðÿ íà òî ÷òî èçâåñòíà ñõåìà ðàññìàòðèâàåìîãî ñóììà-
òîðà, ñîñòîÿùàÿ âñåãî ëèøü èç ïÿòè äâóõâõîäîâûõ ýëåìåíòîâ
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(ðèñ. 10.19), ýòî íå óìåíüøàåò çíà÷åíèÿ ïðåäëàãàåìîãî óíèâåðñàëü-
íîãî ìåòîäà.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ôîðìóë, îòëè÷íûõ îò ðàññìîòðåííûõ
âûøå, êîòîðàÿ ïðèâåäåíà â ïðèìåðå 16.38. Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ
ýòà ñèñòåìà ïðèîáðåòàåò âèä:

f x x x1 1 2 3� ] ] , � �f x x x x2 1 2 3 4� !( ) .] ]

Âûïîëíèì ôàêòîðèçàöèþ ýòèõ ôîðìóë:

Ô � x x1 2] , f x1 3= Ô ] , f x x2 3 4= (!Ô ] ) .

Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà ðåàëèçóåòñÿ ñõåìîé, èñïîëüçóþùåé äå-
ìóëüòèïëåêñîð è ñîäåðæàùåé ïÿòü ýëåìåíòîâ (ðèñ. 16.116).

Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ñòðîèò ïî ñòðóêòóðèðîâàííîìó ÁÃ
(ðèñ. 16.71) èçîìîðôíóþ åìó ñõåìó ìåíåå òðóäîåìêî (ðèñ. 16.117).

527

Ðèñ. 16.117

Ðèñ. 16.116



Ýòà ñõåìà ñîñòîèò èç 14 ýëåìåíòîâ, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå Bó = 6,
n ò1 = 6, N = 2. Íà ðèñ. 16.118 ïðèâåäåíà ñõåìà èç øåñòè ýëåìåíòîâ,
ïîñòðîåííàÿ â ðåçóëüòàòå óïðîùåíèÿ ïðåäûäóùåé ñõåìû.

Â çàêëþ÷åíèå ðàçäåëà îòìåòèì, ÷òî ïðåäëîæåííûé ìåòîä äîïîë-
íÿåò èçëîæåííûå â ðàçä. 1.6 ìåòîäû ñîâìåñòíîé ðåàëèçàöèè áóëå-
âûõ ôóíêöèé.

Âûâîäû

1. Ðàññìîòðåíû òðè ìåòîäà ñòðóêòóðèðîâàíèÿ ëèíåéíûõ áèíàð-
íûõ ãðàôîâ è ïîëó÷åíû îöåíêè ÷èñëà âåðøèí â ñòðóêòóðèðîâàííûõ
áèíàðíûõ ãðàôàõ (ÑÁÃ). Ýòè îöåíêè ÿâëÿþòñÿ â òîì ÷èñëå è ëè-
íåéíûìè îò ÷èñëà áóêâ â ðåàëèçóåìîé áóëåâîé ôîðìóëå â áàçèñå
{&, ], !}.

2. Ïðåäëîæåí ìåòîä çàâèñèìûõ ôðàãìåíòîâ, ïîçâîëÿþùèé ïî
áóëåâîé ôîðìóëå â óêàçàííîì áàçèñå ñòðîèòü ëèíåàðèçîâàííûå ÑÁÃ
(ËÑÁÃ). Ïîêàçàíî, ÷òî ýòîò ìåòîä ðåàëèçóåò áåñïîâòîðíûå ïîðîãî-
âûå ôîðìóëû (ÁÏÔ) ñ ïîìîùüþ ËÑÁÃ ñ ÷èñëîì âåðøèí 2h + 1.

3. Ïðåäëîæåí ìåòîä çàâèñèìûõ ôðàãìåíòîâ ñ îïòèìèçàöèåé, êî-
òîðûé îáåñïå÷èâàåò ðåàëèçàöèþ áåñïîâòîðíûõ ïîðîãîâûõ ôîðìóë ñ
ïîìîùüþ ËÑÁÃ ñ ÷èñëîì âåðøèí

h + 2 m B m 2h.

4. Ïîêàçàíî, êàê ñ ïîìîùüþ ìåòîäà çàâèñèìûõ ôðàãìåíòîâ ñ
îïòèìèçàöèåé ðåàëèçîâàòü áóëåâû ôîðìóëû, èìåþùèå ïîðîãîâûé
îáðàç.

5. Óñîâåðøåíñòâîâàí ìåòîä íåçàâèñèìûõ ôðàãìåíòîâ, ïîçâîëÿ-
þùèé ïî áóëåâîé ôîðìóëå è ñèñòåìå áóëåâûõ ôîðìóë ñòðîèòü îïå-
ðàòîð ñòðóêòóðû, ÷èñëî áóêâ â êîòîðîì ðàâíî ÷èñëó âåðøèí â
ËÑÁÃ. Èçëîæåí ìåòîä ìèíèìèçàöèè ÷èñëà áóêâ â ýòîì îïåðàòîðå.
Ïîêàçàíî, ÷òî â îòäåëüíûõ ñëó÷àÿõ ýòîò ìåòîä ïîçâîëÿåò ñòðîèòü
ÑÁÃ, ÷èñëî âåðøèí â êîòîðûõ ìåíüøå ÷èñëà áóêâ â óêàçàííîì îïå-
ðàòîðå.
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16. Ïðåäëîæåí ðàñïðåäåëèòåëüíûé ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé ðåàëè-
çîâûâàòü áóëåâû ôóíêöèè, çàäàííûå òàáëèöàìè èñòèííîñòè, ïðè
ïîðÿäêå ïåðåìåííûõ, ïðîòèâîïîëîæíîì òàêîâîìó â êàíîíè÷åñêîì
ìåòîäå Áëîõà. Ýòî ïîçâîëÿåò ïî îäíîé òàáëèöå èñòèííîñòè (áåç ïå-
ðåñòàíîâêè ñòîëáöîâ âõîäíûõ ïåðåìåííûõ â íåé) ñòðîèòü äâà áè-
íàðíûõ ãðàôà è âûáèðàòü ïðîñòåéøèé èç íèõ.

17. Ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóþò ïîâòîðíûå áóëåâû ôîðìóëû, ðåà-
ëèçóåìûå íåïëàíàðíûìè áåñïîâòîðíûìè ëèíåéíûìè áèíàðíûìè
ãðàôàìè. Îïðåäåëåíî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå, îáåñïå-
÷èâàþùåå ïîëó÷åíèå òàêîé ðåàëèçàöèè.

18. Ïîêàçàíî, ÷òî ñàìûå ñëîæíûå ïî ÷èñëó ïóòåé áèíàðíûå ãðà-
ôû íå ÿâëÿþòñÿ ñàìûìè ñëîæíûìè ïî ÷èñëó âåðøèí, è íàîáîðîò.

19. Ïîêàçàíî, ÷òî ÷èñëî ìàêñèìàëüíûõ îðòîãîíàëüíûõ îáëàñòåé
â êàðòå Êàðíî ÿâëÿåòñÿ íèæíåé îöåíêîé ñëîæíîñòè ÷èñëà ïóòåé â
áèíàðíîì ãðàôå.

10. Ïðåäëîæåíà ìîäèôèêàöèÿ êàíîíè÷åñêîãî ìåòîäà Áëîõà äëÿ
ïîñòðîåíèÿ ïðîñòûõ áèíàðíûõ ãðàôîâ, ðåàëèçóþùèõ ñèñòåìû áóëå-
âûõ ôóíêöèé.

11. Ïðåäëîæåíà ìîäèôèêàöèÿ êàíîíè÷åñêîãî ìåòîäà Áëîõà äëÿ
ïîñòðîåíèÿ îáîáùåííûõ áèíàðíûõ ãðàôîâ, ðåàëèçóþùèõ ñèñòåìû
áóëåâûõ ôóíêöèé, îñíîâàííàÿ íà âûíåñåíèè çíà÷åíèé ôóíêöèé íà
îñòîâ êàíîíè÷åñêîé ñòðóêòóðû.

12. Ïðåäëîæåíû ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ äëÿ ñèñòåì áóëåâûõ ôóíê-
öèé, àðèôìåòè÷åñêèõ ãðàô-ñõåì, â îïåðàòîðíûõ âåðøèíàõ êîòîðûõ
ïðèìåíÿþòñÿ îïåðàòîðû âèäà F F C� � , ãäå � = {+, –}; C — êîíñòàí-
òà.

13. Äëÿ áóëåâûõ ôóíêöèé, è ñèñòåì áóëåâûõ ôóíêöèé, ïðåäëî-
æåíû ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ âåêòîðíûõ áèíàðíûõ ãðàôîâ, â óñëîâíûõ
âåðøèíàõ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ñðàâíåíèå çíà÷åíèé âõîäíîãî âåê-
òîðà ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ìàñêàìè.

14. Ïðåäëîæåí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ïî áèíàðíûì ãðàôàì èçîìîðô-
íûõ èì ñõåì èç äåìóëüòèïëåêñîðîâ «1 â 2» è äâóõâõîäîâûõ ýëåìåí-
òîâ ÈËÈ, ñîâìåñòíî ðåàëèçóþùèõ áóëåâû ôóíêöèè.
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