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Îöåíêà ôóíêöèîíàëüíûõ âîçìîæíîñòåé
ïðîãðàììèðóåìûõ ëîãè÷åñêèõ ìàòðèö

Èìååòñÿ áîëüøîå ÷èñëî ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ ìåòîäàì ðàöèî-
íàëüíîãî ïðèìåíåíèÿ ïðîãðàììèðóåìûõ ëîãè÷åñêèõ ìàòðèö
(ÏËÌ), íàïðèìåð [1—4].

Îäíàêî âîïðîñ îá îöåíêå ôóíêöèîíàëüíûõ âîçìîæíîñòåé òàêèõ
ìàòðèö ïðè ðåàëèçàöèè ïðîèçâîëüíûõ áóëåâûõ ôîðìóë â áàçèñå È,
ÈËÈ, ÍÅ â ëèòåðàòóðå íå ðàññìàòðèâàëñÿ.

Ðåøåíèþ ýòîãî âîïðîñà ïîñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ ãëàâà. Ïðè ýòîì
èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå îãðàíè÷åíèå: ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ó ÏËÌ
èìåþòñÿ òîëüêî ïðÿìûå âõîäû è âûõîäû.

12.1. Íåïîñðåäñòâåííàÿ ðåàëèçàöèÿ
ïðîèçâîëüíîé ñêîáî÷íîé áóëåâîé ôîðìóëû

Ðåàëèçàöèÿ ïðîèçâîëüíîé ñêîáî÷íîé ôîðìóëû â ðàññìàòðèâàå-
ìîì áàçèñå ñ ïîìîùüþ ÏËÌ ñâîäèòñÿ ê ðåàëèçàöèè ñèñòåìû èç
ñ 2 + 1 äèçúþíêòèâíûõ íîðìàëüíûõ ôîðì (ÄÍÔ), ÿâëÿþùèõñÿ
ïîäôîðìóëàìè çàäàííîé ôîðìóëû, ãäå c — ÷èñëî ñêîáîê â
ôîðìóëå.

Ïðè ýòîì êàæäàÿ ÄÍÔ ðåàëèçóåòñÿ íà ñîîòâåòñòâóþùåì âûõîäå
ÏËÌ, à êàæäûé èç âûõîäîâ, êðîìå ïîñëåäíåãî, íà êîòîðîì ðåàëèçóåò-
ñÿ ôîðìóëà â öåëîì, ñîåäèíÿåòñÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùèì âõîäîì ÏËÌ.

Íàèõóäøèå ïàðàìåòðû (v — ÷èñëî âõîäîâ, t — ÷èñëî òåðìîâ, b —
÷èñëî âûõîäîâ) áóäåò èìåòü ÏËÌ, ðåàëèçóþùàÿ íîðìàëüíóþ áåñ-
ïîâòîðíóþ ôîðìóëó â áàçèñå È, ÈËÈ, êîòîðàÿ ñîäåðæèò ìàêñèìàëü-
íîå ÷èñëî ñêîáîê è â êîòîðîé h îäèíî÷íûõ áóêâ îáúåäèíåíû ìåæäó
ñîáîé íåïîñðåäñòâåííî òîëüêî îïåðàöèåé ÈËÈ. Íàïðèìåð, ïðè h =
= 16 ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôîðìóëà èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó:

� �f � � � � � �( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1 1 1 � �( ) ( ) ( ) ( ) .1 1 1 1 1 1 1 1� � � � �
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Äëÿ îöåíêè ïàðàìåòðîâ ÏËÌ, ðåàëèçóþùèõ ôîðìóëû ýòîãî
êëàññà, îïðåäåëèì ÷èñëî ñêîáîê â íèõ.

Íà ïåðâîì óðîâíå êàæäàÿ ïàðà ñêîáîê îáúåäèíÿåò äâå áóêâû.
Ïðè ýòîì îäíà ñêîáêà ñîîòâåòñòâóåò îäíîé áóêâå. Òàêèì îáðàçîì,
÷èñëî ñêîáîê ïåðâîãî óðîâíÿ c h h1

04� � / .
Íà âòîðîì óðîâíå êàæäàÿ ïàðà ñêîáîê îáúåäèíÿåò âîñåìü áóêâ:

îäíà ñêîáêà íà ÷åòûðå áóêâû. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî ñêîáîê âòîðîãî
óðîâíÿ c h h2

14 4� �/ / .
Íà òðåòüåì óðîâíå êàæäàÿ ïàðà ñêîáîê îáúåäèíÿåò 32 áóêâû: îä-

íà ñêîáêà íà 16 áóêâ. Ñëåäîâàòåëüíî, c h h3
216 4� � / .

Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî óðîâíåé ñêîáîê äëÿ ÁÔ èç h áóêâ îïðåäåëÿ-
åòñÿ ñîîòíîøåíèåì y h� log 4 . Ïðè ýòîì ÷èñëî ñêîáîê ìàêñèìàëüíî-

ãî óðîâíÿ c hy
h� �4 4 1log .

Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ÷èñëî ñêîáîê îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøå-
íèåì

c c
h h h h

i

i

y

h
� � � � � � �

�
��

1
0 1 2 14 4 4 4 4

...
(log )

� � � � � � � �
�

h h h h h
h h4 4 4 4 4

1
0 1 2 14 4

...
(log ) log

� � � � � � �
�

�
� � � � �

��

( ... )
( )

.
log

1 4 16 1
4 1

4 1
1

4 1

3
1

4 1

3

1 4

h
h hh

Ââèäó òîãî ÷òî ÷èñëî ñêîáîê ÷åòíî, òî

c
h

�
�4 1

3

( )
,

ãäå — ñèìâîë îêðóãëåíèÿ äî áëèæàéøåãî ìåíüøåãî ÷åòíîãî.
Ýòî ñîîòíîøåíèå îïðåäåëÿåò ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ñêîáîê â áàçèñå
È, ÈËÈ èç h áóêâ.

Ïðè ýòîì

v h
c

h
h

h
h h

h� � �
�

� �
�

� � �
2

4 3 1

2

2 1

3

5 2

3
1 67m

( ) ( ) ( )
[ . ];

b
c h h h

h� � �
�

� �
�

� � � �1
2

1
4 3 1

2
1

2 1

3

2 1

3
1 0 67m

( ) ( ) ( )
[ . ].

Îïðåäåëèì ÷èñëî òåðìîâ äëÿ ôîðìóë ðàññìàòðèâàåìîãî âèäà.
Èñêîìàÿ âåëè÷èíà îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì t h u1 � � , ãäå u —
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÷èñëî äâóõâõîäîâûõ ýëåìåíòîâ È â äðåâîâèäíîé ñõåìå, ðåàëèçóþ-
ùåé ôîðìóëó ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà.

×èñëî ýëåìåíòîâ È â äåðåâå, ïîñëåäíèì ýëåìåíòîì â êîòîðîì
ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíò È, îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

u
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Ñëåäîâàòåëüíî, ïëîùàäü ïðîãðàììèðóåìîé ëîãè÷åñêîé ìàòðè-
öû, ðåàëèçóþùåé ïðîèçâîëüíóþ ÁÔ â áàçèñå È, ÈËÈ, îïðåäåëÿåòñÿ
ñîîòíîøåíèåì:
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×èñëî òî÷åê, îñòàâøèõñÿ â ÏËÌ ïîñëå ïðîãðàììèðîâàíèÿ, îïðå-
äåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

T h h h1 2 1 1 3 1m � � � � �( ) ,
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òàê êàê êàæäîé áóêâå è êàæäîìó âûõîäó ñîîòâåòñòâóåò îäíà òî÷êà, à
êàæäîìó ýëåìåíòó äðåâîâèäíîé ñõåìû — äâå.

12.2. Ðåàëèçàöèÿ äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìû,
ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîèçâîëüíîé ñêîáî÷íîé áóëåâîé ôîðìóëå

Îöåíèì ÷èñëî òåðìîâ è ÷èñëî áóêâ â ÄÍÔ, ïîëó÷àþùåéñÿ ïîñëå
ðàñêðûòèÿ ñêîáîê â çàäàííîé ôîðìóëå â ðàññìàòðèâàåìîì áàçèñå.
Àâòîð ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ýòè âåëè÷èíû ìàêñèìàëüíû, åñëè çàäàííàÿ
ôîðìóëà èìååò âèä:

f x x x x x xk k k k� � �( ... ) ( ... ) ...1 2 1 2 2] ] ] ] ] ] (12.1)

Îïðåäåëèì ñðåäíèå çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû k, ïðè êîòîðûõ óêàçàí-
íûå õàðàêòåðèñòèêè ïðèíèìàþò ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ.

Åñëè èñõîäíàÿ ôîðìóëà ñîñòîèò èç h áóêâ, òî ÷èñëî ñîìíîæèòå-
ëåé â íåé ðàâíî h k. Òîãäà ÷èñëî òåðìîâ â ñîîòâåòñòâóþùåé ÄÍÔ
îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

t k h k
2 � ,

à ÷èñëî áóêâ — ñîîòíîøåíèåì

h h k t h k k hkh k h k
2 2

1� � � �( ) ( ) .
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� � �h k k h k( ln ) .1 2

Íàéäåì çíà÷åíèå k, ïðè êîòîðîì

h k k h k( ln ) .1 02� ��

Ñëåäîâàòåëüíî, k = e.
Îïðåäåëèì òåïåðü

� � � �( ) ( ) ( ) ln ln( ) ln ln
k e e h k k kh k

k
h k k h k k� � �� � � � � � �1 1 1

� � � � ��k h k k h k k kh k 1 2 1 1( )( ) ln ( ) ( ) ( )

� � � ��k h k k kh k 1 2 1 1( )( ) ( ln ) ( )

� �� � ��k h k kh k 2 1 1( ) ( ln ) .
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Îïðåäåëèì ñîîòíîøåíèå, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðîãî

� �k h k kh k( ) ( ) ( ln ) .� � � �2 1 1 0

Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

k h k h� �(ln ) . (12.2)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî h âåëè÷èíà k, îáåñïå÷èâàþùàÿ ìàê-
ñèìóì ÷èñëà òåðìîâ, ïîñòîÿííà è ðàâíà e, â òî âðåìÿ êàê çíà÷åíèå k,
ãàðàíòèðóþùåå ìàêñèìóì ÷èñëà áóêâ â ÄÍÔ, çàâèñèò îò ÷èñëà áóêâ
â çàäàííîé ôîðìóëå.

Âûïîëíèì àíàëèç ñîîòíîøåíèÿ (12.2).
Ïðè h � � ýòî ñîîòíîøåíèå ïðèîáðåòàåò âèä:

h k h(ln ) .�

Ïðè ýòîì k = e. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî k = e, òîãäà

e + h > h,

è ïîýòîìó k < e.
Ïðè h = 0 ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå k = 0. Òàêèì îáðàçîì,

0 < k = f (h) < e.

Íàïðèìåð, k = 2.22 ïðè h = 10 è k = 2.45 ïðè h = 20.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî h = 20, è ðàññìîòðèì òðè ôîðìóëû:
1) f x x x x x x� ( ) ( ) ... ( )1 2 3 4 19 20] ] ] , äëÿ êîòîðîé k = 2, t 2 �

� �2 102420 2 , h2
20 2 120 2 10240� � �� ;

2) f x x x x x x x x� ( ) ... ( ) ( )1 2 3 16 17 18 19 20] ] ] ] ] , äëÿ êîòîðîé

k � �20 7 2 86. , t 2
63 2 1458� � � , h2 1458 7 10206� � � ;

3) f x x x x x x x x x x� ( ) ... ( ) ( ) ... ( )1 2 3 10 11 12 13 14 19 20] ] ] ] ] ] ,

äëÿ êîòîðîé k � �20 8 2 5. , t 2
4 43 2 1296� � � , h2 1296 8 10368� � � .

Èç ñîîòíîøåíèÿ (12.1) è òîãî, ÷òî âåëè÷èíà t äîñòèãàåò ìàêñèìó-
ìà ïðè k = e, ñëåäóåò, ÷òî
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Ýòî ñîîòíîøåíèå ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ ñîîòíîøåíèåì äëÿ
îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà êëèê (ìàêñèìàëüíûõ ïîëíûõ ïîäãðàôîâ) â ãðà-
ôàõ Ìóíà—Ìîçåðà [6], êîòîðûå èìåþò íàèáîëüøèå âîçìîæíûå
êëèêè äëÿ ãðàôîâ ñ h âåðøèíàìè. Ïðè ýòîì ïîêàçàíî, ÷òî ïðîèç-
âîëüíûé ãðàô ñ h âåðøèíàìè ìîæåò èìåòü íå áîëåå t 2 êëèê [7].

Òàêèì îáðàçîì, ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî òåðìîâ â ÄÍÔ, ïîëó÷àåìûõ
çà ñ÷åò ðàñêðûòèÿ ñêîáîê â ïðîèçâîëüíûõ ÁÔ â áàçèñå È, ÈËÈ èç h
áóêâ, ñîâïàäàåò ñ ìàêñèìàëüíûì ÷èñëîì êëèê â ïðîèçâîëüíîì ãðà-
ôå ñ h âåðøèíàìè.

Èç ñîîòíîøåíèÿ (12.3) ñëåäóåò, ÷òî

t h
2

33m . (12.4)

Ïëîùàäü ïðîãðàììèðóåìîé ëîãè÷åñêîé ìàòðèöû, ðåàëèçóþùåé
ÄÍÔ, îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

S h t2 21� �( ) .

Ñëåäîâàòåëüíî, ïëîùàäü ÏËÌ, òðåáóþùàÿñÿ äëÿ ðåàëèçàöèè
ôîðìóë, ïîðîæäàþùèõ ÄÍÔ ñ ìàêñèìàëüíûì ÷èñëîì òåðìîâ, îïðå-
äåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì:
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Èç ñîîòíîøåíèÿ (12.4) ñëåäóåò, ÷òî
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×èñëî áóêâ â ôîðìóëàõ, ïîðîæäàþùèõ ÄÍÔ ñ ìàêñèìàëüíûì
÷èñëîì òåðìîâ, îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì:
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×èñëî òî÷åê ïðîãðàììèðîâàíèÿ â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ ñî-
îòíîøåíèåì

T h t2 2 2� � .
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Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ôîðìóë, ïîðîæäàþùèõ ÄÍÔ ñ ìàêñèìàëü-
íûì ÷èñëîì òåðìîâ:

� �
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Òàêèì îáðàçîì,

T h h
2

33 1 3m ( ] [ ) .� �

Èç ïðèâåäåííûõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò, ÷òî ìåòîä ðåàëèçàöèè
ÁÔ, ðàññìîòðåííûé â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, èìååò áîëåå íèçêèå
îöåíêè ñëîæíîñòè.

Îäíàêî, íåñìîòðÿ íà ýòî, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå
ïîñòàíîâêè çàäà÷è, ïðè êîòîðûõ îáà ðàññìîòðåííûõ ìåòîäà ïîçâî-
ëÿþò èñïîëüçîâàòü ÏËÌ ñ îäèíàêîâîé ýôôåêòèâíîñòüþ.

Ïóñòü âûáðàíà ÏËÌ 556 ÐÒ1 ñ ïàðàìåòðàìè v = 16, t = 48, b = 8 è
òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ìàêñèìàëüíóþ âåëè÷èíó h, ïðè êîòîðîé ïðî-
èçâîëüíàÿ ôîðìóëà èç ýòîãî ÷èñëà áóêâ áóäåò ðåàëèçîâàíà ñ ïîìî-
ùüþ îäíîé òàêîé ÏËÌ.

Äðóãèìè ñëîâàìè, òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü, äëÿ êàêîé âåëè÷èíû h
âûáðàííàÿ ÏËÌ ÿâëÿåòñÿ ìîäóëåì, óíèâåðñàëüíûì â êëàññå ôîð-
ìóë â áàçèñå È, ÈËÈ, ÍÅ.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ïåðâîãî ìåòîäà ïðè h = 10 v1 16� , t1 13� ,
b1 7� ; ïðè h = 11 v1 17� , t1 14� , b1 7� . Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå
h = 10.

Ïðè ïðèìåíåíèè âòîðîãî ìåòîäà ïðè h = 10 v 2 10� , t 2 36� ,
b2 1� ; ïðè h = 11 v 2 11� , t1 54� , b2 1� . Òàêèì îáðàçîì, è â ýòîì ñëó-
÷àå h = 10.

Ñëåäîâàòåëüíî, âûáðàííàÿ ÏËÌ ÿâëÿåòñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè
ëþáîãî èç ðàññìîòðåííûõ ìåòîäîâ ìîäóëåì, óíèâåðñàëüíûì â ðàñ-
ñìàòðèâàåìîì êëàññå ôîðìóë èç q = 10 áóêâ.

Ýòî ïîçâîëÿåò îöåíèòü [5] ÷èñëî ïðîãðàììèðóåìûõ ëîãè÷åñêèõ
ìàòðèö, òðåáóþùèõñÿ äëÿ ðåàëèçàöèè ïðîèçâîëüíîé ôîðìóëû â
ðàññìàòðèâàåìîì áàçèñå èç h (h > 10) áóêâ
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è äëÿ ðåàëèçàöèè ñèñòåìû èç N ïðîèçâîëüíûõ ôîðìóë â ðàññìàòðè-
âàåìîì áàçèñå, ïðàâûå ÷àñòè êîòîðûõ ñîäåðæàò H áóêâ:
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Åùå îäèí ïîäõîä ê ïðèìåíåíèþ ÏËÌ â êà÷åñòâå ìíîãîôóíê-
öèîíàëüíûõ ëîãè÷åñêèõ ìîäóëåé ñîñòîèò â ïðîãðàììèðîâàíèè èõ
ïî ïîðîæäàþùèì ôóíêöèÿì òàêèõ ìîäóëåé [8]. Ýòî ïîçâîëÿåò, â
÷àñòíîñòè, èñïîëüçîâàòü îäíîêðàòíî ïðîãðàììèðóåìûå ÏËÌ
(êàê, âïðî÷åì, è îäíîêðàòíî ïðîãðàììèðóåìûå ÏÇÓ) â ðåæèìå
óñòðîéñòâ, ìíîãîêðàòíî ïðîãðàììèðóåìûõ ñ ïîìîùüþ íàñòðîå÷-
íûõ âõîäîâ.

Ïðåäëîæåííûé â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ïîäõîä áàçèðóåòñÿ íà ìàòå-
ðèàëå, èçëîæåííîì â [9].

Âûâîäû

1. Ïðåäëîæåíû äâà ìåòîäà âëîæåíèÿ ïðîèçâîëüíûõ áóëåâûõ
ôîðìóë â áàçèñå È, ÈËÈ èç h áóêâ â ïðîãðàììèðóåìûå ëîãè÷åñêèå
ìàòðèöû è ïîëó÷åíû ñîîòâåòñòâóþùèå îöåíêè ñëîæíîñòè ïîñëåä-
íèõ.

2. Ïîêàçàíî, ÷òî ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî òåðìîâ â äèçúþíêòèâ-
íûõ íîðìàëüíûõ ôîðìàõ, ïîëó÷àåìûõ çà ñ÷åò ðàñêðûòèÿ ñêîáîê â
ïðîèçâîëüíûõ áóëåâûõ ôîðìóëàõ â áàçèñå È, ÈËÈ èç h áóêâ, ñîâïà-
äàåò ñ ÷èñëîì êëèê (ìàêñèìàëüíûõ ïîëíûõ ïîäãðàôîâ) â ãðàôàõ
Ìóíà—Ìîçåðà, èìåþùèõ íàèáîëüøèå âîçìîæíûå êëèêè äëÿ ãðà-
ôîâ ñ h âåðøèíàìè.

3. Ïðåäëîæåíû ïîäõîäû ê ïðèìåíåíèþ ÏËÌ â êà÷åñòâå ìíîãî-
ôóíêöèîíàëüíûõ ëîãè÷åñêèõ ìîäóëåé, óíèâåðñàëüíûõ â ðàññìàòðè-
âàåìîì êëàññå ôîðìóë èç q áóêâ, ÷òî ïîçâîëÿåò îöåíèòü ÷èñëî ïðî-
ãðàììèðóåìûõ ëîãè÷åñêèõ ìàòðèö, òðåáóþùèõñÿ äëÿ ðåàëèçàöèè
ïðîèçâîëüíûõ ôîðìóë ýòîãî êëàññà.
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