
Ã ë à â à 9

Ìîäóëè, óíèâåðñàëüíûå â êëàññå
ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé

9.1. Îáçîð ëèòåðàòóðû

Â êëàññå âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé n ïåðåìåííûõ âàæíîå çíà÷åíèå
èìåþò ôóíêöèè óïîðÿäî÷åííîãî òèïà, ñïåöèôè÷åñêèå ñâîéñòâà êî-
òîðûõ îáåñïå÷èâàþò ïðîñòîòó èõ ðåàëèçàöèè [1—3].

Ñðåäè ôóíêöèé ýòîãî òèïà îäíèìè èç íàèáîëåå «èíòåðåñíûõ»
ÿâëÿþòñÿ ïîëíîñòüþ ñèììåòðè÷åñêèå ÁÔÓ, êîòîðûå â äàëüíåéøåì
áóäåì íàçûâàòü ñ è ì ì å ò ð è ÷ å ñ ê è ì è ô ó í ê ö è ÿ ì è (ÑÔ).

Èçâåñòíî áîëüøîå ÷èñëî ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ èçó÷åíèþ ñâîéñòâ
è ðåàëèçàöèè ÑÔ, íàïðèìåð [4—15].

Ñòàíäàðòíàÿ ñõåìà äëÿ ðåàëèçàöèè ÑÔ â áàçèñå ðåëåéíî-êîí-
òàêòíûõ ýëåìåíòîâ, íàçâàííàÿ ñ è ì ì å ò ð è ÷ å ñ ê è ì ì í î ã î -
ï î ë þ ñ í è ê î ì, ïðåäëîæåíà â [4].

Ñòàíäàðòíàÿ ñõåìà èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, ïîñòðîåííàÿ
íà îñíîâå ïðèíöèïà ëîêàëüíîãî êîäèðîâàíèÿ [16] è ïðåäíàçíà÷åí-
íàÿ äëÿ ðåàëèçàöèè ïóòåì íàñòðîéêè ïðîèçâîëüíûõ ÑÔ n ïåðåìåí-
íûõ, ïðåäëîæåíà â [17, 18]. Ýòà ñõåìà ìîæåò áûòü íàçâàíà ñ è ì -
ì å ò ð è ÷ å ñ ê è ì ì î ä ó ë å ì (ÑÌ). Áóäåì îáîçíà÷àòü òàêîé ìî-
äóëü ñèìâîëîì ÑÌn.

Â [19] èññëåäîâàíû ôóíêöèîíàëüíûå âîçìîæíîñòè ìîäóëÿ ÑÌn
ïðè èñïîëüçîâàíèè íåêîòîðûõ âõîäíûõ è íàñòðîå÷íûõ àëôàâèòîâ è
ïðåäëîæåí âåñüìà òðóäîåìêèé ìåòîä îïðåäåëåíèÿ åãî íàñòðîéêè íà
ðåàëèçàöèþ ÑÔ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà òèïà ÑÌ, ïåðâûé èç
êîòîðûõ ïîñòðîåí íà îñíîâå ïðèíöèïà ëîêàëüíîãî êîäèðîâàíèÿ, à
âòîðîé — íà îñíîâå ñèììåòðè÷åñêîãî ìíîãîïîëþñíèêà Øåííîíà,
ðåàëèçîâàííîãî íà ìóëüòèïëåêñîðàõ (ÌÕ).

Èçëàãàþòñÿ áîëåå ïðîñòûå ìåòîäû ðåàëèçàöèè ÑÔ â áàçèñå òà-
êèõ ìîäóëåé, ÷åì èçâåñòíûé ìåòîä, èçëîæåííûé â [19].
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Ïîíÿòèå «ñ è ì ì å ò ð è ÷ å ñ ê à ÿ ð å à ë è ç à ö è ÿ» [4] ðàñïðî-
ñòðàíÿåòñÿ íà ðåàëèçàöèþ íåñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé, â òîì ÷èñëå
ïîðîãîâûõ è ïðîèçâîëüíûõ.

Ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ «ñèììåòðè÷åñêîå ðàçëîæåíèå áóëåâîé ôóíê-
öèè ïî êðàéíèì ïðàâûì âõîäíûì ïåðåìåííûì» è «ìíîãîêðàòíàÿ
ðàçäåëèòåëüíàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ äåêîìïîçèöèÿ áóëåâîé ôóíêöèè».
Ïðåäëîæåíû ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ òàêèõ ðàçëîæåíèé è äåêîìïîçè-
öèé.

Èçëîæåíû òàêæå ìåòîäû ñèíòåçà êîìáèíàöèîííûõ ñõåì â áàçè-
ñå ñèììåòðè÷åñêèõ ìîäóëåé.

9.2. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Ôóíêöèÿ f x x n( , ... , )1 íàçûâàåòñÿ ñ è ì ì å ò ð è ÷ å ñ ê î é, åñëè
îíà íå èçìåíÿåòñÿ ïðè ëþáîé ïåðåñòàíîâêå âõîäíûõ ïåðåìåííûõ.

×èñëî i (i = 0, … , n) íàçûâàåòñÿ ð à á î ÷ è ì ÷ è ñ ë î ì ñèì-
ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè, åñëè îíà ïðèíèìàåò åäèíè÷íûå çíà÷åíèÿ íà
âñåõ âõîäíûõ íàáîðàõ, ñîäåðæàùèõ i åäèíèö.

Ñèììåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ n ïåðåìåííûõ ìîæåò ñîäåðæàòü îò 0
äî n ðàáî÷èõ ÷èñåë.

Ïîýòîìó ÷èñëî ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé n ïåðåìåííûõ îïðåäå-
ëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

N n n
1

12( ) .� �

Ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ çàâèñèò îò ïåðåìåííûõ x1 , … , x n è èìååò
òîëüêî îäíî ðàáî÷åå ÷èñëî t, íàçûâàåòñÿ ý ë å ì å í ò à ð í î é ÑÔ
(ÝÑÔ) è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì S x x

t

p
n( , ... , )1 , à ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ,

íàïðèìåð, èìååò òðè ðàáî÷èõ ÷èñëà — t, k, l, îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì
S x x

t k l

p
n, ,

( , ... , )1 .

Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

S S S S
t k l

p

t

p

k

p

l

p

, ,
.� ] ]

Ïðåäñòàâëåíèå ÑÔ ÷åðåç åå ðàáî÷èå ÷èñëà áóäåì íàçûâàòü
ñ è ì ì å ò ð è ÷ å ñ ê î é ð å à ë è ç à ö è å é (ÑÐ) ïåðâîãî òèïà è èñ-
ïîëüçîâàòü â íåé äëÿ îòëè÷èÿ âåðõíèé èíäåêñ «ð» .

Ñèììåòðè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ äëÿ ÑÔ n ïåðåìåííûõ ìîæåò áûòü
çàïèñàíà òàêæå è ÷åðåç êîä ôóíêöèè [16], êîòîðûé áóäåì íàçûâàòü
òàêæå ê î ä î ì í à ñ ò ð î é ê è. Òàêóþ ðåàëèçàöèþ áóäåì íàçûâàòü
ÑÐ âòîðîãî òèïà è ïðèìåíÿòü â íåé âåðõíèé èíäåêñ «ê».

Ñèììåòðè÷åñêèå ðåàëèçàöèè ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû íå òîëüêî
äëÿ ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé, íî è äëÿ ÁÔÓ, íå ÿâëÿþùèõñÿ ñèì-
ìåòðè÷åñêèìè. Äëÿ òàêèõ ôóíêöèé â ÑÐ ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè
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îäíèõ ìåòîäàõ ïîñòðîåíèÿ êàê ðàáî÷èå ÷èñëà, òàê è êîä íàñòðîéêè,
à ïðè äðóãèõ — òîëüêî êîä íàñòðîéêè, êîòîðûé ïî ýòîé ïðè÷èíå ÿâ-
ëÿåòñÿ áîëåå óíèâåðñàëüíîé õàðàêòåðèñòèêîé ñèììåòðè÷åñêèõ ðåà-
ëèçàöèé. Ñóùåñòâîâàíèå îïðåäåëåííîé ÑÐ äëÿ áóëåâîé ôóíêöèè
îáåñïå÷èâàåò âîçìîæíîñòü åå ðåàëèçàöèè ñîîòâåòñòâóþùèì ñèì-
ìåòðè÷åñêèì ìîäóëåì ïðè ïîäà÷å íà åãî èíôîðìàöèîííûå âõîäû
ïåðåìåííûõ èç âõîäíîãî àëôàâèòà, à íà íàñòðîå÷íûå — êîäà íà-
ñòðîéêè, ñîñòîÿùåãî èç ñèìâîëîâ íàñòðîå÷íîãî àëôàâèòà. Ïðè ýòîì
ñèììåòðè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ äëÿ ÁÔÓ âñåãäà ñóùåñòâóåò [9], íî ìî-
æåò áûòü íå åäèíñòâåííîé, ÷òî âëèÿåò íà ñëîæíîñòü ñîîòâåòñòâóþ-
ùåãî åé ñèììåòðè÷åñêîãî ìîäóëÿ.

Åñëè â ïåðå÷íå âõîäíûõ ïåðåìåííûõ â ÑÐ êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ
âñòðå÷àåòñÿ òîëüêî îäèí ðàç, òî òàêóþ ÑÐ áóäåì íàçûâàòü áåñïîâ-
òîðíîé è ïîâòîðíîé — â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

9.3. Äâà òèïà ìîäóëåé, óíèâåðñàëüíûõ
â êëàññå ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé

1. Ìîäóëü ÑÌn ïåðâîãî òèïà [17] ïðèâåäåí íà ðèñ. 9.1.

Â ýòîé ñõåìå ïðèìåíÿþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: ÏÄÑ — ïà-
ðàëëåëüíûé äâîè÷íûé ñ÷åò÷èê; ÄØ — äåøèôðàòîð. ÏÄÑ îïðåäåëÿ-
åò äâîè÷íûé êîä ÷èñëà åäèíèö âî âõîäíîì íàáîðå, à ÄØ ïðåîáðàçó-

328

Ðèñ. 9.1



åò ýòîò êîä â ýëåìåíòàðíóþ ÑÔ. Ñòðóêòóðà îñòàëüíîé ÷àñòè ñõåìû
îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

f g S x x
i

n

i i

p
n�

�
]

0
1( , ... , ) ,

ãäå g i � 0, 1. Ïðè ýòîì îòìåòèì, ÷òî êîðòåæ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ g i

ÿâëÿåòñÿ êîäîì íàñòðîéêè ìîäóëÿ.
×èñëî âûõîäîâ â ÏÄÑ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

w
n n

n n

k

k
�

�

� �

�
�
�

] log [ ;

] log [ ,

ïðè

ïðè

2

1 2

ãäå k = 1, 2, 3, ...
Ïðè n = 2 ÏÄÑ ÿâëÿåòñÿ îäíîðàçðÿäíûì äâîè÷íûì ïîëóñóììà-

òîðîì (��) (ðèñ. 9.2), â êîòîðîì a x x S x x
p

1 1 2 2 1 2� � ( , ), a x x2 1 2� 	 �
� S x x

p

1 1 2( , ) .

Ïðè n = 3 ÏÄÑ ÿâëÿåòñÿ îäíîðàçðÿäíûì äâîè÷íûì ñóììàòîðîì
(ðèñ. 9.3), â êîòîðîì a x x x x x S x x x

p
1 1 2 3 1 2 2 3 1 2 3� �( ) ( , , )

,
] ] ,

à x x x S x x x
p

2 1 2 3 1 3 1 2 3� 	 	 �
,

( , , ).

ÏÄÑ ïðè n = 3 ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí áëî÷íîé ñõåìîé èç òðåõ
ïîëóñóììàòîðîâ (ðèñ. 9.4).

Ïðè n = 4 ÏÄÑ îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé áóëåâûõ ôîðìóë (ÑÁÔ) âèäà:

a S x x
p

1 4 1 4� ( , ... , ), a S x x
p

2 2 3 1 4�
,

( , ... , ), a S x x
p

3 1 3 1 4�
,

( , ... , ).
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Ýòà ÑÁÔ ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà áëî÷íîé ñõåìîé, ïðåäñòàâëåí-
íîé íà ðèñ. 9.5.

ÏÄÑ ïðè n > 4 ñòðîÿòñÿ àíàëîãè÷íî. Ïîëíûìè (ñîñòîÿùèìè
òîëüêî èç ñóììàòîðîâ) ÿâëÿþòñÿ ÏÄÑ ïðè n k� 
�2 11 . ×èñëî ñóììà-
òîðîâ â ïîëíûõ ÏÄÑ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

� �C n n( ) ... ( )� � � � � 
 �1 3 7 1 2

� �� 
 � 
 � 
 � � ��
2 1 2 1 2 1 21 2 3 1 2

...
log ( )n

� � � �� � � � � 
 � 
 ��
2 2 2 2 1 2 10 1 2 1 2

... log ( )
log ( )n

n

� � � �� 
 � 
� �
2 1 2 2

1 1 2log ( )
log ( ) .

n
n

Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïðè n = 3 C(3) = 1, ïðè n = 7
C(7) = 4, ïðè n = 15 C(4) = 11. Íà ðèñ. 9.6 â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâå-
äåí ÏÄÑ ïðè n = 15.

Òàê êàê êàæäûé ñóììàòîð ìîæåò áûòü ïîñòðîåí èç òðåõ ïîëó-
ñóììàòîðîâ (ðèñ. 9.4), òî ÷èñëî ïîñëåäíèõ â ïîëíûõ ÏÄÑ îïðåäåëÿ-
åòñÿ ñîîòíîøåíèåì

C n C n1 3( ) ( ) .�

Îòìåòèì, ÷òî ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ÑÌ, àíàëîãè÷íûé ñ ðàññìîò-
ðåííûì, èçëîæåí â [29].
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2. ÑÌ âòîðîãî òèïà èìåþò èòåðàòèâíóþ ñòðóêòóðó è ñîñòîÿò
òîëüêî èç ìóëüòèïëåêñîðîâ «2 â 1». Òàêèå ìîäóëè ñòðîÿòñÿ â ðå-
çóëüòàòå çàìåíû êàæäîãî ïåðåêëþ÷àòåëüíîãî êîíòàêòà â ñèììåòðè÷å-
ñêîé ñòðóêòóðå [4] íà ìóëüòèïëåêñîð «2 â 1». Ïðè ýòîì ÷èñëî ìóëü-
òèïëåêñîðîâ â ñõåìå ìîäóëÿ ÑÌn îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

T n
n n

( )
( )

.�
�1

2

Ìîäóëü ÑÌ1 ðåàëèçóåòñÿ îäíèì ìóëüòèïëåêñîðîì «2 â 1»
(ðèñ. 9.7).

Ìîäóëü ÑÌ2 ðåàëèçóåòñÿ ñõåìîé èç òðåõ ìóëüòèïëåêñîðîâ
«2 â 1» (ðèñ. 9.8) ëèáî îäíèì ìóëüòèïëåêñîðîì «4 â 1», â êîòîðîì
îáúåäèíåíû ñðåäíèå 2n-âõîäû.

Íà ðèñ. 9.9 ïðèâåäåí ìîäóëü ÑÌ3, ñîñòîÿùèé èç øåñòè ìóëüòè-
ïëåêñîðîâ «2 â 1».

3. Ìîäóëè ÑÌn ëþáîãî èç ðàññìîòðåííûõ äâóõ òèïîâ èìåþò n
èíôîðìàöèîííûõ è n + 1 íàñòðîå÷íûõ âõîäîâ, è ïîýòîìó îáùåå
÷èñëî âõîäîâ â íèõ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

V n n1 2 1( ) .� �
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Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî íà èíôîðìàöèîííûå âõîäû ÑÌ
âõîäíûå ïåðåìåííûå ìîãóò ïîäàâàòüñÿ â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå.
Â äàëüíåéøåì äëÿ ìîäóëÿ ÑÌn ëþáîãî òèïà áóäåì èñïîëüçîâàòü
îáîçíà÷åíèå, ïðèâåäåííîå íà ðèñ. 9.10.

9.4. Ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ñèììåòðè÷åñêèõ ðåàëèçàöèé
áóëåâûõ ôóíêöèé

1. Âõîäíîé è íàñòðîå÷íûé àëôàâèòû. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ
ñèììåòðè÷åñêèõ ìîäóëåé ðàññìàòðèâàþòñÿ äåâÿòü êëàññîâ âõîäíûõ
(A â ) è ñåìü êëàññîâ íàñòðîå÷íûõ (A í ) àëôàâèòîâ.
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Â õ î ä í û å à ë ô à â è ò û:

À x x n1 1
â � , ... , ;

À x x n2 1
â �! , ... , ! ;

À x x n3 1
â � ~ , ... , ~ , ãäå ~ ! , ;x x xi i i�

À x x n4 1 1
â � 
, ... , ;

À x x m5 1
â � , ... , , ãäå 2 m m m n – 2;

À x x n6 1 1
â Ô� 
( , ... , );

À x x x xn n7 1 1 1 1
â

1 2Ô Ô� 
 
( , ... , ), ( , ... , );

À x x x xn n8 1 1 1 1
â

1 3Ô Ô� 
 
( , ... , ), ... , ( , ... , );

À x x x xn R n9 1 1 1 1
â

1 1Ô Ô� 
 
 
( , ... , ), ... , ( , ... , ).

Í à ñ ò ð î å ÷ í û å à ë ô à â è ò û:

A
1

0 1í � , ;

A x x n2 10 1í � , , , ... , ;

A x x x xn n3 1 10 1í � , , , ... , , ! , ... , ! ;

A g x x g x xm n m m n4 0 1 1
í � � �( , ... , ), ... , ( , ... , );

A g x x g x xn n n5 0 1 1
í � ( , ... , ), ... , ( , ... , );

A x xn n6
0 1í � , , ! , ;

A g x x g x xm n R m n7 0 1 1 1
í � � 
 �( , ... , ), ... , ( , ... , ).

2. Ñèììåòðè÷åñêèå ðåàëèçàöèè ÑÔ ïðè èñïîëüçîâàíèè àë-
ôàâèòîâ À

1

â , À
1

í . Â ýòîì ñëó÷àå ïðåäëàãàåòñÿ ïî òàáëèöå èñòèííî-
ñòè (ÒÈ) çàäàííîé ÁÔÓ ïîñòðîèòü òàáëèöó íàñòðîéêè (ÒÍ), ñîäåð-
æàùóþ n + 3 ñòîëáöîâ è 2n ñòðîê. Â íåé ïåðâûé ñòîëáåö ñîîòâåòñò-
âóåò ðàáî÷èì ÷èñëàì i, ñëåäóþùèå n ñòîëáöîâ ñîîòâåòñòâóþò
çíà÷åíèÿì âõîäíûõ ïåðåìåííûõ, äàëåå ðàñïîëàãàþòñÿ ñòîëáåö çíà-
÷åíèé ÁÔÓ è ñòîëáåö, îïðåäåëÿþùèé êîä íàñòðîéêè. Ïðè çàïîëíå-
íèè ýòîé òàáëèöû ïðåäëàãàåòñÿ èçìåíèòü ïîðÿäîê ðàñïîëîæåíèÿ
ñòðîê â íåé îòíîñèòåëüíî ïîðÿäêà èõ ðàñïîëîæåíèÿ â ÒÈ ïî àíàëî-
ãèè ñ òåì, êàê ýòî äåëàåòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè òàáëèöû íàñòðîéêè äëÿ
ìîäóëåé Ïðåïàðàòû—Ìþëëåðà (ðàçä. 11.3 è [20]).

Ïðè ýòîì âõîäíûå íàáîðû ðàçáèâàþòñÿ íà n + 1 ãðóïï, â êàæäóþ
èç êîòîðûõ âêëþ÷àåòñÿ ïî C n

i íàáîðîâ, ñîäåðæàùèõ i åäèíèö. Ãðóï-
ïû ðàñïîëàãàþòñÿ â òàáëèöå íàñòðîéêè â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ çíà-
÷åíèé ïåðåìåííîé i, à íàáîðû âíóòðè êàæäîé ãðóïïû — â ïîðÿäêå
âîçðàñòàíèÿ èõ äåñÿòè÷íûõ ýêâèâàëåíòîâ.

Ïðè n = 2 ïîðÿäîê ðàñïîëîæåíèÿ ñòðîê â òàáëèöå íàñòðîéêè ñîâ-
ïàäàåò ñ èõ ïîðÿäêîì â òàáëèöå èñòèííîñòè.

Ïî òàáëèöå íàñòðîéêè äëÿ çàäàííîé ÁÔÓ ìîæíî îïðåäåëèòü, ÿâëÿ-
åòñÿ ëè îíà ñèììåòðè÷åñêîé, è ïðè ïîëîæèòåëüíîì îòâåòå íà ýòîò âî-
ïðîñ (äëÿ âñåõ âõîäíûõ íàáîðîâ ñ îäèíàêîâûì çíà÷åíèåì i çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè îäèíàêîâû) — îïðåäåëèòü åå ðàáî÷èå ÷èñëà è êîä íàñòðîéêè.
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Çàïîëíåíèå ñòîëáöà êîäà íàñòðîéêè âûïîëíÿåòñÿ íà îñíîâå ñî-
îòíîøåíèÿ

g fi
i� ,

ãäå f i — ôðàãìåíò ñòîëáöà çíà÷åíèé ÒÈ çàäàííîé ÁÔÓ, ñîîòâåòñò-
âóþùèé ðàáî÷åìó ÷èñëó i.

Ïðèìåð 9.1. Îïðåäåëèòü èìååò ëè ôóíêöèÿ

f x x x x x x x x
T

1 1 2 3 1 2 3 1 20001 0111( , , ) ( )� � ] ]

ñèììåòðè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ.
Ïîñòðîèì òàáëèöó íàñòðîéêè (òàáë. 9.1).

Îïðåäåëèì ïî ýòîé òàáëèöå äëÿ çàäàííîé ôóíêöèè ðàáî÷èå ÷èñ-
ëà (2, 3) è êîä íàñòðîéêè (0011), óêàçàííûé â ñòîëáöå g i

1
, ÷òî ïîçâî-

ëÿåò ïîëó÷èòü ñèììåòðè÷åñêèå ðåàëèçàöèè äâóõ òèïîâ:

f S x x x S x x x1 2 3 1 2 3 1 2 3� �
,

( , , ) ( , , ) .
p

0, 0, 1, 1

ê

Ïîëó÷åííûå ñèììåòðè÷åñêèå ðåàëèçàöèè áåñïîâòîðíû (â êàæ-
äóþ ðåàëèçàöèþ êàæäàÿ âõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ âõîäèò îäèí ðàç), â òî
âðåìÿ êàê çàäàííàÿ ÁÔ ïîâòîðíà.

Íà ðèñ. 9.11 ïðèâåäåí ìîäóëü ÑÌ3, íàñòðîåííûé íà ðåàëèçàöèþ
çàäàííîé ôóíêöèè.
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Ò à á ë è ö à 9.1

i x1 x2 x3 f1 g i
1 f 2 g i

2 f 3 g i
3

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1

0

0

1

0

1

0

1

0

0

0

0

0

0

0

1

0

x2

0

1

0

x2

2

0

1

1

1

0

1

1

1

0

1

1

1

1

1

1

0

x3

0

0

1

!x3

3 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Ðèñ. 9.11



Åñëè äëÿ çàäàííîé ôóíêöèè f íàéäåíà ÑÐ, òî äëÿ åå èíâåðñèè òà-
êàÿ ðåàëèçàöèÿ ìîæåò áûòü íàéäåíà áåç ïîñòðîåíèÿ òàáëèöû íàñòðîé-
êè, òàê êàê â [4] ïîêàçàíî, ÷òî ó ôóíêöèè !f ðàáî÷èìè ÷èñëàìè ÿâëÿ-
þòñÿ âñå ÷èñëà îò 0 äî n, íå ÿâëÿþùèåñÿ òàêîâûìè äëÿ ôóíêöèè f.

Ïðè ýòîì êîä íàñòðîéêè ôóíêöèè !f ÿâëÿåòñÿ èíâåðñíûì êîäó
íàñòðîéêè äëÿ ôóíêöèè f.

Ïðèìåð 9.2. Îïðåäåëèòü ñèììåòðè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ äëÿ ÁÔ

f x x x x x� (! ! )! ! ! .1 2 3 1 2] ]

Òàê êàê ôóíêöèÿ f 1 ÿâëÿåòñÿ ñàìîäâîéñòâåííîé, òî f = ! f 1 , è
ïîýòîìó

f S x x x S x x x� �
0, 1

p

1, 1, 0, 0

ê( , , ) ( , , ) .1 2 3 1 2 3

3. Ñèììåòðè÷åñêèå ðåàëèçàöèè ÑÔ ïðè èñïîëüçîâàíèè àë-
ôàâèòîâ À

2

â , À
1

í . Âîçìîæíîñòü òàêîé ðåàëèçàöèè îïðåäåëÿåòñÿ ñî-

îòíîøåíèåì [10]

f x x S x x S xn p l n n p n l
( , ... , ) ( , ... , ) (!

, ... , , ... ,1 1� �

 


p p
1 , ... , ! ) .x n

Ïðèìåð 9.3. Îïðåäåëèòü ñèììåòðè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ â óêàçàí-
íûõ àëôàâèòàõ äëÿ ôóíêöèè f 1 .

Èç èçëîæåííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî

f S x x x1 1 2 3�
0, 1

p
(! , ! , ! ) .

4. Ñèììåòðè÷åñêèå ðåàëèçàöèè ÁÔÓ ïðè èñïoëüçîâàíèè àë-
ôàâèòîâ À

1

í , À
2

í . Â ýòîì ñëó÷àå ìîäóëü ÑÌ2 ñ ïÿòüþ âõîäàìè ÿâ-
ëÿåòñÿ ìîäóëåì, óíèâåðñàëüíûì â êëàññå ïðîèçâîëüíûõ ÁÔÓ äâóõ
ïåðåìåííûõ [19], êîòîðûé îáîçíà÷èì ñèìâîëîì ÓÌ2.

Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå

2 22
1C

n� � .

Â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ çàïèñàíî ÷èñëî âîçìîæíûõ òè-
ïîâ ôðàãìåíòîâ äëèíîé äâà â ñòîëáöå ÒÈ ïðè i = 1, à â ïðàâîé åãî
÷àñòè — ÷èñëî ñèìâîëîâ â àëôàâèòå íàñòðîéêè À

2

í ïðè n = 2. Äëÿ
ýòîãî ìîäóëÿ g g0 2 0 1, ,� ; g x x1 1 20 1� , , , .

Ìîäóëü ÑÌ2 ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îäíîâûõîäíûõ ìîäóëåé ÓÌ2,
ïðè ïîñòðîåíèè êîòîðûõ íå ïðèìåíÿþòñÿ êàêèå-ëèáî êëàññèôèêà-
öèè [21]. Ìîäóëÿìè ÓÌ2 ÿâëÿþòñÿ òàêæå:

— ìîäóëü ÑÌ1 (ÌÕ «2 â 1») ñ òðåìÿ âõîäàìè è àëôàâèòàìè À
4

â ,
À

6

í ;
— ìîäóëü Ïðåïàðàòû—Ìþëëåðà ñ ÷åòûðüìÿ âõîäàìè è àëôàâè-

òàìè À
1

â , À
3

í ;
— ìóëüòèïëåêñîð «4 â 1» ñ øåñòüþ âõîäàìè è àëôàâèòàìè À

1

â , À
1

í .
Ïðè n > 2 è àëôàâèòàõ À

1

â , À
2

í ìîäóëè ÑÌn íå ÿâëÿþòñÿ óíèâåð-
ñàëüíûìè â êëàññå ïðîèçâîëüíûõ ÁÔÓ, îäíàêî ïîçâîëÿþò ðåàëèçî-
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âàòü êðîìå ñèììåòðè÷åñêèõ òàêæå è íåêîòîðûå íåñèììåòðè÷åñêèå
ôóíêöèè n ïåðåìåííûõ. Îáùåå ÷èñëî ÁÔÓ n nåðåìåííûõ, ðåàëèçóå-
ìûõ ìîäóëåì ÑÌn, â äàííîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì [19]

N n n n
2

14 2( ) ( ) .� � 


Òàê, ìîäóëü ÑÌ3 ðåàëèçóåò 100 èç 256 ôóíêöèé òðåõ ïåðåìåí-
íûõ, à ìîäóëü ÑÌ4 — 864 èç 65 536 ôóíêöèé ÷åòûðåõ ïåðåìåííûõ,
â òî âðåìÿ êàê N 1 3 16( ) � , à N 1 4 32( ) � .

Êîäû íàñòðîéêè ìîäóëåé â äàííîì ñëó÷àå ìîãóò áûòü îïðåäåëå-
íû ñ ïîìîùüþ òàáëèöû íàñòðîéêè.

Ïðèìåð 9.4. Îïðåäåëèòü, ñóùåñòâóåò ëè ñèììåòðè÷åñêàÿ ðåàëè-
çàöèÿ äëÿ ÁÔÓ

f x x x
T

2 1 2 3 0011 0101( , , ) .�

Èç ðàññìîòðåíèÿ ñòîëáöà f 2 (òàáë. 9.1) ñëåäóåò, ÷òî ýòà ÁÔÓ íå
ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé. Îäíàêî äëÿ íåå ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà
ñèììåòðè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ, êîä íàñòðîéêè êîòîðîé ïðèâåäåí â
ñòîëáöå g

i

2 ýòîé òàáëèöû. Ïðè ýòîì

f S x x xx x2 0 1 1 2 32 3
� , , , ( , , ) .

Ïîëó÷åííàÿ ÑÐ áåñïîâòîðíà, â òî âðåìÿ êàê ÁÔ äëÿ çàäàííîé
ÁÔÓ ïîâòîðíà: f x x x x2 1 2 1 3�! ] .

5. Ñèììåòðè÷åñêèå ðåàëèçàöèè ÁÔÓ ïðè èñïîëüçîâàíèè àë-
ôàâèòîâ À

1

â , À
3

í . Äàëüíåéøåå ðàñøèðåíèå àëôàâèòà íàñòðîéêè ïî-
çâîëÿåò åùå áîëüøå ðàñøèðèòü êëàññ ôóíêöèé, ðåàëèçóåìûõ ñèì-
ìåòðè÷åñêèìè ìîäóëÿìè. Òàê êàê ïðè n = 3

2 2 2 23
1

3
2C C

n� � � ,

òî ìîäóëü ÑÌ3 â äàííîì ñëó÷àå óíèâåðñàëåí â êëàññå ïðîèçâîëü-
íûõ ÁÔÓ òðåõ ïåðåìåííûõ [19]. Ýòîò ìîäóëü (ðèñ. 9.9) èìååò ñåìü
âõîäîâ è îäèí âûõîä. Äëÿ ýòîãî ìîäóëÿ g g0 3 0 1, ,� ; g g1 2, �
� 0 1 1 2 3 1 2 3, , , , , ! , , !x x x x x x è îí

— èìååò ìåíüøåå ÷èñëî âõîäîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ ìóëüòèïëåêñî-
ðîì «8 â 1», êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ìîäóëåì ÓÌ3 ñ àëôàâèòàìè À

1

â , À
1

í ;
— ñëîæíåå, ÷åì ìóëüòèïëåêñîð «4 â 1» ñ øåñòüþ âõîäàìè, êîòî-

ðûé ÿâëÿåòñÿ ìîäóëåì ÓÌ3 ñ àëôàâèòàìè À
4

â , À
6

í ;
— èìååò áîëåå ðåãóëÿðíóþ ñòðóêòóðó, íî è áîëüøåå ÷èñëî âõî-

äîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ ìîäóëåì Ïðåïàðàòû—Ìþëëåðà ñ øåñòüþ âõî-
äàìè, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ìîäóëåì ÓÌ3 ñ àëôàâèòàìè À

1

â , À
3

í .
×èñëî ôóíêöèé n ïåðåìåííûõ, ðåàëèçóåìûõ ìîäóëåì ÑÌn â

äàííîì ñëó÷àå, îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì [19]

N n n n
3

14 2 2( ) ( ) .� � �

Íàïðèìåð, ìîäóëü ÑÌ4 ðåàëèçóåò 4000 ÁÔÓ, èç êîòîðûõ òîëüêî
32 ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷åñêèìè.
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Îïðåäåëåíèå êîäà íàñòðîéêè ïðåäëàãàåòñÿ è â äàííîì ñëó÷àå
ïðîâîäèòü ïî òàáëèöå íàñòðîéêè.

Ïðèìåð 9.5. Îïðåäåëèòü âîçìîæíîñòü ñèììåòðè÷åñêîé ðåàëèçà-
öèè äëÿ ÁÔÓ

f x x x
T

3 1 2 3 0010 0011( , , ) .�

Èç ðàññìîòðåíèÿ ñòîëáöà f 3 (òàáë. 9.1) ñëåäóåò, ÷òî ýòà ÁÔÓ íå
ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé. Îäíàêî äëÿ íåå ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà
ñèììåòðè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ, êîä íàñòðîéêè êîòîðîé ïðèâåäåí â
ñòîëáöå g

i

3 ýòîé òàáëèöû. Ïðè ýòîì

f S x x x
x x3 0 1 1 2 3

2 3
�

, , ! ,
( , , ) .ê

Ïîëó÷åííàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ áåñïîâòîðíà, êàê è áåñ-
ïîâòîðíà ÁÔ äëÿ çàäàííîé ÁÔÓ:

f x x x3 1 3 2� ( ! ) .]

Ïðèìåð 9.6. Îïðåäåëèòü âîçìîæíîñòü ñèììåòðè÷åñêîé ðåàëèçà-
öèè äëÿ ÁÔÓ [19]

f x x x x
T

4 1 2 3 4 1000 0111 1000 1000( , , , ) .�

Êîä íàñòðîéêè ìîäóëÿ ÑÌ4 íà ðåàëèçàöèþ çàäàííîé ÁÔÓ ïðè-
âåäåí â ñòîëáöå g

i

4 òàáë. 9.2.

Ò à á ë è ö à 9.2
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i x1 x2 x3 x4 f 4 g i
4 f 5 g i

5 f 6 g i
6 f 9 g i

9

0 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 1 1

1

0

0

0

1

0

0

1

0

0

1

0

0

1

0

0

0

0

0

0

1

x1

1

0

1

1

!x3

0

0

0

0

0

0

1

1

0

x x2 3	

2

0

0

0

1

1

1

0

1

1

0

0

1

1

0

1

0

1

0

1

1

0

1

0

0

0

1

1

0

0

1

x2

1

0

1

0

1

0

x3

1

0

0

0

0

1

x x x x1 2 3 4]
èëè

! ! ! !x x x x1 2 3 4]

1

0

1

0

1

0

x3

3

0

1

1

1

1

0

1

1

1

1

0

1

1

1

1

0

1

0

0

0

!x1

1

1

0

1

x3

1

1

1

1

1

1

1

0

1

x3

4 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 0 0



Ïðè ýòîì

f S x x x x
x x x4 1 0 1 2 3 4

1 2 1
�

, , , ! ,
( , , , ) .ê

Ýòà ðåàëèçàöèÿ ñ ïîìîùüþ ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà íàéäåíà ñóùå-
ñòâåííî ïðîùå, ÷åì â [19].

Ïîëó÷åííàÿ ÑÐ ïîâòîðíà, â òî âðåìÿ êàê ÁÔ áåñïîâòîðíà:

f x x x x4 1 2 3 4� 	! ! ! .

Ïðèìåð 9.7. Îïðåäåëèòü âîçìîæíîñòü ñèììåòðè÷åñêîé ðåàëèçà-
öèè äëÿ ÁÔÓ [22]

f x x x x
T

5 1 2 3 4 1101 1011 1011 0010( , , , ) .�

Êîä íàñòðîéêè ìîäóëÿ ÑÌ4 íà ðåàëèçàöèþ çàäàííîé ÁÔÓ ïðè-
âåäåí â ñòîëáöå g

i

5 òàáë. 9.2.
Ïðè ýòîì

f S x x x x
x x x5 1 0 1 2 3 4

3 3 3
�

, ! , , ,
( , , , ) .ê

Ïîëó÷åííàÿ ÑÐ ñóùåñòâåííî ïðîùå, ÷åì ÁÔ

� �f x x x x x x x x x x x x x5 1 2 4 2 3 3 4 1 2 3 4 3 4�! (! ! ! ) ! ( ! ) ! .] ] ] ] ]

6. Ñèììåòðè÷åñêèå ðåàëèçàöèè ÁÔÓ ïðè èñïîëüçîâàíèè aë-
ôàâèòîâ A

3

â , A
1

í . Ðàñøèðåíèå âõîäíîãî àëôàâèòà óâåëè÷èâàåò è
êëàññ ôóíêöèé, ðåàëèçóåìûõ ÑÌ, òàê êàê íåêîòîðûå íåñèììåòðè÷å-
ñêèå ÁÔÓ â àëôàâèòå À

1

â ÿâëÿþòñÿ ÑÔ â àëôàâèòå À
3

â .
Âåñüìà òðóäîåìêèé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ñèììåòðè÷åñêèõ ðåàëèçà-

öèé äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ èçëîæåí â [22].
Îòìåòèì, ÷òî äëÿ àëôàâèòà À

3

â â îòëè÷èå îò àëôàâèòà À
1

â äëÿ
ÁÔÓ ìîæåò ñóùåñòâîâàòü íåñêîëüêî ñèììåòðè÷åñêèõ ðåàëèçàöèé.

Ïðèìåð 9.8. Îïðåäåëèòü âîçìîæíîñòü ñèììåòðè÷åñêîé ðåàëèçà-
öèè äëÿ ÁÔÓ, ðàññìîòðåííîé â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå.

Â [22] ïîêàçàíî, ÷òî

f S x x x x S x x x x5 1 2 1 2 3 4 2 3 1 2 3 4� �
, ,

( , , ! , ) (! , ! , , ! ) .
p p

Ñðàâíåíèå ýòèõ ðåàëèçàöèé ñ íàéäåííîé â ïðèìåðå 9.7 ïîêà-
çûâàåò, ÷òî â àëôàâèòå À

3

â çàäàííàÿ ÁÔÓ ÿâëÿåòñÿ ñèììåò-
ðè÷åñêîé è ïîýòîìó ìîæåò áûòü çàïèñàíà ÷åðåç ðàáî÷èå ÷èñ-
ëà, â òî âðåìÿ êàê â àëôàâèòå À

1

â îíà íåñèììåòðè÷íà, íî èìååò
äîñòàòî÷íî ïðîñòî îïðåäåëÿåìóþ ñèììåòðè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ,
èñïîëüçóþùóþ êîä íàñòðîéêè.

7. Ñòàíäàðòíûå ïîâòîðíûå ñèììåòðè÷åñêèå ðåàëèçàöèè ïðî-
èçâîëüíûõ ÁÔÓ ïðè èñïîëüçîâàíèè àëôàâèòîâ À

1

â , À
1

í . Ìåòî-
äû, ðàññìîòðåííûå âûøå, íå ïîçâîëÿþò ðåàëèçîâàòü ïðîèçâîëüíûå
ÁÔÓ n ïåðåìåííûõ îäíèì ìîäóëåì ÑÌn . Â [19] ïîêàçàíî, ÷òî ïðè
A x x n

â � 0 1, , ... , è À
1

í ìîäóëü ÑÌn óíèâåðñàëåí â êëàññå ïðîèçâî-
ëüíûõ ÁÔÓ m ïåðåìåííûõ, ãäå m = [log (n + 1)].
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Ïðåäëîæèì ïðîñòîé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ñòàíäàðòíîé ïîâòîðíîé
ñèììåòðè÷åñêîé ðåàëèçàöèè äëÿ ïðîèçâîëüíîé ÁÔÓ n ïåðåìåííûõ,
ïðèìåíÿÿ ïðè ýòîì ìîäóëü ÑÌ(2 1n 
 ). Òàêàÿ ðåàëèçàöèÿ ñîîòâåòñò-
âóåò òåîðåìå, èçëîæåííîé â [9], â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðîé ïðîèç-
âîëüíóþ ÁÔÓ n ïåðåìåííûõ âñåãäà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñèì-
ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè, çàâèñÿùåé îò 2 1n 
 ïåðåìåííûõ.

Ïðåäëàãàåìàÿ ñòàíäàðòíàÿ ïîâòîðíàÿ ÑÐ áàçèðóåòñÿ íà ðàç-
ìíîæåíèè âõîäíûõ ïåðåìåííûõ [22]. Ïðè ýòîì åñëè ïåðåìåííóþ
x j nj ( , ... , )�1 ïîâòîðèòü 2 n j
 ðàç, òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ÁÔÓ n ïå-
ðåìåííûõ ïðè g i � 0, 1 ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

f x x g S x , ... , x xn
i

i i n

n

1 1
0

2 1

1 1( , ... , ) ( , ... , ) .�
�




]
p

Òàêîìó ïðåäñòàâëåíèþ ÁÔÓ ñîîòâåòñòâóåò ðàñøèðåííàÿ ÒÈ, ñî-
äåðæàùàÿ 2 21n
 � ñòîëáöîâ è 2 n ñòðîê. Â ýòîé òàáëèöå â êðàéíåì ëå-
âîì ñòîëáöå â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ óêàçàíû ðàáî÷èå ÷èñëà îò 0 äî
2 1n 
 , çàòåì ñëåäóþò 2 1n 
 ñòîëáöîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ âõîäíûì ïå-
ðåìåííûì. Êðàéíèì ïðàâûì ñòîëáöîì òàáëèöû ÿâëÿåòñÿ ñòîëáåö
çíà÷åíèé ôóíêöèè. Íàçîâåì ïîñòðîåííóþ òàêèì îáðàçîì òàáëèöó
ïîëíîé. Ñòîëáåö çíà÷åíèé ïîëíîé òàáëèöû íåïîñðåäñòâåííî (áåç
óâåëè÷åíèÿ ÷èñëà ñòðîê èëè èõ ïåðåñòàíîâêè) çàäàåò êîä íàñòðîéêè,
ïîäàâàåìûé íà íàñòðîå÷íûå âõîäû ìîäóëÿ, íà èíôîðìàöèîííûå
âõîäû êîòîðîãî ïåðåìåííàÿ x j ïîäàåòñÿ 2 n j
 ðàç.

Ïðèìåð 9.9. Îïðåäåëèòü ñòàíäàðòíóþ ïîâòîðíóþ ñèììåòðè÷å-
ñêóþ ðåàëèçàöèþ äëÿ ôóíêöèè

f x x x
T

3 1 2 3 0010 0011( , , ) .�

Èñïîëüçóÿ ïðåäëàãàåìûé ìåòîä, ïîñòðîèì äëÿ ýòîé ÁÔÓ ïîë-
íóþ òàáëèöó (òàáë. 9.3).

Ò à á ë è ö à 9.3
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12324

2 1n


{

2 0

i x1 x1 x1 x1 x2 x2 x3 f 3

0
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5

6
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0
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1

0

0

0

0

1

1

1

1

0

0

0
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1

1

1

1

0

0

0
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1

1

1

1

0
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1

1

0
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1

1

0
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0
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1
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1
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Èç ðàññìîòðåíèÿ ýòîé òàáëèöû ñëåäóåò, ÷òî

f S x x x x x x x3 2 6 7 1 1 1 1 2 2 3� �
, ,

( , , , , , , )
p

� S x x x x x x x
0 0 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 2 2 3, , , , , , ,

( , , , , , , ) .ê

Ðàññìîòðåííûé ìåòîä ðåàëèçàöèè ïðîèçâîëüíûõ ÁÔÓ ÿâëÿåòñÿ
áåñïåðåáîðíûì è ñòðîèò äëÿ íèõ ñòàíäàðòíûå (îäèíàêîâûå ïî
ñëîæíîñòè ïðèìåíÿåìûõ ÑÌ) ñèììåòðè÷åñêèå ðåàëèçàöèè, êîòî-
ðûå äëÿ ìíîãèõ ÁÔÓ, â òîì ÷èñëå ñèììåòðè÷åñêèõ, ÿâëÿþòñÿ èçáû-
òî÷íûìè. Íàïðèìåð, ÑÔ, ðàññìîòðåííàÿ â ïðèìåðå 9.1, ðåàëèçóåòñÿ
äàííûì ìåòîäîì âåñüìà ñëîæíî:

f S x x x x x x x1 3 5 6 7 1 1 1 1 2 2 3�
, , ,

( , , , , , , ) .
p

Ïîýòîìó ðàññìîòðèì ìîäèôèêàöèè ýòîãî ìåòîäà, êîòîðûå âî
ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ïîçâîëÿþò óìåíüøèòü, à äëÿ ÑÔ — èñêëþ÷èòü ïî-
âòîðíîñòü âõîäíûõ ïåðåìåííûõ.

8. Ïîâòîðíûå ñèììåòðè÷åñêèå ðåàëèçàöèè ïðîèçâîëüíûõ
ÁÔÓ ïðè èñïîëüçîâàíèè àëôàâèòîâ À

1

â , À
1

í è ïîñëåäîâàòåëü-
íîì çàïîëíåíèè ïîëíîé òàáëèöû. Èçëàãàåìûé ìåòîä ñòðîèò
ÑÐ äëÿ ïðîèçâîëüíîé ÁÔÓ n ïåðåìåííûõ íå áîëåå ÷åì çà 2 n n

øàãîâ.

Íà ïåðâîì øàãå äëÿ çàäàííîé ÁÔÓ ñòðîèòñÿ îñòîâ ïîëíîé òàá-
ëèöû, â êîòîðîé çàïîëíÿþòñÿ êðàéíèå ñòîëáöû, à äëÿ ïåðåìåííûõ
x j — êðàéíèå ïðàâûå ñòîëáöû. Çàäàííàÿ ÁÔÓ ïðîâåðÿåòñÿ íà ñèì-
ìåòðè÷íîñòü íà îñíîâå ïîäñ÷åòà çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé i äëÿ êàæäîé
ñòðîêè è ñðàâíåíèÿ çíà÷åíèé ÁÔÓ ïðè îäèíàêîâûõ çíà÷åíèÿõ ïåðå-
ìåííîé i. Åñëè äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ i âñå çíà÷åíèÿ ÁÔÓ ñîâïàäà-
þò, òî îíà ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíà òàêî-
âîé íå ÿâëÿåòñÿ. Ïðè ïîëîæèòåëüíîì ðåçóëüòàòå ïðîâåðêè ïðîöåññ
çàâåðøàåòñÿ, à èíà÷å îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê øàãó 2.

Íà âòîðîì øàãå çàïîëíÿåòñÿ âòîðîé ñòîëáåö ñ ïîìåòêîé x n
1 çà
ñ÷åò äóáëèðîâàíèÿ â íåãî ñîäåðæèìîãî ïåðâîãî ñòîëáöà ñ ýòîé ïî-
ìåòêîé. Ïîñëå ýòîãî ïîäñ÷èòûâàþòñÿ íîâûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé i
äëÿ êàæäîé ñòðîêè è çàïîëíÿåòñÿ êðàéíèé ëåâûé ñòîëáåö. Åñëè ýòà
òàáëèöà çàäàåò ñèììåòðè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ, òî ïðîöåññ çàêàí÷èâà-
åòñÿ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ ïåðåõîä ê ñëåäóþùåìó øàãó.

Íà êàæäîì ïîñëåäóþùåì øàãå çàïîëíÿåòñÿ ñëåâà íàïðàâî îäèí
èç ñòîëáöîâ ïîëíîé òàáëèöû è îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðîâåðêà ïîëó÷àå-
ìîé ðåàëèçàöèè íà ñèììåòðè÷íîñòü.

Ýòîò ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ, òàê êàê íå ïîçäíåå ÷åì çà
2 n n
 øàãîâ èñêîìàÿ ðåàëèçàöèÿ áóäåò íàéäåíà. Ïðè ýòîì â êðàéíåì
ñëó÷àå áóäóò çàïîëíåíû âñå ñòîëáöû ïîëíîé òàáëèöû, êàê ýòî èìååò
ìåñòî ïðè ïðèìåíåíèè ñòàíäàðòíîé ïîâòîðíîé ñèììåòðè÷åñêîé
ðåàëèçàöèè, ðàññìîòðåííîé â ïðåäûäóùåì ïóíêòå.
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Ïðèìåð 9.10. Îïðåäåëèòü ïîâòîðíóþ ñèììåòðè÷åñêóþ ðåàëèçà-
öèþ äëÿ ôóíêöèè f 3 , ðàññìîòðåííîé â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå.

Ïîñòðîèì äëÿ çàäàííîé ÁÔÓ îñòîâ ïîëíîé òàáëèöû (òàáë. 9.4
áåç ñòîëáöà f 5 ).

Èç ðàññìîòðåíèÿ îñòîâà òàáëèöû ñëåäóåò, ÷òî çàäàííàÿ ÁÔÓ íå
ÿâëÿåòñÿ ÑÔ, òàê êàê èìååò ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ ïðè i = const.

Çàïîëíèì ìåòîäîì äóáëèðîâàíèÿ âòîðîé ñòîëáåö ñ ïîìåòêîé x 2

ýòîé òàáëèöû (òàáë. 9.5).

Òàáëèöà âíîâü íå îïðåäåëÿåò ñèììåòðè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ.
Çàïîëíèì ìåòîäîì äóáëèðîâàíèÿ âòîðîé ñòîëáåö ñ ïîìåòêîé x1

(òàáë. 9.6). Òàáëèöà ñíîâà íå îïðåäåëÿåò ñèììåòðè÷åñêóþ ðåàëèçà-
öèþ.

Çàïîëíèì ìåòîäîì äóáëèðîâàíèÿ òðåòèé ñòîëáåö ñ ïîìåòêîé x1

(òàáë. 9.7).
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Ò à á ë è ö à 9.4

i x1 x1 x1 x1 x2 x2 x3 f 3 f 5

0

1

1
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3

0

0

0
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1

0

0

1

1

0

0

1

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

0

1

0

0

0

1

1

1

x4

!x4

1

!x4

1

0

!x4

Ò à á ë è ö à 9.5

i x1 x1 x1 x1 x2 x2 x3 f 3 f 5

0

1

2

3

1

2

3

4

0

0

0
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1

1

1

1

0

0

1

1

0

0

1

1

0

0

1

1

0

0

1

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

0

1

0

0

0

1

1

1

x4

!x4

1

!x4

1

0

!x4



Èç ýòîé òàáëèöû ñëåäóåò, ÷òî

f S x x x x x x3 2 5 6 1 1 1 2 2 3�
, ,

( , , , , , ) .
p

Ýòà ðåàëèçàöèÿ ïðîùå ïîëó÷åííîé â ïðèìåðå 9.9.
Èç èçëîæåííîãî ñëåäóåò, ÷òî ïðåäëîæåí êîíñòðóêòèâíûé ìåòîä,

ïîçâîëÿþùèé óòî÷íèòü ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû èç [9], ïðèâåäåííîé
â ï. 7: ïðîèçâîëüíóþ ÁÔÓ n ïåðåìåííûõ âñåãäà ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå ÑÔ, çàâèñÿùåé í å á î ë å å ÷ å ì îò 2 1n 
 ïåðåìåííûõ. Òà-
êèì îáðàçîì, ïðîèçâîëüíàÿ ÁÔÓ n ïåðåìåííûõ ìîæåò áûòü ðåàëè-
çîâàíà íà îäíîì ñèììåòðè÷åñêîì ìîäóëå, èìåþùåì í å á î ë å å
÷ å ì 2 1n 
 èíôîðìàöèîííûõ âõîäîâ.

Ïðèìåð 9.11. Îïðåäåëèòü ïîâòîðíóþ ñèììåòðè÷åñêóþ ðåàëèçà-
öèþ äëÿ ôóíêöèè f 5, ðàññìîòðåííîé â ïðèìåðå 9.7.

Ïðèìåíÿÿ ïðåäëàãàåìûé ìåòîä, ïîëó÷èì ÑÐ âèäà:

f S x x x x x x x x x x x5 0 1 3 4 6 7 10 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3�
, , , , , ,

( , , , , , , , , ,
p

4 ) .
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Ò à á ë è ö à 9.6

i x1 x1 x1 x1 x2 x2 x3 f 3 f 5
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Ò à á ë è ö à 9.7
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Ýòà ðåàëèçàöèÿ ñóùåñòâåííî ïðîùå ñòàíäàðòíîé, êîòîðàÿ ïðè
n = 4 èìååò âîñåìü âõîæäåíèé ïåðåìåííîé x1 . Îäíàêî ñðàâíåíèå
ýòîé ðåàëèçàöèè ñ ïðèâåäåííûìè â ïðèìåðàõ 9.7 è 9.8 ïîêàçûâàåò,
÷òî ðàñøèðåííûå àëôàâèòû, èñïîëüçîâàííûå â ýòèõ ïðèìåðàõ, ïî-
çâîëÿþò ïîñòðîèòü áîëåå ïðîñòûå ñèììåòðè÷åñêèå ðåàëèçàöèè.

Íàéäåííàÿ ðåàëèçàöèÿ ïîâòîðíà, êàê ïîâòîðíà è ÁÔ äëÿ ýòîé
ÁÔÓ, ïðèâåäåííàÿ â ïðèìåðå 9.7.

Ïðèìåð 9.12. Îïðåäåëèòü ïîâòîðíóþ ñèììåòðè÷åñêóþ ðåàëèçà-
öèþ äëÿ ÁÔÓ

f x x x x
T

6 1 2 3 4 0001 0001 0001 1111( , , , ) .�

Ïðèìåíÿÿ ïðåäëàãàåìûé ìåòîä, ïîëó÷èì ñèììåòðè÷åñêóþ ðåà-
ëèçàöèþ âèäà:

f S x x x x x x x x x x x6 3 7 8 9 10 11 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 4�
, , , , ,

( , , , , , , , , ,
p

) .

Ýòà ðåàëèçàöèÿ ñóùåñòâåííî ïðîùå ñòàíäàðòíîé ïðè n = 4. Îíà
ïîâòîðíà, â òî âðåìÿ êàê ôîðìóëà f x x x x6 1 2 3 4� ] áåñïîâòîðíà.

9. Âëèÿíèå ïîâûøåíèÿ ïîâòîðíîñòè ñèììåòðè÷åñêèõ ðåàëè-
çàöèé íà óâåëè÷åíèå ÷èñëà ÁÔÓ, äëÿ êîòîðûõ òàêèå ðåàëèçà-
öèè ñóùåñòâóþò. Ïîêàæåì äëÿ n = 3, êàê ââåäåíèå êàæäîé íîâîé
ïåðåìåííîé ðàñøèðÿåò êëàññ ôóíêöèé, äîïóñêàþùèõ cèììåòðè÷å-
ñêèå ðåàëèçàöèè.

Îáîçíà÷èì çíà÷åíèå ôóíêöèè f x x x( , , )1 2 3 íà âõîäíîì íàáîðå ñ
íîìåðîì w (äåñÿòè÷íûé ýêâèâàëåíò) ñèìâîëîì f (w).

Çàïèøåì n + 1 = 4 óñëîâèÿ, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ çàäàí-
íàÿ ÁÔÓ ÿâëÿåòñÿ ÑÔ: f (1) = f (2), f (1) = f (4), f (3) = f (5), f (3) =
= f (6).

Ýòèì óñëîâèÿì óäîâëåòâîðÿþò 16 èç 256 ÁÔÓ òðåõ ïåðåìåííûõ,
òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóþò ÷åòûðå, íå ñâÿçàííûå ìåæäó ñî-
áîé, ãðóïïû çíà÷åíèé ôóíêöèè: f (0), f (1) = f (2) = f (4), f (3) =
= f (5) = f (6), f (7).

Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèììåòðè÷åñêîé áûëà ôóíêöèÿ f x x x x( , , , )1 2 2 3

òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå òðåõ óñëîâèé: f (1) = f (4), f (2) = f (5), f (3) =
= f (6). Ýòèì óñëîâèÿì óäîâëåòâîðÿþò 32 ÁÔÓ, òàê êàê ÷èñëî íå ñâÿ-
çàííûõ ìåæäó ñîáîé ãðóïï çíà÷åíèé ôóíêöèè â ýòîì ñëó÷àå ðàâíî
ïÿòè: f (0), f (1) = f (4), f (2) = f (5), f (3) = f (6), f (7).

Ïðè ýòîì îòìåòèì, ÷òî â ñîñòàâ ýòèõ ôóíêöèé âõîäÿò íå âñå ôóíê-
öèè, êîòîðûå ïðè èõ çàïèñè â âèäå f x x x( , , )1 2 3 áûëè ñèììåòðè÷å-
ñêèìè. Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ f 1 íå ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé ïðè ïî-
âòîðåíèè ïåðåìåííîé x 2 .

Äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ f x x x x x( , , , , )1 1 2 2 3 áûëà ñèììåòðè-
÷åñêîé, äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî äâà óñëîâèÿ: f (2) = f (4),
f (3) = f (5). Ýòèì óñëîâèÿì óäîâëåòâîðÿþò 64 ÁÔÓ, òàê êàê â ýòîì
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ñëó÷àå íåñâÿçàííûìè ÿâëÿþòñÿ øåñòü ãðóïï: f (0), f (1), f (2) = f (4),
f (3) = f (5), f (6), f (7).

Äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ f x x x x x x( , , , , , )1 1 1 2 2 3 áûëà ñèììåòðè-
÷åñêîé, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî îäíî óñëîâèå — f (3) = f (4).
Ýòîìó óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿþò 128 ÁÔÓ.

Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ çàäàííîé ÁÔÓ â âèäå f x x x x x( , , , , ,1 1 1 1 2

x x2 3, ) óñëîâèÿ îòñóòñòâóþò: òàê ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ëþáàÿ
èç 256 ôóíêöèé òðåõ ïåðåìåííûõ.

Ïðèìåð 9.13. Îïðåäåëèòü óñëîâèÿ, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ ïî-
ëó÷àåòñÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ, ïðèâåäåííàÿ â ïðèìåðå 9.10.

Èç ðàññìîòðåíèÿ ÒÈ äëÿ ôóíêöèè f 3 ñëåäóåò, ÷òî

f f f f f3 3 3 3 30 1 3 4 5 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � � � ,

f f f3 3 32 6 7 1( ) ( ) ( )� � � .

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ çàäàííîé ÁÔÓ âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî îäíî èç
ïðèâåäåííûõ âûøå óñëîâèé — f f3 33 4( ) ( )� . Ýòî îïðåäåëÿåò ñèì-
ìåòðè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ ñ äîïîëíèòåëüíî ââåäåííûìè îäíîé ïåðå-
ìåííîé x 2 è äâóìÿ ïåðåìåííûìè x1 .

10. Ïîâòîðíûå ñèììåòðè÷åñêèå ðåàëèçàöèè ïðîèçâîëüíûõ
ÁÔÓ ïðè èñïîëüçîâàíèè àëôàâèòîâ À

1

â , À
1

í è ïåðåáîðå âàðèàí-
òîâ ïðè çàïîëíåíèè ïîëíîé òàáëèöû. Ïîñëåäîâàòåëüíûé õàðàêòåð
è íàïðàâëåíèå çàïîëíåíèÿ ïîëíîé òàáëèöû â ðàññìîòðåííîì â ï. 8
ìåòîäå íå ïîçâîëÿþò â îáùåì ñëó÷àå íàõîäèòü íàèëó÷øèå (â ðàìêàõ
ïîëíîé òàáëèöû) ðåøåíèÿ.

Åñëè ýòè îãðàíè÷åíèÿ ñíÿòü, òî òàêèå ðåøåíèÿ çà ñ÷åò ïåðåáîðà
ìîãóò áûòü íàéäåíû.

Ïðèìåð 9.14. Îïðåäåëèòü ïðîñòåéøóþ (â ðàìêàõ ïîëíîé òàáëè-
öû) ñèììåòðè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ äëÿ ÁÔÓ

f x x x
T

7 1 2 3 0000 0111( , , ) .�

Ïîâòîðíûå ÑÐ ýòîé ÁÔÓ, ïîñòðîåííûå áåç ïåðåáîðà, èìåþò âèä:

f S x x x x x x x7 5 6 7 1 1 1 1 2 2 3� �
, ,

( , , , , , , )
p

� S x x x x x x
4 5 6 1 1 1 2 2 3, ,

( , , , , , ) .
ð

Ïðîâîäÿ ïåðåáîð â ðàìêàõ ïîëíîé òàáëèöû, ïîëó÷èì:

f S x x x x7 3 4 1 1 2 3�
,

( , , , ) .
p

Âñå ïðèâåäåííûå ñèììåòðè÷åñêèå ðåàëèçàöèè ïîâòîðíû, â òî
âðåìÿ êàê ôîðìóëà f x x x7 1 2 3� ( )] áåñïîâòîðíà.

11. Ïðîñòåéøèå ïîâòîðíûå ñèììåòðè÷åñêèå ðåàëèçàöèè ïðî-
èçâîëüíûõ ÁÔÓ ïðè èñïîëüçîâàíèè àëôàâèòîâ À

1

â , À
1

í . Íàõî-
äÿñü â ðàìêàõ ïîëíîé òàáëèöû, äëÿ ðÿäà ÁÔÓ n ïåðåìåííûõ ìèíè-
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ìàëüíûå ðåøåíèÿ íå ìîãóò áûòü íàéäåíû, òàê êàê ñòðóêòóðà ýòîé
òàáëèöû îãðàíè÷èâàåò îáúåì ïåðåáîðà. Òàê, íàïðèìåð, äëÿ ôóíêöèè
f x x x� ( )1 2 3] ïðîñòåéøàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ

f S x x x x�
3 4 1 2 3 3,

( , , , )
p

â ðàìêàõ ïîëíîé òàáëèöû íå ìîæåò áûòü íàéäåíà íè ïðè êàêîì îáú-
åìå ïåðåáîðà, òàê êàê â ïîëíîé òàáëèöå ïåðåìåííàÿ x n íå ìîæåò
áûòü äóáëèðîâàíà.

Ìèíèìàëüíûå ðåàëèçàöèè â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîãî ïîäõîäà
îïðåäåëÿþòñÿ â ðåçóëüòàòå ïîëíîãî ïåðåáîðà êîðòåæåé âõîäíûõ ïå-
ðåìåííûõ è èõ äóáëèêàòîâ.

Ïðèìåð 9.15. Îïðåäåëèòü ñèììåòðè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ äëÿ ÁÔÓ

f x x x x x x x x
T

8 1 2 3 1 2 3 2 31101 0100( , , ) ! (! ) ! .� � ] ]

Èñïîëüçóÿ ïîäõîäû, èçëîæåííûå â ïðåäûäóùèõ ïóíêòàõ, ïîëó-
÷èì:

f S x x x x x8 0 1 3 1 1 2 2 3� �
, ,

( , , , , )
p

� S x x x x x
0 3 4 1 2 3 3 3, ,

( , , , , ) .
p

Ïðèìåíÿÿ ìåòîä, èçëîæåííûé â ï. 14, â äàííîì ñëó÷àå ìîæíî
ïîñòðîèòü è áåñïîâòîðíóþ ñèììåòðè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ:

f S x x x8 2 3 1 2 3�
,

(! , ! , ) .
p

12. Ñèììåòðè÷åñêèå ðåàëèçàöèè ïîëîæèòåëüíûõ (áåçûíâåðñ-
íûõ) ïîðîãîâûõ ôóíêöèé ïðè èñïîëüçîâàíèè àëôàâèòîâ À

1

â ,
À

1

í . Åñëè äëÿ çàäàííîé ÁÔÓ èçâåñòíî, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ïîðîãîâîé
[23], òî åå ìèíèìàëüíàÿ ïîâòîðíàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ ìî-
æåò áûòü íàéäåíà áåç ïåðåáîðà.

Åñòåñòâåííî, ÷òî íàõîæäåíèå ïîðîãîâûõ ðåàëèçàöèé (ïðåäñòàâ-
ëåíèå ÁÔÓ ÷åðåç âåñá è ïîðîã) äàæå äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ïîðîãîâûõ
ôóíêöèé (ÏÏÔ) âåñüìà òðóäîåìêî [23]. Îäíàêî ïðè n m 6 ñóùåñòâó-
þò êàòàëîãè òàêèõ ðåàëèçàöèé, íàïðèìåð â [24], à äëÿ ïîëîæèòåëü-
íûõ áåñïîâòîðíûõ ïîðîãîâûõ ôîðìóë â ðàçä. 15.5 è â [25] ïðåäëî-
æåí ïðîñòîé ìåòîä èõ ïîñòðîåíèÿ.

Èçëîæèì ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ÑÐ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà
ôóíêöèé. Ýòîò ìåòîä ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:

— äëÿ çàäàííîé ÏÏÔ ñòðîèòñÿ ïîðîãîâàÿ ðåàëèçàöèÿ (ÏÐ):

f x x p x p x Tn n n( , ... , ) ( ... ) ,1 1 1� � � 
sign

ãäå pi — âåñ ïåðåìåííîé x i ; T — ïîðîã ôóíêöèè;

345



— îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèå P pi

i

n

�
�
 ;

1

— ñòðîèòñÿ ÑÔ «ãîëîñîâàíèå T è áîëåå èç P» âèäà:

f S x x x x
T P n n�

, . . . ,
( , ... , , ... , , ... , ) ,

p
1 1

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé.
Ïðè ýòîì îòìåòèì, ÷òî èç [24] ñëåäóåò, ÷òî ïðè n l 5 ñóùåñòâó-

þò ÏÏÔ, äëÿ êîòîðûõ âåñ*à âñåõ ïåðåìåííûõ íå ðàâíû åäèíèöå, ÷òî
ïðèâîäèò äëÿ ýòèõ ôóíêöèé ê ïîâòîðíûì ñèììåòðè÷åñêèì ðåàëèçà-
öèÿì, îòëè÷íûì îò ïîëó÷àåìûõ ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ, èçëîæåííûõ â
ïóíêòàõ 7—10, ïðè èñïîëüçîâàíèè êîòîðûõ ïåðåìåííàÿ x n íå ðàç-
ìíîæàåòñÿ.

Ïðèìåð 9.16. Îïðåäåëèòü ñèììåòðè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ äëÿ ïî-
ëîæèòåëüíîé áåñïîâòîðíîé ïîðîãîâîé ôîðìóëû f 7, ðàññìîòðåííîé
â ïðèìåðå 9.14.

Èç [25] ñëåäóåò, ÷òî f x x x7 1 2 32 3� � � 
sign ( ).
Òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå P = 4, T = 3, òî ñèììåòðè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ

èìååò âèä: S x x x x
3 4 1 1 2 3,

( , , , )
p

. Ýòà ñèììåòðè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ áû-
ëà ïîëó÷åíà â ïðèìåðå 9.14 çà ñ÷åò ïåðåáîðà â ðàìêàõ ïîëíîé òàáëè-
öû.

Òàê êàê äëÿ ôóíêöèè

f f x x n
ä �! (! , ... , ! )1

ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå [23]

T P Tä � 
 �1,

òî ïîðîãîâàÿ ðåàëèçàöèÿ ôóíêöèè f ä, äâîéñòâåííîé (äóàëüíîé) çà-
äàííîé ôóíêöèè f, èìååò âèä [23]:

� �f x x p x p x P Tn n n
ä sign( , ... , ) ... ( ) .1 1 1 1� � � 
 
 �

Òàêèì îáðàçîì,

f S x x x x
P T P n n

ä ð�

 �1 1 1, .. . ,

( , ... , , ... , , ... , ) .

Ïðèìåð 9.17. Îïðåäåëèòü ñèììåòðè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ äëÿ
ôîðìóëû f x x x� 1 2 3] .

Òàê êàê f f�
7

ä , òî èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà ñëåäóåò, ÷òî P T
 �
� �1 2, è ïîýòîìó

f S x x x x�
2 3 4 1 1 2 3, ,

( , , , ) .
p
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Åñëè ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ñàìîäâîéñòâåííîé (f = f ä), òî äëÿ íåå
ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå T = (P + 1) / 2.

Ïðèìåð 9.18. Îïðåäåëèòü ñèììåòðè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ äëÿ ñà-
ìîäâîéñòâåííîé ÁÔÓ

f x x x x x x x� 1 2 3 4 1 2 3( ) .] ] ]

Èç êàòàëîãà [24] ñëåäóåò, ÷òî f x x x x� � � � 
sign ( )2 31 2 3 4 .
Ïðè ýòîì p1 2� , p p p2 3 4 1� � � , P � 5, T � 3 è

f S x x x x x�
3 4 5 1 1 2 3 4, ,

( , , , , ) .
p

Ýòà ôóíêöèÿ ðåàëèçóåòñÿ ìîäóëåì ÑÌ5 ñ 11 âõîäàìè, â òî âðåìÿ
êàê ìîäóëü, óíèâåðñàëüíûé â êëàññå ñàìîäâîéñòâåííûõ ôóíêöèé
÷åòûðåõ ïåðåìåííûõ, èìååò 12 âõîäîâ [26].

13. Ñèììåòðè÷åñêèå ðåàëèçàöèè îòðèöàòåëüíûõ ïîðîãîâûõ
ôóíêöèé ïðè èñïîëüçîâàíèè àëôàâèòîâ À

1

â , À
1

í . Èç èçëîæåííî-
ãî â ï. 2 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ îòðèöàòåëüíûõ ïîðîãîâûõ ôóíêöèé ìîæåò
áûòü ïðåäëîæåí óêàçàííûé íèæå ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ñèììåòðè÷åñ-
êèõ ðåàëèçàöèé:

— îïðåäåëÿåòñÿ ïîðîãîâàÿ ðåàëèçàöèÿ äëÿ ïîëîæèòåëüíîé ïîðî-
ãîâîé ôóíêöèè, èíâåðñíîé çàäàííîé;

— èñêîìîé ÿâëÿåòñÿ ðåàëèçàöèÿ âèäà:

f S x x x x
T n n�


0 1 1 1, .. . ,
( , ... , , ... , , ... , ) .

p

Ïðèìåð 9.19. Îïðåäåëèòü ñèììåòðè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ äëÿ áó-
ëåâîé ôîðìóëû f x x x�! ! !1 2 3] .

Òàê êàê f = !f 7, òî èç èçëîæåííîãî âûøå è ïðèìåðà 9.16 ñëåäóåò,
÷òî

f S x x x x�
0 1 2 1 1 2 3, ,

( , , , ) .
p

14. Ñèììåòðè÷åñêèå ðåàëèçàöèè ïîðîãîâûõ ôóíêöèé ïðè èñ-
ïîëüçîâàíèè àëôàâèòîâ À

3

â , À
1

í . Ïðîèçâîëüíàÿ ïîðîãîâàÿ ôóíê-
öèÿ (ÏÔ) ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

— äëÿ çàäàííîé ÏÔ ñòðîèòñÿ ÁÔ;
— ñòðîèòñÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ äëÿ ïîëîæèòåëüíîé ÏÔ,

îäíîòèïíîé ñ çàäàííîé;
— èíâåðñíûå ïåðåìåííûå, âõîäÿùèå â ÁÔ, çàìåíÿþò â ïîñòðî-

åííîé ñèììåòðè÷åñêîé ðåàëèçàöèè áåçûíâåðñíûå ïåðåìåííûå.

Ïðèìåð 9.20. Îïðåäåëèòü ñèììåòðè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ äëÿ áó-
ëåâîé ôîðìóëû f x x x�! ( ! )1 2 3] .

Èç èçëîæåííîãî âûøå è ïðèìåðà 9.16 ñëåäóåò, ÷òî

f S x x x x�
3 4 1 1 2 3,

(! ,! , , ! ) .
p
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Òàêèì îáðàçîì, èç èçëîæåííîãî âûøå (íà÷èíàÿ ñ ï. 12) ñëåäóåò,
÷òî ïðè ðåàëèçàöèè ÏÔ ñèììåòðè÷åñêèì ìîäóëåì åãî ÷èñëî âõîäîâ
îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

V P P2 2 1( ) .� � (9.1)

Å. Ãîòî [23] ïîêàçàë, ÷òî ñðåäè ïîðîãîâûõ ôóíêöèé n ïåðåìåí-
íûõ ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ, äëÿ êîòîðîé

C n� �2 2 m P,

ãäå C = 0.1163171...
Ñëåäîâàòåëüíî,

C V nn� �2 3
2m ( ) .

Â òàáë. 9.8 äëÿ n = 2, … , 6 íà îñíîâå [24] ïðèâåäåíû ìàêñèìàëü-
íûå çíà÷åíèÿ P äëÿ êëàññà ÏÔ è äâóõ åãî ïîäêëàññîâ — ñàìîäâîé-
ñòâåííûõ ÏÔ (ÑÏÔ) è áåñïîâòîðíûõ ÏÔ (ÁÏÔ).

Â [27] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ P äëÿ ÁÏÔ
óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ

P Fn� 
�2 1, (9.2)

ãäå Fn�2 — (n + 2)-å ÷èñëî Ôèáîíà÷÷è; F F1 2 1� � .
Èç ñîîòíîøåíèé 9.1 è 9.2, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ñàìàÿ ñëîæ-

íàÿ ÁÏÔ ïðè n = 4 ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà ìîäóëåì ÑÌ7, òàê
êàê F6 8� , â òî âðåìÿ êàê íåïîðîãîâàÿ áåñïîâòîðíàÿ ÁÔ (ÁÁÔ), ðàñ-
ñìîòðåííàÿ â ïðèìåðå 9.12, ðåàëèçóåòñÿ ìîäóëåì ÑÌ11, ÷òî ñâèäå-
òåëüñòâóåò î òîì, ÷òî íåïîðîãîâûå ÁÁÔ ðåàëèçóþòñÿ ÑÌ âåñüìà
ñëîæíî.

15. Ñòàíäàðòíûå ïîâòîðíûå ñèììåòðè÷åñêèå ðåàëèçàöèè
ïðîèçâîëüíûõ ÁÔÓ ïðè èñïîëüçîâàíèè àëôàâèòîâ À

4

â , À
3

í . Â
[19] ïîêàçàíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ìîäóëü ÑÌn óíèâåðñàëåí â êëàññå
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Ò à á ë è ö à 9.8

Êëàññ
ôóíêöèé

n

2 3 4 5 6

ÑÏÔ — 3 5 9 17

ÁÏÔ 2 4 7 12 20

ÏÔ 2 4 8 16 33



ïðîèçâîëüíûõ ÁÔÓ m + 1 ïåðåìåííûõ, ãäå m = [log (n + 1)]. Ïðè
ýòîì íàñòðîéêà ìîäóëÿ îïðåäåëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíî.

Ïðåäëîæèì ñòàíäàðòíóþ ñèììåòðè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ, äëÿ êî-
òîðîé íàñòðîéêà ìîäóëÿ ìîæåò áûòü íàéäåíà ñðàâíèòåëüíî ïðîñòî.
Ïðè ýòîì äëÿ çàäàííîé ÁÔÓ n ïåðåìåííûõ áóäåì èñêàòü íàñòðîéêó
ìîäóëÿ ÑÌ(2 11n
 
 ).

Ìåòîä ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Â ÒÈ çàäàííîé ÁÔÓ èñêëþ÷àåòñÿ
ñòîëáåö, ñîîòâåòñòâóþùèé ïåðåìåííîé x n , à ñòîëáåö åå çíà÷åíèé
ïðåîáðàçóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðàâèë:

00 0
T

� ; 01
T

nx� ; 10
T

nx�! ; 11 1
T

� .

Ïîëó÷åííóþ ÒÈ áóäåì íàçûâàòü ñîêðàùåííîé. Ïî òàêîé òàáëè-
öå ñòðîèòñÿ ïîëíàÿ òàáëèöà, ðàññìîòðåííàÿ â ï. 7, ïî êîòîðîé è
îïðåäåëÿåòñÿ íàñòðîéêà ìîäóëÿ.

Ïðèìåð 9.21. Îïðåäåëèòü ñèììåòðè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ äëÿ ôóíê-
öèè f 5 èç ïðèìåðà 9.7.

Ñîêðàùåííàÿ ÒÈ ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå:

f x x x x x x x
T

5 1 2 3 4 4 4 41 1 1 0( , , ) , , ! , , ! , , , ! .�

Ïîýòîìó

f S x x x x x x xx x x x5 1 1 1 0 1 1 1 1 2 2 34 4 4 4
� , , ! , , ! , , , ! ( , , , , , , ) .

16. Ïîâòîðíûå ñèììåòðè÷åñêèå ðåàëèçàöèè ïðîèçâîëüíûõ
ÁÔÓ ïðè èñïîëüçîâàíèè àëôàâèòîâ À

4

â , À
3

í . Äëÿ ïîèñêà áîëåå
ïðîñòûõ ñîêðàùåííîé ÒÈ çàäàííîé ÁÔÓ ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäûäó-
ùèì ñëó÷àåì ñèììåòðè÷åñêèõ ðåàëèçàöèé ïðåäëàãàåòñÿ ïðèìåíÿòü
ìåòîä, èçëîæåííûé â ï. 8.

Ïðèìåð 9.22. Îïðåäåëèòü ñèììåòðè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ äëÿ ôóí-
êöèè f 5, ïðèâåäåííîé â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå.

Èç ðàññìîòðåíèÿ òàáë. 9.4—9.6 ñëåäóåò, ÷òî ñèììåòðè÷åñêàÿ
ðåàëèçàöèÿ ñòðîèòñÿ íà òðåòüåì øàãå (òàáë. 9.6). Ïðè ýòîì

f S x x x x xx x x5 1 1 0 1 1 2 2 34 4 4
� , , ! , , , ! ( , , , , ) .

Óâåëè÷åíèå îáúåìà ïåðåáîðà, êàê è äëÿ ñëó÷àÿ À
1

â , À
1

í (ïóíêòû
10, 11), ïîçâîëÿåò äëÿ ðÿäà ÁÔÓ íàõîäèòü ñèììåòðè÷åñêèå
ðåàëèçàöèè ñ ìåíüøåé ïîâòîðíîñòüþ ïåðåìåííûõ, ÷åì ýòî îáåñïå-
÷èâàåò ìåòîä, èçëîæåííûé â íàñòîÿùåì ïóíêòå.

17. Ñèììåòðè÷åñêèå ðåàëèçàöèè ÁÔÓ ïðè èñïîëüçîâàíèè
àëôàâèòîâ À

5

â , À
4

í . Ñòàíäàðòíàÿ ñõåìà ÑÑ1, â êîòîðîé ïðèìåíÿ-
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åòñÿ ïîñòîÿííîå çàïîìèíàþùåå óñòðîéñòâî (ÏÇÓ), ïðèâåäåíà íà
ðèñ. 9.12.

Ýòà ñõåìà ïîçâîëÿåò ðåàëèçîâàòü ÁÔÓ n ïåðåìåííûõ, äëÿ êîòî-
ðûõ â òàáëèöå íàñòðîéêè ìîäóëÿ ÑÌm êàæäîìó ðàáî÷åìó ÷èñëó i
ñîîòâåòñòâóåò îäíà ôóíêöèÿ g x xm n0 1( , ... , )� .

Ïðèìåð 9.23. Îïðåäåëèòü ñèììåòðè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ äëÿ ôóíê-
öèè f 5 èç ïðèìåðà 9.7.

Ïîñòðîèì äëÿ ýòîé ôóíêöèè òàáëèöó íàñòðîéêè ïðè m = 2
(òàáë. 9.9).

Èç ðàññìîòðåíèÿ ýòîé òàáëèöû ñëåäóåò, ÷òî

f S x x
x x x x x x5 1 2

3 4 3 4 3 4
�

! , ! , !
( , ) .

] ]

ê

18. Ñèììåòðè÷åñêèå ðåàëèçàöèè ïðîèçâîëüíûõ ÁÔÓ ïðè èñ-
ïîëüçîâàíèè àëôàâèòîâ À

1

â , À
5

í . Ñòàíäàðòíàÿ ñõåìà ÑÑ2 ïðèâå-
äåíà íà ðèñ. 9.13. Â ýòîé ñõåìå êîìáèíàöèîííàÿ ñõåìà (ÊÑõ) ÿâ-
ëÿåòñÿ áîëåå ïðîñòîé, ÷åì ïîñòîÿííîå çàïîìèíàþùåå óñòðîéñòâî
(ÏÇÓ). Ýòî îãðàíè÷åíèå ÿâëÿåòñÿ âàæíûì, òàê êàê â ÏÇÓ (n, 1) ìî-
æåò áûòü ðåàëèçîâàíà ïðîèçâîëüíàÿ ÁÔÓ n ïåðåìåííûõ, ÷òî äåëàåò
ïðèìåíåíèå ðàññìàòðèâàåìîé ñòàíäàðòíîé ñõåìû ïðè èñïîëüçîâà-
íèè ÏÇÓ íåöåëåñîîáðàçíûì.

Ñõåìà ÑÑ2 ïîçâîëÿåò ðåàëèçîâàòü ÁÔÓ n ïåðåìåííûõ, äëÿ êîòî-
ðûõ â òàáëèöå íàñòðîéêè ìîäóëÿ ÑÌn êàæäîìó ðàáî÷åìó ÷èñëó i
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Ò à á ë è ö à 9.9

i x1 x2 g i
5

0 0 0 !x x3 4]

1
0

1

1

0
x x3 4]!

2 1 1 x x3 4!



ñîîòâåòñòâóåò îäíà ôóíêöèÿ g x xi n( , ... , )1 . Òàê êàê ýòî èìååò ìåñòî
äëÿ ëþáîé ôóíêöèè n ïåðåìåííûõ, òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ñõåìà óíè-
âåðñàëüíà â êëàññå ÁÔÓ n ïåðåìåííûõ.

Â òàáëèöå íàñòðîéêè ôóíêöèÿ gi çàäàíà íà Cn
i íàáîðàõ. Áóëåâà

ôîðìóëà, ðåàëèçóþùàÿ ýòó ôóíêöèþ, ñòðîèòñÿ â ðåçóëüòàòå åå äî-
îïðåäåëåíèÿ, íàïðèìåð ñ ïîìîùüþ êàðò Êàðíî. Âîçìîæíû äâà èñ-
õîäà äîîïðåäåëåíèé: êàæäàÿ ôóíêöèÿ g i çàâèñèò ìåíåå ÷åì îò n ïå-
ðåìåííûõ; îäíà èëè íåñêîëüêî ôóíêöèé g i çàâèñÿò îò n ïåðåìåí-
íûõ.

Ïðè ïåðâîì èñõîäå ïðèìåíåíèå ñõåìû ÑÑ2 öåëåñîîáðàçíî, à
ïðè âòîðîì, åñëè g x x f x xi n n( , ... , ) ( , ... , )1 1� , — áåññìûñëåííî.

Åñëè g x x f x xi n n( , ... , ) ( , ... , )1 1� , òî âîïðîñ î ïðèìåíåíèè ñõå-
ìû ìîæåò îáñóæäàòüñÿ.

Ïðèìåð 9.24. Îïðåäåëèòü ñèììåòðè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ äëÿ ÁÔÓ

f x x x x
T

9 1 2 3 4 1011 1011 0011 0010( , , , ) .�

Íàñòðîéêà ìîäóëÿ ÑÌ4 íà ðåàëèçàöèþ ýòîé ôóíêöèè ïðèâåäåíà
â ñòîëáöå g

i

9 (òàáë. 9.2). Ïðè ýòîì

f S x x x x
x x x x9 1 0 1 2 3 4

2 3 3 3
�

	, , , ,
( , , , ) .ê

Ïðèìåð 9.25. Îïðåäåëèòü ñèììåòðè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ äëÿ ÁÔÓ

f x x x x
T

6 1 2 3 4 0001 0001 0001 1111( , , , ) .�

Íàñòðîéêà ìîäóëÿ ÑÌ4 íà ðåàëèçàöèþ ýòîé ôóíêöèè ïðèâåäåíà
â ñòîëáöå g

i

6 (òàáë. 9.2). Â ýòîì ñëó÷àå g g
0

6

1

6 0� � , g x x
2

6
1 2� { ]

] ]x x x x x x3 4 1 2 3 4, ! ! ! ! }, g g
3

6

4

6 1� � .
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Òàê êàê f x x x x� 1 2 3 4] , òî ïðè g x x x x
2

6
1 2 3 4� ] èñïîëüçîâàíèå

ñõåìû ÑÑ2 áåññìûñëåííî. Ïðè g x x x x
2

6
1 2 3 4�! ! ! !] çàäàííàÿ ÁÔÓ

âåñüìà ýêçîòè÷íî ðåàëèçóåòñÿ ïî ôóíêöèè, åé àíòèäâîéñòâåííîé
(ðàçä. 10.5) è [26].

19. Ñèììåòðè÷åñêèå ðåàëèçàöèè ÁÔÓ ïðè èñïîëüçîâà-
íèè àëôàâèòoâ À

6

â , À
6

í . Ñòàíäàðòíàÿ ñõåìà ÑÑ3 ïðèâåäåíà íà
ðèñ. 9.14.

Îíà ïîçâîëÿåò ðåàëèçîâàòü ÁÔÓ n ïåðåìåííûõ, â êàæäîé èç êî-
òîðûõ ñòîëáåö çíà÷åíèé ñîäåðæèò äâà òèïà ôðàãìåíòîâ äëèíîé äâà.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ | |00 0T � è | |11 1T � ðàññìàòðèâàåìóþ ñõåìó
ïðèìåíÿòü íåöåëåñîîáðàçíî, òàê êàê çàäàííàÿ ÁÔÓ íå çàâèñèò îò ïå-
ðåìåííîé x n . Â ýòîé ñõåìå ÏÇÓ ïðîãðàììèðóåòñÿ (âûáèðàåòñÿ ôóíê-
öèÿ Ô) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îáåñïå÷èòü ïîðÿäîê ðàñïîëîæåíèÿ
ôðàãìåíòîâ â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòîëáöîì çíà÷åíèé ðåàëèçóåìîé
ÁÔÓ. Äëÿ êàæäîé ÁÔÓ ýòîãî êëàññà ðåøåíèå íåîäíîçíà÷íî, òàê êàê
èñïîëüçóåìûå äâà ñèìâîëà èç ìíîæåñòâà {0, 1, !x n , x n } ìîãóò ïîä-
êëþ÷àòüñÿ ê íàñòðîå÷íûì âõîäàì ìîäóëÿ ÑÌ1 äâóìÿ ñïîñîáàìè.

Ôóíêöèþ Ô ïðåäëàãàåòñÿ îïðåäåëÿòü ñ ïîìîùüþ ìóëüòèïëåê-
ñîðíîãî ìåòîäà.

Ïðèìåð 9.26. Îïðåäåëèòü ñèììåòðè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ äëÿ ÁÔÓ

f x x x
T

10 1 2 3 0101 1001( , , ) .�

Ñòîëáåö çíà÷åíèé ýòîé ôóíêöèè ñîñòîèò èç äâóõ òèïîâ ôðàã-
ìåíòîâ äëèíîé äâà. Íàçíà÷èì ôóíêöèè g i ñëåäóþùèì îáðàçîì:
g x0 3� , g x1 3�! .

Çàïèøåì óðàâíåíèå

f S
x x

�
3 3, !

( ) ,ê Ô
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êîòîðîå â ìóëüòèïëåêñîðíîé ôîðìå èìååò âèä:

MX MX Ô( , , ! , ; , ) ( , ! ; ) ;x x x x x x x x3 3 3 3 1 2 3 3�

Ô MX� �( , , , ; , ) ! .0 0 1 0 1 2 1 2x x x x

Òàêèì îáðàçîì,

f S x x
x x

�
3 3

1 2, !
( ! ) .ê

Àíàëîãè÷íî ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî âòîðîå ñîîòíîøåíèå

f S x x
x x

�
! ,

(! ) .
3 3

1 2
ê ]

Ðàññìîòðåííûé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì «ñèì-
ìåòðè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ÁÔÓ ïî ïåðåìåííîé x n » (ï. 21). Äëÿ
ôóíêöèé ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà ýòî ðàçëîæåíèå ïîðîæäàåò îäíó
îñòàòî÷íóþ ôóíêöèþ ìåíüøåãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ.

Òàê êàê ìîäóëü ÑÌ1 ñîâïàäàåò ñ ìóëüòèïëåêñîðîì «2 â 1», òî äëÿ
ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà ôóíêöèé ñèììåòðè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ïî ïå-
ðåìåííîé x n ñîâïàäàåò ñ ðàçëîæåíèåì Øåííîíà [28] ïî ôóíêöèè Ô.

20. Ñèììåòðè÷åñêèå ðåàëèçàöèè ÁÔÓ ïðè èñïîëüçîâà-
íèè àëôàâèòîâ À

7

â , À
6

í . Ñòàíäàðòíàÿ ñõåìà ÑÑ4 ïðèâåäåíà íà
ðèñ. 9.15. Îíà ïîçâîëÿåò ðåàëèçîâàòü ÁÔÓ n ïåðåìåííûõ, â êàæäîé
èç êîòîðûõ ñòîëáåö çíà÷åíèé ñîäåðæèò òðè òèïà ôðàãìåíòîâ äëè-
íîé äâà. Ôóíêöèè Ô1 è Ô2 â ýòîé ñõåìå îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ
ìóëüòèïëåêñîðíîãî ìåòîäà.

Ïðèìåð 9.27. Îïðåäåëèòü ñèììåòðè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ äëÿ ôóíê-
öèè f 3 èç ïðèìåðà 9.5.

Ñòîëáåö çíà÷åíèé ýòîé ôóíêöèè ñîäåðæèò òðè òèïà ôðàãìåíòîâ
äëèíîé äâà. Íàçíà÷èì ôóíêöèè g i ñëåäóþùèì îáðàçîì: g 0 0� ,
g x1 3�! , g 2 1� .
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Çàïèøåì óðàâíåíèå

f S
x3 0 13

�
, ! ,

( , ) ,ê
1 2Ô Ô

êîòîðîå â ìóëüòèïëåêñîðíîé ôîðìå èìååò âèä:

MX MX Ô Ô( ,! , , ; , ) ( , ! , ! , ; , ) .0 0 1 0 13 1 2 3 3 1 2x x x x x�

Ýòî óðàâíåíèå èìååò äâà ðåøåíèÿ:

Ô MX

Ô MX

1 1 2 1 2

2 1 2 2

0 0 0 1

0 1 0 1

� �

� �

( , , , ; , ) ,

( , , , ; , ) ;

x x x x

x x x

Ô MX

Ô MX

1 1 2 2

2 1 2 1 2

0 1 0 1

0 0 0 1

� �

� �

( , , , ; , ) ,

( , , , ; , ) .

x x x

x x x x

Òàêèì îáðàçîì,

f S x x x S x x x
x x

� �
0 1 1 2 0 1 2 1

3 3, ! , , ! ,
( , ) ( , ) .ê

2
ê

2

Èç ñðàâíåíèÿ ýòèõ ñèììåòðè÷åñêèõ ðåàëèçàöèé ñ ïîëó÷åííîé â
ïðèìåðå 9.4 ñëåäóåò, ÷òî óñëîæíåíèå ôóíêöèé, ïîäàâàåìûõ íà èí-
ôîðìàöèîííûå âõîäû ìîäóëÿ, ïîçâîëèëî ðåàëèçàöèþ óïðîñòèòü.

Ðàññìîòðåííûé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ âòîðûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì «ñèì-
ìåòðè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ÁÔÓ ïî ïåðåìåííîé x n ».

21. Ñèììåòðè÷åñêèå ðåàëèçàöèè ïðîèçâîëüíûõ ÁÔÓ ïðè èñ-
ïîëüçîâàíèè àëôàâèòîâ À

8

â , À
6

í . Ñòàíäàðòíàÿ ñõåìà ÑÑ5 ïðèâå-
äåíà íà ðèñ. 9.16.

Îíà ïîçâîëÿåò ðåàëèçîâàòü ÁÔÓ n ïåðåìåííûõ, â êàæäîé èç êî-
òîðûõ ñòîëáåö çíà÷åíèé ñîäåðæèò äî ÷åòûðåõ òèïîâ ôðàãìåíòîâ
äëèíîé äâà. Òàê êàê ýòî èìååò ìåñòî äëÿ ëþáîé ÁÔÓ n ïåðåìåííûõ,
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òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ñòðóêòóðà óíèâåðñàëüíà â êëàññå ïðîèçâîëüíûõ
ÁÔÓ óêàçàííîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ. Ôóíêöèè Ô1, Ô2, Ô3 â ýòîé ñõå-
ìå îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ìóëüòèïëåêñîðíîãî ìåòîäà.

Ïðèìåð 9.28. Îïðåäåëèòü ñèììåòðè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ äëÿ ÁÔÓ

f x x x x
T

4 1 2 3 4 1000 0111 1000 1000( , , , ) .�

Ñòîëáåö çíà÷åíèé ýòîé ôóíêöèè ñîäåðæèò ÷åòûðå òèïà ôðàãìåí-
òîâ äëèíîé äâà. Íàçíà÷èì ôóíêöèè g i ñëåäóþùèì îáðàçîì: g 0 �
�!x 4 , g1 0� , g x2 4� , g 3 1� .

Çàïèøåì óðàâíåíèå

f S
x x4 0 14 4

�
! , , ,

( , , ) ,ê
1 2 3Ô Ô Ô

êîòîðîå â ìóëüòèïëåêñîðíîé ôîðìå èìååò âèä:

MX (! , , , , ! , , ! , ; , , )x x x x x x x4 4 4 4 1 2 30 1 0 0 �

� MX Ô Ô Ô(! , , , , , , , ; , , ) .x x x x4 4 4 4 1 2 30 0 0 1

Ýòî óðàâíåíèå èìååò 3 3 813 � � ðåøåíèå:

Ô MX

Ô MX

1 1 2 3

2

0 1 0 0

0 1 0

�

�

( , ?, ?, , , ?, , ?; , , ) ;

( , ?, ?, , , ?,

x x x

0

0 1 0 0

1 2 3

3 1 2 3

, ?; , , ) ;

( , ?, ?, , , ?, , ?; , , ) .

x x x

x x xÔ MX�

Ñðåäè ýòèõ ðåøåíèé âûáåðåì ñëåäóþùåå:

Ô MX

Ô MX

1 1 2 3 2 3

2

0 0 0 1 0 0 0 1

0 1 1 1

� �

�

( , , , , , , , ; , , ) ;

( , , ,

x x x x x

, , , , ; , , ) ! ( );

( , , , , , , ,

0 0 0 0

0 0 1 1 0 1 0

1 2 3 1 2 3

3

x x x x x x�

�

]

Ô MX 0 1 2 3 1 2 1 2 3; , , ) ! ! .x x x x x x x x� ]

Òàêèì îáðàçîì,

� �f S x x x x x x x x x x
x x4 0 1 2 3 1 2 3 1 2 1 2 3

4 4
�

! , , ,
, ! ( ), ! ! .ê ] ]

Èç ñðàâíåíèÿ ýòîé ñèììåòðè÷åñêîé ðåàëèçàöèè ñ ïîëó÷åííîé â
ïðèìåðå 9.4 ñëåäóåò, ÷òî óñëîæíåíèå ôóíêöèé, ïîäàâàåìûõ íà èí-
ôîðìàöèîííûå âõîäû ìîäóëÿ, ïîçâîëèëî óïðîñòèòü ðåàëèçàöèþ.

Ðàññìîòðåííûé ïîäõîä ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ â êà÷åñòâå ìå-
òîäà ïîñòðîåíèÿ íîâîãî òèïà ðàçëîæåíèÿ ïðîèçâîëüíûõ áóëå-
âûõ ôóíêöèé ïî îäíîé ïåðåìåííîé. Îíî ìîæåò áûòü íàçâàíî
«ñ è ì ì å ò ð è ÷ å ñ ê è ì ð à ç ë î æ å í è å ì ï ð î è ç â î ë ü í î é
Á Ô Ó n ï å ð å ì å í í û õ ï î ï å ð å ì å í í î é x n ». Â ðåçóëüòà-
òå ýòîãî ðàçëîæåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå ôîðìèðóþòñÿ òðè îñòàòî÷íûå
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ôóíêöèè ìåíüøåãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ. Ñ ó÷åòîì ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ,
ðàññìîòðåííûõ â äâóõ ïðåäûäóùèõ ïóíêòàõ, ìîæíî óòâåðæäàòü,
÷òî ïðåäëàãàåìîå ðàçëîæåíèå ïîðîæäàåò í å á î ë å å ò ð å õ
î ñ ò à ò î ÷ í û õ ô ó í ê ö è é, â òî âðåìÿ êàê ðàçëîæåíèå Øåííîíà
ïî îäíîé ïåðåìåííîé — íå áîëåå äâóõ.

22. Ñèììåòðè÷åñêèå ðåàëèçàöèè ïðîèçâîëüíûõ ÁÔÓ ïðè èñ-
ïîëüçîâàíèè àëôàâèòîâ À

8

â , À
9

í . Ñòàíäàðòíàÿ ñõåìà ÑÑ6 ïðèâå-
äåíà íà ðèñ. 9.17. Îíà ïîçâîëÿåò ðåàëèçîâàòü ÁÔÓ n ïåðåìåííûõ,
â êàæäîé èç êîòîðûõ ñòîëáåö çíà÷åíèé ñîäåðæèò R ðàçíîòèïíûõ
ôðàãìåíòîâ äëèíîé 2 n m
 . Ïðè ýòîì ÏÇÓ1 ðåàëèçóåò ýòè ôðàãìåíòû,
à ÏÇÓ2 îáåñïå÷èâàåò ïîðÿäîê èõ ðàñïîëîæåíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ÒÈ
ðåàëèçóåìîé ÁÔÓ. Ôóíêöèè Ô1 , … , ÔR – 1 â ýòîé ñõåìå îïðåäåëÿ-
þòñÿ ñ ïîìîùüþ ìóëüòèïëåêñîðíîãî ìåòîäà.

Ïðèìåð 9.29. Îïðåäåëèòü ñèììåòðè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ äëÿ ôóíê-
öèè f 4 , ðàññìîòðåííîé â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå.

Ïðè m = 2 còîëáåö çíà÷åíèé ýòîé ôóíêöèè ñîäåðæèò äâà òèïà
ôðàãìåíòîâ äëèíîé ÷åòûðå. Íàçíà÷èì ôóíêöèè g i ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì: g x x0 3 4�! ! , g x x1 3 4� ] .

Çàïèøåì óðàâíåíèå

f S
g g4

0 1
�

,
( ) ,ê Ô

êîòîðîå â ìóëüòèïëåêñîðíîé ôîðìå èìååò âèä:

MX MX Ô( , , , ; , ) ( , ; ) .g g g g x x g g0 1 0 0 1 2 0 1�

Ýòî óðàâíåíèå èìååò îäíî ðåøåíèå:

Ô MX� �( , , , ; , ) ! .0 1 0 0 1 2 1 2x x x x
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Òàêèì îáðàçîì,

f S x x
x x x x4 1 2

3 4 3 4
�

! ! ,
(! ) .

]

ê

Èç ñðàâíåíèÿ íàéäåííîé ñèììåòðè÷åñêîé ðåàëèçàöèè ñ ïîëó÷åí-
íîé â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå ñëåäóåò, ÷òî óñëîæíåíèå ôóíêöèé, ïî-
äàâàåìûõ íà íàñòðîå÷íûå âõîäû ìîäóëÿ, ïîçâîëèëî ðåçêî óïðîñ-
òèòü ðåàëèçàöèþ: èñïîëüçîâàòü ìîäóëü ÑÌ1 âìåñòî ìîäóëÿ ÑÌ3.

Ïðèìåð 9.30. Îïðåäåëèòü ñèììåòðè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ äëÿ ôóíê-
öèè f 9, ðàññìîòðåííîé â ïðèìåðå 9.24.

Ïðè m = 2 còîëáåö çíà÷åíèé ýòîé ôóíêöèè ñîäåðæèò òðè òèïà
ôðàãìåíòîâ äëèíîé ÷åòûðå. Íàçíà÷èì ôóíêöèè g i ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì: g x x0 3 4� ]! , g x1 3� , g x x2 3 4� ! .

Çàïèøåì óðàâíåíèå

f S
g g g9

0 1 2
�

, ,
( , ) ,ê

1 2Ô Ô

êîòîðîå â ìóëüòèïëåêñîðíîé ôîðìå èìååò âèä:

MX MX Ô Ô1 2( , , , ; , ) ( , , , ; , ) .g g g g x x g g g g0 0 1 2 1 2 0 1 1 2�

Ýòî óðàâíåíèå èìååò äâà ðåøåíèÿ, èç êîòîðûõ âûáåðåì ñëåäóþ-
ùåå:

Ô MX

Ô MX

1 1 2 1 2

2 1 2 1

0 0 0 1

0 0 1 1

� �

� �

( , , , ; , ) ;

( , , , ; , ) .

x x x x

x x x

Òàêèì îáðàçîì,

f S x x x
x x x x x9 1 2 1

3 4 3 3 4
�

]! , , !
( , ) .ê

Èçëîæåííûé ïîäõîä ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ â êà÷åñòâå ìåòîäà ïî-
ñòðîåíèÿ íîâîãî òèïà ôóíêöèîíàëüíîé äåêîìïîçèöèè ïðîèçâîëüíûõ
áóëåâûõ ôóíêöèé. Ýòà äåêîìïîçèöèÿ, èñïîëüçóÿ òåðìèíû, ïðèìåíÿå-
ìûå ïðè ôóíêöèîíàëüíîé äåêîìïîçèöèè [28], ìîæåò áûòü íàçâàíà
(R – 1)-êðàòíîé ðàçäåëèòåëüíîé ñèììåòðè÷åñêîé äåêîìïîçèöèåé.

9.5. Èññëåäîâàíèå ôóíêöèîíàëüíûõ âîçìîæíîñòåé
ñèììåòðè÷åñêèõ ìîäóëåé

Ðàññìîòðåííûå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ìåòîäû ïðèìåíèìû äëÿ
ìîäóëåé ÑÌn ïðè ëþáûõ n.

Ïðè êàæäîì çíà÷åíèè n ìîæåò áûòü âûïîëíåíî èññëåäîâàíèå
ôóíêöèîíàëüíûõ âîçìîæíîñòåé ìîäóëåé íà îñíîâå ïîäõîäà, èçëî-
æåííîãî â ãë. 3, ÷òî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ðåøåíèÿ, â òîì ÷èñëå è îò-
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ëè÷íûå îò ðåøåíèé, êîòîðûå ñòðîÿòñÿ ðàññìîòðåííûìè âûøå ìåòî-
äàìè.

Òàê êàê ïîðîæäàþùàÿ ôóíêöèÿ ñèììåòðè÷åñêîãî ìîäóëÿ íå ÿâ-
ëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé îò ÷èñëà ïåðåìåííûõ, ðàâíîãî
÷èñëó âõîäîâ ìîäóëÿ, òî ïîëíîå èññëåäîâàíèå åãî ôóíêöèîíàëüíûõ
âîçìîæíîñòåé ÿâëÿåòñÿ âåñüìà òðóäîåìêèì óæå ïðè n = 2. Ïîýòîìó
äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîäóëÿ ÑÌ2 âûïîëíèì
÷àñòè÷íîå èññëåäîâàíèå åãî ôóíêöèîíàëüíûõ âîçìîæíîñòåé.

Ïîðîæäàþùàÿ ôóíêöèÿ ýòîãî ìîäóëÿ èìååò âèä:

F a b c d e S a b a bc a b d abe
c d e

( , , , , ) ( , ) ! ! ( )
, ,

� � 	 �ê ] ]

� 0000 1111 0011 0011 0011 0011 0101 0101
T

.

Âûïîëíèì ñëåäóþùèå çàìåíû ïåðåìåííûõ: Ô1 � a, Ô 2 � b,
Ô 3 � c, Ô 4 � d, Ô 5 � e.

Ïðè n – k = 0 ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

F S� �
Ô Ô Ô

ê Ô Ô
3 4 5

1 2, ,
( , )

� 	 �! ! ( )Ô Ô Ô Ô Ô Ô Ô Ô Ô1 2 3 1 2 4 1 2 5] ]

� MX ( , , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1

0 0 1 1 0 1 0 1 0 1 0 1 1 2 3 4 5, , , , , , , , , , , ; , , , , ) .Ô Ô Ô Ô Ô

Ïðè n – k = 1 ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

F S
x n

� �
Ô Ô

ê Ô Ô
3 4

1 2, ,
( , )

� 	 �! ! ( )Ô Ô Ô Ô Ô Ô Ô Ô1 2 3 1 2 4 1 2] ] x n

� MX ( , , , , , , , , , , , , , , , ;0 0 1 1 0 1 0 1 0 1 0 1 x x x xn n n n

Ô Ô Ô Ô1 2 3 4, , , ) .

Ðàññìîòðåííîå ñîîòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì ðàçëîæå-
íèåì ÁÔÓ ïî îäíîé êðàéíåé ïðàâîé âõîäíîé ïåðåìåííîé ïðè âû-
áðàííîì îáðàçå äåêîìïîçèöèè.

Ïðè n – k = 2 ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

F S
x xn n

� �

Ô

ê Ô Ô
3 1

1 2, ,
( , )

� 	 �
! ! ( )Ô Ô Ô Ô Ô Ô Ô1 2 3 1 2 1 1 2] ]x xn n

� 
 
 
 
MX Ô Ô Ô( , , , , , , , ; , , ) .0 1 1 1 1 1 1 2 3x x x x x xn n n n n n

Ðàññìîòðåííîå ñîîòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì ðàçëîæå-
íèåì ÁÔÓ ïî äâóì êðàéíèì ïðàâûì âõîäíûì ïåðåìåííûì ïðè âû-
áðàííîì îáðàçå äåêîìïîçèöèè.
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Ïðè n – k = 3 ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

F S
x x xn n n

� �

 
2 1

1 2, ,
( , )ê Ô Ô

� 	 �
 
! ! ( )Ô Ô Ô Ô Ô Ô1 2 2 1 2 1 1 2x x xn n n] ]

� 
 
 
MX Ô Ô( , , , ; , ) .x x x xn n n n2 1 1 1 2

Ðàññìîòðåííîå ñîîòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì ðàçëîæå-
íèåì ÁÔÓ ïî òðåì êðàéíèì ïðàâûì âõîäíûì ïåðåìåííûì ïðè âû-
áðàííîì îáðàçå äåêîìïîçèöèè.

Ïðè n – k = 4 ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

F S x
x x x n

n n n
� �


 




2 1
1 3, ,

( , )ê Ô

� 	 �
 
 
 
 
! ! ( )Ô Ô Ôx x x x x xn n n n n n3 2 3 1 1 3] ]

� 
 
 
 
 
 
 
MX Ô(! , ! ; ) .x x x x x x x xn n n n n n n n3 2 3 1 3 1 3] ]

Ðàññìîòðåííîå ñîîòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì ðàçëîæå-
íèåì ÁÔÓ ïî ÷åòûðåì êðàéíèì ïðàâûì âõîäíûì ïåðåìåííûì ïðè
âûáðàííîì îáðàçå äåêîìïîçèöèè.

Èç èçëîæåííîãî, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ïðè n – k = 1 ìîäóëü
ÑÌ2 ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü ðàçëîæåíèå ïî ïåðåìåííîé ~x n ôóíêöèé,
ñòîëáöû çíà÷åíèé êîòîðûõ ñîäåðæàò íå áîëåå òðåõ òèïîâ ôðàãìåí-
òîâ äëèíîé äâà: {0, 1, ~x n }.

Ïðèìåð 9.31. Ïîñòðîèòü ñèììåòðè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ äëÿ ìàæî-
ðèòàðíîé ôóíêöèè f 1 èç ïðèìåðà 9.1.

Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå n – k, ïðè êîòîðîì ôðàãìåíòû ÁÔÓ è
îäíîãî èç îáðàçîâ äåêîìïîçèöèè ñîâïàäàþò, ðàâíî åäèíèöå. Ïîýòî-
ìó çàïèøåì óðàâíåíèå

x x x S
x1 2 3 1 2

3 4 3
E E �

Ô Ô

ê Ô Ô
, ,

( , ) ;

x x x x1 2 3 1 2 3 1 2 4 1 2 3E E ] ]� 	! ! ( ) ;Ô Ô Ô Ô Ô Ô Ô Ô

MX ( , , , ; )0 13 3 1 2x x x x �

= MX ( , , , , , , , , , , , , , , , ;0 0 1 1 0 1 0 1 0 1 0 1 3 3 3 3x x x x

Ô Ô Ô Ô1 2 3 4, , , ) .

Ýòî óðàâíåíèå èìååò 6 4 6 5762� � � ðåøåíèé, ñðåäè êîòîðûõ âû-
áåðåì, íàïðèìåð, ñëåäóþùåå:

Ô MX

Ô MX

1 1 2 1 2

2 1 2

0 1 1 1

1 1 1 0

� �

� �

( , , , ; , ) ;

( , , , ; , ) !

x x x x

x x x

]

1 2

3 1 2 2

4 1 2

0 1 0 1

0 1 0 1

]! ;

( , , , ; , ) ;

( , , , ; , )

x

x x x

x x

Ô MX

Ô MX

� �

� � x 2 .

359



Òàêèì îáðàçîì,

f S x x x x
x x x1 1 2 1 2

2 2 3
�

, ,
( , ! ! ) .ê ] ]

Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííàÿ äåêîìïîçèöèÿ â îòëè÷èå îò ïðåäûäó-
ùèõ ÿâëÿåòñÿ íåðàçäåëèòåëüíîé.

Ïîêàæåì, ÷òî åñëè èçìåíèòü ïîðÿäîê ïåðåìåííûõ â ÒÈ ïîðîæ-
äàþùåé ôóíêöèè (a, b, c, d, e a� , b, c, e, d), òî íàéäåííàÿ ÑÐ ìîæåò
áûòü óïðîùåíà. Ïðè ýòîì F a b c e d( , , , , ) � |0000 1111 0101 0101
0101 0101 0011 0011|T.

Âûïîëíèì ñëåäóþùèå çàìåíû ïåðåìåííûõ: Ô1 � a, Ô 2 � b, Ô 3 � c,
Ô 4 � e, Ô 5 � d.

Ïðè n – k = 0 ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

F S� �
Ô Ô Ô

ê Ô Ô
3 5 4

1 2, ,
( , )

� 	 �! ! ( )Ô Ô Ô Ô Ô Ô Ô Ô Ô1 2 3 1 2 5 1 2 4] ]

� MX ( , , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,0 0 0 0 1 1 1 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1

0 1 0 1 0 0 1 1 0 0 1 1 1 2 3 4 5, , , , , , , , , , , ; , , , , ) .Ô Ô Ô Ô Ô

Ïðè n – k = 1 ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

F S
x n

� �
Ô Ô

ê Ô Ô
3 4

1 2, ,
( , )

� 	 �! ! ( )Ô Ô Ô Ô Ô Ô Ô Ô1 2 3 1 2 1 2 4] ]x n

� MX ( , , , , , , , , , , , , , , , ;0 0 1 1 0 1 0 1x x x x x x x xn n n n n n n n

Ô Ô Ô Ô1 2 3 4, , , ) .

Ïðèìåð 9.32. Ïîñòðîèòü ñèììåòðè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ äëÿ ìàæî-
ðèòàðíîé ôóíêöèè f 1 èç ïðèìåðà 9.1.

Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå n – k, ïðè êîòîðîì ôðàãìåíòû ÁÔÓ è
îäíîãî èç îáðàçîâ äåêîìïîçèöèè ñîâïàäàþò, ðàâíî åäèíèöå. Ïîýòî-
ìó çàïèøåì óðàâíåíèå

x x x S
x1 2 3 1 2

3 3 4
E E �

Ô Ô

ê Ô Ô
, ,

( , ) ;

x x x x1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 4E E ] ]� 	! ! ( ) ;Ô Ô Ô Ô Ô Ô Ô Ô

MX ( , , , ; , )0 13 3 1 2x x x x �
= MX ( , , , , , , , , , , , , , , , ;0 0 1 1 0 1 0 13 3 3 3 3 3 3 3x x x x x x x x

Ô Ô Ô Ô1 2 3 4, , , ) .

Ýòî óðàâíåíèå èìååò 4 8 4 10242� � � ðåøåíèÿ, ñðåäè êîòîðûõ âû-
áåðåì, íàïðèìåð, ñëåäóþùåå:

Ô MX

Ô MX

Ô

1 1 2 1

2 1 2 2

3

0 0 1 1

0 1 0 1

� �

� �

( , , , ; , ) ;

( , , , ; , ) ;

x x x

x x x

� �

� �

MX

Ô MX

( , , , ; , ) ;

( , , , ; , ) .

0 0 0 0 0

1 1 1 1 1

1 2

4 1 2

x x

x x
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Òàêèì îáðàçîì,

f S x x
x1 0 1 1 2

3
�

, ,
( , ) .ê

Ýòî ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî è ñóùåñòâåííî ïðîùå, åñëè
ó÷åñòü, ÷òî ìóëüòèïëåêñîð «4 â 1» ïðè îáúåäèíåíèè åãî ñðåäíèõ
2 n -âõîäîâ ÿâëÿåòñÿ ìîäóëåì ÑÌ2.

Ðàññìîòðåííàÿ ïåðåñòàíîâêà ïåðåìåííûõ íå ïîçâîëÿåò ðàñøè-
ðèòü êëàññ ôóíêöèé, êîòîðûå ìîãóò áûòü ðàçëîæåíû ïî ïåðåìåííîé
~x n , ïî ñðàâíåíèþ ñ èñõîäíûì ïîðÿäêîì ðàñïîëîæåíèÿ âõîäíûõ ïå-
ðåìåííûõ â ÒÈ.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ïåðåñòàíîâêó ïåðåìåííûõ:

a, b, c, d, e c� , d, e, a, b.

Ïðè ýòîì F(c, d, e, a, b) = |0000 0001 0110 0111 1000 1001 1110
1111| T.

Âûïîëíèì ñëåäóþùèå çàìåíû ïåðåìåííûõ: Ô1 � c, Ô 2 � d, Ô 3 � e,
Ô 4 � a, Ô 5 � b.

Ïðè n – k = 0 ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

F S� �
Ô Ô Ô

ê Ô Ô
1 2 3

4 5, ,
( , )

� 	 �Ô Ô !Ô Ô Ô Ô Ô Ô Ô1 4 5 2 4 5 3 4 5! ( )] ]

� MX ( , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , , ,0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 0 0 1 1 1 1 0 0 0 1 0 0 1,

1 1 1 0 1 1 1 1 1 2 3 4 5, , , , , , , ; , , , , ) .Ô Ô Ô Ô Ô

Ïðè n – k = 1 ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

F S x n� �
Ô Ô Ô

ê Ô
1 2 3

4, ,
( , )

� 	 �Ô Ô ! Ô Ô Ô Ô1 4 2 4 3 4! ( )x x xn n n] ]

� MX ( , , , , , ! , , , ! , , ! , ,0 0 0 1 0x x x x x x xn n n n n n n

1 1 1 1 2 3 4, ! , , ; , , , ) .x n Ô Ô Ô Ô

Ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñèììåò-
ðè÷åñêîé ðåàëèçàöèè ïðîèçâîëüíîé ÁÔÓ ïî ïåðåìåííîé x n .

Ïðèìåð 9.33. Îïðåäåëèòü ñèììåòðè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ äëÿ ÁÔÓ
f x x x x4 1 2 3 4� 	! ! ! , ðàññìîòðåííîé â ïðèìåðå 9.28.

Çàïèøåì óðàâíåíèå

! ! ! ( , ) ;
, ,

x x x x S x1 2 3 4 4 4
1 2 3

	 �
Ô Ô Ô

ê Ô

! ! ! ! ! ( ) ;x x x x x x x1 2 3 4 1 4 4 2 4 4 3 4 4	 � 	Ô Ô Ô Ô Ô Ô] ]

MX (! , , , , ! , , ! , ; , , )x x x x x x x4 4 4 4 1 2 30 1 0 0 �
= MX ( , , , , , ! , , , ! , , ! , ,0 0 0 1 04 4 4 4 4 4 4x x x x x x x

1, ! Ô Ô Ô Ôx 4 1 2 3 41 1, , ; , , , ) .
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Ýòî óðàâíåíèå èìååò 4 4 4 4 65 5363 3� � � � ðåøåíèé, ñðåäè êîòî-
ðûõ âûáåðåì ñëåäóþùåå:

Ô MX

Ô MX

1 1 2 3 2 3

2

1 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0

� �

�

( , , , , , , , ; , , ) ! ! ;

( , ,

x x x x x

, , , , , ; , , ) ( ) ;

( , , , , , ,

1 0 0 1 0

0 0 1 1 0 0 0

1 2 3 1 3 2

3

x x x x x x� 	

�Ô MX , ; , , ) ! ;

( , , , , , , , ; , , )

0

0 0 1 1 0 0 1 1

1 2 3 1 2

4 1 2 3

x x x x x

x x x

�

�Ô MX � x 2 .

Òàêèì îáðàçîì,

f S x x
x x x x x x x4 2 4

2 3 1 3 2 1 2
�

	! ! , ( ) , !
( , ) .

ê

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé n – k = 2 ïðè âûáðàííîì ïîðÿäêå ïåðåìåí-
íûõ:

F S x xn n� �
Ô Ô Ô

ê

1 2 3
1, ,

( , )

� 	 �
 
 
Ô ! Ô Ô1 1 2 1 3 1! ( )x x x x x xn n n n n n] ]

� 	 	
 
 
 
 
MX ( , , , , ! ! , !( ),0 1 1 1 1 1x x x x x x x x x xn n n n n n n n n n]

! ! , ; , , ) .x xn n
1 1 2 31] Ô Ô Ô

Ïðèìåð 9.34. Îïðåäåëèòü ñèììåòðè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ äëÿ ÁÔÓ,
ðàññìîòðåííîé â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå.

Ñîñòàâèì óðàâíåíèå

! ! ! ( , ) ;
, ,

x x x x S x x1 2 3 4 3 4
1 2 3

	 �
Ô Ô Ô

ê

! ! ! ! ( ) ;x x x x x x x x x x1 2 3 4 1 3 2 3 4 3 3 4	 � 	Ô ! Ô Ô4 ] ]

MX (! ! , , ! ! , ! ! ; , )x x x x x x x x x x3 4 3 4 3 4 3 4 1 2] �
= MX ( , , , , ! ! , !( ),0 3 4 3 4 3 4 3 4 3 4x x x x x x x x x x	 	]

! ! , ; , , ) .x x3 4 1 2 31] Ô Ô Ô

Ýòî óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå:

Ô MX

Ô MX

1 1 2 1 2

2 1 2

1 0 1 1

0 1 0 0

� �

� �

( , , , ; , ) ! ;

( , , , ; , ) !

x x x x

x x

]

x x

x x x x

1 2

3 1 2 1 20 1 0 0

;

( , , , ; , ) ! .Ô MX� �

Òàêèì îáðàçîì,

f S x x
x x x x x x4 3 4

1 2 1 2 1 2
�

]! , ! , !
( , ) .

ê

Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå âõîäèò â ñîñòàâ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ïðè
n – k = 1.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ f 4 ðåàëèçîâàíà íà ìîäóëÿõ ÑÌ4
(ïðèìåð 9.6), ÑÌ3 (ïðèìåð 9.28), ÑÌ2 (ïðèìåð 9.34) è ÑÌ1
(ïðèìåð 9.29) ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàçëè÷íûõ èíôîðìàöèîííûõ
è íàñòðîå÷íûõ àëôàâèòîâ è ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ ðåàëèçàöèè.

9.6. Ðåàëèçàöèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé ñõåìàìè
èç ñèììåòðè÷åñêèõ ìîäóëåé

Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ÁÔÓ íå ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà îäíèì
ñèììåòðè÷åñêèì ìîäóëåì ñ ôèêñèðîâàííûì ÷èñëîì èíôîðìàöèîí-
íûõ âõîäîâ, âîçíèêàåò òðàäèöèîííàÿ äëÿ ëîãè÷åñêîãî ïðîåêòèðîâà-
íèÿ [30] çàäà÷à — ðåàëèçîâàòü ïðîèçâîëüíóþ ÁÔÓ n ïåðåìåííûõ
ñõåìîé èç ìîäóëåé ÑÌk, ãäå k < n.

Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ñèíòåçà îñíîâàí íà âîçìîæíîñòè ìíîãî-
êðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ èçëîæåííûõ â íàñòîÿùåé ãëàâå ñèììåòðè÷åñ-
êîãî ðàçëîæåíèÿ ïî ïåðåìåííîé è/èëè ñèììåòðè÷åñêîé äåêîìïîçè-
öèè äî òåõ ïîð, ïîêà îñòàòî÷íûå ôóíêöèè íå áóäóò çàâèñåòü îò äâóõ
è ìåíåå ïåðåìåííûõ (ïðè íàëè÷èè êîíñòàíò è âõîäíûõ ïåðåìåí-
íûõ) èëè îò òðåõ è ìåíåå ïåðåìåííûõ (ïðè íàëè÷èè êîíñòàíò, âõîä-
íûõ ïåðåìåííûõ è èõ èíâåðñèé).

Ïðè ýòîì â ñèëó óíèâåðñàëüíîñòè ìîäóëåé ÑÌk â êëàññå ïðîèç-
âîëüíûõ ôóíêöèé k ïåðåìåííûõ (k m 3) êàæäàÿ èç îñòàòî÷íûõ ôóíê-
öèé ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà îäíèì ìîäóëåì.

Ïðèìåð 9.35. Ðåàëèçîâàòü ôóíêöèþ f 4, ðàññìîòðåííóþ â ïðèìå-
ðå 9.6, ñõåìîé èç ìîäóëåé ÑÌ ïðè k m 3 ïðè íàëè÷èè êîíñòàíò,
âõîäíûõ ïåðåìåííûõ è èõ èíâåðñèé.

1. Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ïðèìåðà 9.28, ïîñòðîèì ñõåìó èç ìîäó-
ëåé ÑÌ3. Äëÿ ýòîãî ïîñòðîèì òàáëèöó íàñòðîéêè ìîäóëåé, ðåàëèçó-
þùèõ îñòàòî÷íûå ôóíêöèè (òàáë. 9.10).
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Ò à á ë è ö à 9.10

i x1 x2 x3 Ô1 g i
1 Ô2 g i

2 Ô3 g i
3

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1

0

0

1

0

1

0

1

0

0

0

0

0

0

1

1

0

!x1

0

1

0

x2

2

0

1

1

1

0

1

1

1

0

1

0

0

!x1

1

0

0

!x1

1

1

0

x3

3 1 1 1 1 1 0 0 0 0



Èñêîìàÿ ñõåìà ïðèâåäåíà íà ðèñ. 9.18.

2. Ïðèìåíÿÿ ðåçóëüòàòû ïðèìåðà 9.34, ïîñòðîèì ñõåìó ðèñ. 9.19.

Äðóãàÿ ñõåìà òîé æå ñëîæíîñòè ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà, åñëè
ó÷åñòü, ÷òî g g0 1�! .

3. Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ïðèìåðà 9.29, ïîñòðîèì ñõåìó (ðèñ. 9.20).
Äðóãàÿ ñõåìà òîé æå ñëîæíîñòè ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà, åñëè

ó÷åñòü, ÷òî g g0 1�! .
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Âûâîäû

1. Ðàññìîòðåíû äâà òèïà ñèììåòðè÷åñêèõ ìîäóëåé (ÑÌ), ïåðâûé
èç êîòîðûõ èçâåñòåí è ïîñòðîåí íà îñíîâå ïðèíöèïà ëîêàëüíîãî êî-
äèðîâàíèÿ, à âòîðîé — íà îñíîâå ñèììåòðè÷åñêîãî ìíîãîïîëþñíè-
êà Øåííîíà.

2. Ïðåäëîæåíû ìåòîäû ðåàëèçàöèè ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé â
áàçèñå ÑÌ, áîëåå ïðîñòûå, ÷åì èçâåñòíûé ìåòîä.

3. Ïîíÿòèå «ñèììåòðè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ» ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà
ðåàëèçàöèþ íåñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé, â òîì ÷èñëå ïîðîãîâûõ è
ïðîèçâîëüíûõ. Ïðè ýòîì â îáùåì ñëó÷àå ñèììåòðè÷åñêèå ðåàëèçà-
öèè ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû, ïðèìåíÿÿ ëèáî ðàáî÷èå ÷èñëà, ëèáî êîä
íàñòðîéêè, ïðè÷åì êîä íàñòðîéêè ÿâëÿåòñÿ áîëåå óíèâåðñàëüíîé õà-
ðàêòåðèñòèêîé ðåàëèçàöèè. Ôîðìà îïèñàíèÿ ñèììåòðè÷åñêèõ ðåà-
ëèçàöèé áóëåâûõ ôóíêöèé ñ ïîìîùüþ êîäà íàñòðîéêè ÿâëÿåòñÿ íî-
âîé.

4. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ÁÔÓ n ïåðåìåííûõ ïðåäëîæåíû êîíñòðóê-
òèâíûå ìåòîäû ïðåäñòàâëåíèÿ åå ñèììåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé, çàâè-
ñÿùåé í å á î ë å å ÷ å ì îò 2 1n 
 ïåðåìåííûõ, ÷òî íåñêîëüêî óòî÷-
íÿåò ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû, ïðèâåäåííîé â [9].

5. Ïîêàçàíî, ÷òî ïîâòîðíûå ÁÔ ìîãóò èìåòü áåñïîâòîðíûå ñèì-
ìåòðè÷åñêèå ðåàëèçàöèè, à áåñïîâòîðíûå ÁÔ — ïîâòîðíûå ñèììåò-
ðè÷åñêèå ðåàëèçàöèè, ïðè÷åì îäíà è òà æå ÁÔ (ÁÔÓ) ìîæåò èìåòü
íåñêîëüêî ñèììåòðè÷åñêèõ ðåàëèçàöèé, êàê ïîâòîðíûõ, òàê è áåñ-
ïîâòîðíûõ.

6. Ââåäåíû ïîíÿòèÿ «ñèììåòðè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ÁÔÓ ïî êðàé-
íèì ïðàâûì âõîäíûì ïåðåìåííûì» è «ìíîãîêðàòíàÿ ðàçäåëèòåëü-
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íàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ äåêîìïîçèöèÿ ÁÔÓ». Ïðåäëîæåíû ìåòîäû ïî-
ñòðîåíèÿ ýòèõ ðàçëîæåíèé è äåêîìïîçèöèé.

7. Ïðåäëîæåíû ìåòîäû ñèíòåçà êîìáèíàöèîííûõ ñõåì â áàçèñå
ñèììåòðè÷åñêèõ ìîäóëåé.
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