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Глава 1

Введение

1.1 Метод функционального программи-
рования

Метод функционального программирования заключается в
построении описания вычислимых функций в виде систем функ-
циональных уравнений, решениями которых должны быть опи-
сываемые функции. Этот метод альтернативен по отношению к
методу императивного программирования, при котором вы-
числимая функция определяется путём указания действий, пре-
образующих входные данные в выходные.

Описания вычислимых функций, построенные на основе ме-
тода функционального программирования, называются функ-
циональными программами (ФП).

Метод функционального программирования является одним
из наиболее эффективных инструментов программирования, он
позволяет разрабатывать в короткие сроки легко понимаемые и
надёжные программы.

Функциональное программирование можно также использо-
вать для

• описания спецификаций, т.е. свойств разрабатываемых
программ, к числу которых относятся, например, свойства
корректности, оптимальности, безопасности, устойчивости,
и т.д., а также
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• быстрого создания прототипов требуемых функций, кото-
рые можно затем реализовывать более эффективно на язы-
ках программирования низкого уровня.

Во втором случае описание функции в виде ФП рассматри-
вается

• не как описание реального процесса вычисления её значе-
ний,

• а как эталон, предназначенный для контроля правильно-
сти реализации этой функции на языке программирования
низкого уровня.

Для неформальной иллюстрации понятия ФП мы рассмот-
рим некоторые примеры ФП, описывающих функции на сим-
вольных строках (которые мы будем называть просто строками).

1.2 Строки и функции на них
Мы предполагаем, что задано конечное множество C, элементы
которого называются символами. В C входят буквы, цифры,
скобки, и некоторые другие символы.

Строкой называется конечная последовательность символов
из C. Совокупность всех строк обозначается символом S. Мы
считаем, что C ⊂ S (каждый символ можно рассматривать как
строку, состоящую из одного этого символа). Существует пустая
строка, она не содержит ни одного символа.

Все функции на строках, рассматриваемые в этом тексте,
предполагаются частичными (напомним, что функция f : A→ B
называется частичной, если для некоторых a ∈ A значение f(a)
м.б. не определено).

Для построения ФП мы будем использовать перечисляемые
ниже функции на строках.

1. head : S→ C
Эта функция определена только на непустых строках, она
сопоставляет каждой непустой строке её первый символ.
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2. tail : S→ S
Эта функция тоже определена только на непустых стро-
ках. Она сопоставляет каждой непустой строке u строку,
получаемую из u удалением первого символа.

3. conc : C× S→ S
Для каждой пары (a, u) ∈ C×S строка conc(a, u) представ-
ляет собой строку, получаемую приписыванием символа a
спереди к строке u, т.е.

conc(a, u)
def
=

{
aa1 . . . an если u = a1 . . . an

a если строка u пуста

4. if _then_else : C× S× S→ S
Для каждой тройки (a, u, v) ∈ C× S× S

if _then_else (a, u, v)
def
=

{
u, если a = 1
v, иначе

Ниже запись
if _then_else (a, u, v)

будет обозначаться знакосочетанием

if a then u else v

5. eq : S× S→ C
Для каждой пары (u, v) ∈ S× S

eq(u, v)
def
=

{
1, если u = v
0, иначе

Для построения ФП могут использоваться и другие функции,
в частности такие, которые сами описываются в виде ФП.

1.3 Примеры ФП

1.3.1 Конкатенация строк

Приводимая ниже ФП описывает функцию

append : S× S→ S
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которая имеет два аргумента. Данная функция преобразует пару
строк (u, v) в их конкатенацию, т.е. в

• строку a1 . . . an b1 . . . bm, если u и v имеют вид соответствен-
но

a1 . . . an и b1 . . . bm (n,m > 0)

• строку v, если строка u пуста,

• строку u, если строка v пуста.

ФП, описывающая функцию append, имеет вид

ϕ(u, v) = if eq(u, ε) then v
else conc(head(u), ϕ(tail(u), v))

(1.1)

где символ ε обозначает пустую строку.
ФП (1.1) состоит из одного функционального уравнения, неиз-

вестная величина в котором – функциональная переменная ϕ.
Левая часть уравнения (1.1) состоит из

• функциональной переменной ϕ, соответствующей описыва-
емой функции, и

• списка формальных параметров этой функции (u и v).

Правая часть уравнения (1.1) представляет собой выражение,
описывающее связь значения описываемой функции на паре ар-
гументов (u, v) с её значениями на других аргументах.

Словесно эту связь можно выразить следующим образом: зна-
чением описываемой функции на паре аргументов (u, v) является

• строка v, если u пуста, и

• строка, состоящая из первого элемента строки u, за кото-
рым следует строка, являющаяся значением описываемой
функции на паре (tail(u), v), если u непуста.

Нетрудно доказать, что функция append является единствен-
ным решением уравнения (1.1).

Уравнение (1.1) можно рассматривать как рекурсивный ал-
горитм вычисления функции append.
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1.3.2 Инвертирование строки

Другим примером является ФП, описывающая функцию

reverse : S→ S

которая преобразует каждую строку u в строку, получаемую из
u её записью в обратном порядке, т.е.

reverse(a1 . . . an) = an . . . a1

ФП, описывающая функцию reverse, имеет вид

ϕ(u) = if eq(u, ε) then ε
else append (ϕ(tail(u)), head(u))

В этой ФП используется функция append, которую мы опи-
сали в виде ФП в предыдущем параграфе.

1.3.3 Поиск подстроки

Третьим примером является ФП, описывающая функцию

find : S× S→ C

Значением данной функции на паре строк u, v является символ

• 1, если u является подстрокой строки v, т.е. если v является
значением выражения

append(x, append(u, y))

для некоторых строк x, y, и

• 0, иначе.
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ФП, описывающая функцию find, имеет вид

ϕ1(u, v) = if ϕ2(u, v) then 1

else

(
if eq(v, ε) then 0
else ϕ1(u, tail(v))

)

ϕ2(u, v) =
= if eq(u, ε) then 1

else


if eq(v, ε) then 0

else

 if eq (head(u), head(v))
then ϕ2(tail(u), tail(v))
else 0




Данная ФП представляет собой систему из двух функцио-
нальных уравнений. Эта система имеет единственное решение,
представляющее собой пару функций

(find, prefix )

(find соответствует ϕ1, а prefix – ϕ2), где

• функция find является той функцией, для описания кото-
рой предназначена данная ФП, и

• функция prefix является вспомогательной функцией, она
имеет вид

prefix : S× S→ C

её значением на паре строк u, v является символ

– 1, если u является префиксом строки v, т.е. если v яв-
ляется значением выражения

append(u, x)

для некоторой строки x, и

– 0, иначе.
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Глава 2

Функциональные
программы

В этой главе мы формально определяем понятие функциональ-
ной программы. Для этого мы сначала вводим необходимые син-
таксические конструкции.

2.1 Домены и функции на них

2.1.1 Типы и домены

Мы предполагаем, что задано множество Types типов данных
(или просто типов). С каждым типом t связано непустое мно-
жество Dt, называемое доменом типа t. Элементы домена Dt

называются значениями типа t.
Ниже мы перечисляем некоторые типы и указываем соответ-

ствущие им домены.

• char, домен типа char состоит из символов

• string, домен типа string состоит из символьных строк

• int, домен типа int состоит из целых чисел

• nat, домен типа nat состоит из натуральных чисел (0, 1, 2,
и т.д.)
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• bool, домен типа bool состоит из двух элементов, которые

– называются истина и ложь, и
– обозначаются символами > и ⊥ соответственно.

Мы будем обозначать символами C, S, Z, N и B домены типов
char, string, int, nat и bool соответственно.

2.1.2 Пополненные домены

Для каждого домена D запись D̃ обозначает множество, состоя-
щее из

• всех элементов домена D, и

• ещё одного элемента, который

– не входит в D,
– обозначается символом ω

(для обозначения этого элемента используется один и
тот же символ ω для всех доменов), и

– называется неопределённым значением.

Для каждого типа t множество D̃t называется пополненным
доменом типа t. Мы будем рассматривать D̃t как частично
упорядоченное множество (ЧУМ), отношение порядка на
котором определяется следующим образом: ∀ d1, d2 ∈ D̃t

d1 ≤ d2 ⇔ d1 = ω или d1 = d2 (2.1)

Для каждого списка D̃1, . . . , D̃n пополненных доменов мы бу-
дем рассматривать их декартово произведение

D̃1 × . . .× D̃n (2.2)

тоже как ЧУМ, отношение порядка на котором определяется сле-
дующим образом: для любых списков d̄ и d̄′ из множества (2.2),
где

d̄ = (d1, . . . , dn), d̄′ = (d′1, . . . , d
′
n)

мы будем полагать d̄ ≤ d̄′, если

d1 ≤ d′1, . . . , dn ≤ d′n
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2.1.3 Монотонные функции

Функция f вида
f : D̃1 × . . .× D̃n → D̃ (2.3)

называется монотонной, если для каждой пары списков

d̄, d̄′ ∈ D̃1 × . . .× D̃n

верна импликация

d̄ ≤ d̄′ ⇒ f(d̄) ≤ f(d̄′)

Примером немонотонной функции является функция нестро-
гого равенства, которая имеет вид

D̃ × D̃ → B̃

и сопоставляет каждой паре (d1, d2) ∈ D̃ × D̃ значение

(d1 ≡ d2)
def
=

{
> если d1 = d2

⊥ иначе

Немонотонность этой функции следует из того, что

• (ω, ω) ≤ (ω, d), где d ∈ D, но

• (ω ≡ ω) = >, (ω ≡ d) = ⊥, > 6≤ ⊥.

2.1.4 Естественные продолжения

Пусть задана частичная функция f вида

f : D1 × . . .×Dn → D (2.4)

где D1, . . . , Dn, D – некоторые домены.
Мы будем обозначать тем же символом f тотальную (т.е. всю-

ду определённую) функцию вида

f : D̃1 × . . .× D̃n → D̃ (2.5)

которая определяется следующим образом: для любого списка

d̄ = (d1, . . . , dn) ∈ D̃1 × . . .× D̃n
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• если ∀ i = 1, . . . , n di 6= ω, т.е.

d̄ ∈ D1 × . . .×Dn

то значение функции (2.5) на d̄ равно

– значению частичной функции (2.4) на d̄, если это зна-
чение определено

– элементу ω, иначе

• если ∃ i ∈ {1, . . . , n} : di = ω, то значение функции (2.5) на
d̄ равно ω.

Функция (2.5) называется естественным продолжением
частичной функции (2.4).

Нетрудно доказать, что естественное продолжение любой ча-
стичной функции является монотонной функцией.

2.1.5 ЧУМ монотонных функций

Функциональный тип (ФТ) – это запись вида

(t1, . . . , tn)→ t (2.6)

где n ≥ 0, и t1, . . . , tn, t ∈ Types.
В случае n = 0 та часть ФТ (2.6), которая находится перед

стрелкой, является пустой последовательностью.
Для каждого ФТ ft = (t1, . . . , tn) → t знакосочетание Dft

обозначает множество всех монотонных функций f вида

f : D̃t1 × . . .× D̃tn → D̃t (2.7)

В случае n = 0 область определения функции (2.7) является
одноэлементным множеством.

Мы будем рассматривать Dft как ЧУМ, отношение поряд-
ка на котором определяется следующим образом: для любых
f1, f2 ∈ Dft мы будем полагать f1 ≤ f2, если

∀ d̄ ∈ D̃t1 × . . .× D̃tn f1(d̄) ≤ f2(d̄)

Обозначим символом kω
13



• функцию из Dft, принимающую на каждом своём аргумен-
те значение ω, а также

• ФС, которому сопоставлена эта функция.

Нетрудно видеть, что

∀ f ∈ Dft
kω ≤ f (2.8)

Цепь в Dft – это последовательность {fi | i ≥ 0} элементов
Dft, удовлетворяющая условию:

f0 ≤ f1 ≤ f2 ≤ . . .

Из данного условия следует, что для каждого d̄ из множества

D̃t1 × . . .× D̃tn (2.9)

верно соотношение

f0(d̄) ≤ f1(d̄) ≤ f2(d̄) ≤ . . . (2.10)

Согласно определению отношения порядка на пополненных до-
менах (см. (2.1)), соотношение (2.10) эквивалентно следующему
условию:

• либо ∀ i ≥ 0 fi(d̄) = ω,

• либо ∃ i ≥ 0, ∃ d′ ∈ Dt:

∀j < i fj(d̄) = ω
∀j ≥ i fj(d̄) = d′

(2.11)

Обозначим записью
sup {fi | i ≥ 0}

функцию вида (2.7), определяемую следующим образом: для каж-
дого списка d̄ из множества (2.9)

sup {fi | i ≥ 0}(d̄)
def
=

def
=

{
ω если ∀ i ≥ 0 fi(d̄) = ω
d′ если ∃ i ≥ 0 : верно (2.11)

(2.12)

Нетрудно доказать, что функция sup {fi | i ≥ 0}
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• монотонна (т.е. принадлежит Dft), и

• обладает следующими свойствами:

– ∀ i ≥ 0 fi ≤ sup {fi | i ≥ 0}
– если для некоторой функции f ∈ Dft верно соотноше-

ние
∀ i ≥ 0 fi ≤ f

то sup {fi | i ≥ 0} ≤ f .

2.1.6 Полные ЧУМ

ЧУМ P называется полным, если

• P содержит наименьший элемент, т.е. такой элемент 0, что

∀ p ∈ P 0 ≤ p

• для каждой цепи p0 ≤ p1 ≤ p2 ≤ . . . элементов P существу-
ет точная верхняя грань этой цепи, т.е. такой элемент

sup{pi | i ≥ 0} ∈ P (2.13)

который обладает следующими свойствами

– ∀ i ≥ 0 pi ≤ sup{pi | i ≥ 0}
– если элемент p′ ∈ P таков, что

∀ i ≥ 0 pi ≤ p′

то sup{pi | i ≥ 0} ≤ p′.

Ниже мы будем обозначать элемент вида (2.13) более ко-
роткой записью sup pi.

Из рассуждений в конце параграфа 2.1.5 вытекает, что Dft –
полное ЧУМ. Из (2.8) следует, что наименьшим элементом Dft

является функция kω .
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2.2 Термы

2.2.1 Переменные и константы

Мы будем предполагать, что для каждого типа t заданы

• счётное множество V art переменных типа t, и

• множество Cont констант типа t, причём

– каждой константе c ∈ Cont соответствует некоторый
элемент пополненного домена D̃t, называемый значе-
нием этой константы, и

– любой элемент d ∈ D̃t является константой типа t,
которой соответствует сам элемент d.

Ниже символ ε обозначает константу типа string, которой
соответствует пустая строка.

2.2.2 Функциональные символы

Мы будем предполагать, что задано некоторое множество Fun,
элементы которого называются функциональными символа-
ми (ФС), и каждому ФС g сопоставлены

• ФТ type(g), и

• функция из Dtype(g), обозначаемая тем же символом g.

Разные ФС могут иметь одинаковое обозначение. В частно-
сти, запись

if _then_else

обозначает ФС

• ФТ которого имеет вид

(bool, t, t)→ t

где t – произвольный тип, и
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• функция, соответствующая которому, имеет вид

B̃× D̃t × D̃t → D̃t

и сопоставляет каждой тройке (d1, d2, d3) из своей области
определения элемент

– d2, если d1 = >
– d3, если d1 = ⊥
– ω, если d1 = ω

Нетрудно доказать, что данная функция монотонна.

Ниже мы перечисляем некоторые ФС, входящие в Fun. Каж-
дому такому ФС g соответствует функция из Dtype(g), являюща-
яся естественным продолжением функции вида

D1 × . . .×Dn → D (2.14)

где D1, . . . , Dn, D – соответствующие домены. Мы будем указы-
вать для каждого из перечисляемых ФС соответствующую ему
функцию вида (2.14).

1. ФС +, −, ·, им соответствуют арифметические функции на
целых или натуральных числах.

2. ФС ¬, тип которого имеет вид

bool→ bool

и ФС ∧, ∨, →, ↔, тип которых имеет вид

(bool, bool)→ bool

Этим ФС соответствуют булевы функции: отрицание, конъ-
юнкция, дизъюнкция, импликация и эквиваленция.

3. ФС =, тип которого имеет вид

(t, t)→ bool

где t – произвольный тип.

Этому ФС соответствует функция отображающая каждую
пару (d1, d2) ∈ Dt ×Dt в элемент
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• >, если d1 = d2, и

• ⊥, если d1 6= d2.

4. ФС <, ≤, >, ≥, тип которых имеет вид

(t, t)→ bool

где t – произвольный тип, такой, что на домене Dt опреде-
лено отношение частичного порядка.

Каждому из этих ФС соответствует функция вида

Dt ×Dt → B

отображающая каждую пару (d1, d2) ∈ Dt ×Dt в элемент

• >, если d1 < d2, d1 ≤ d2, d1 > d2, d1 ≥ d2 соответствен-
но

• ⊥, если соответствующее соотношение неверно.

5. ФС conc, head и tail, соответствующие функциям на стро-
ках. Описание этих функций приведено в параграфе 1.2.

2.2.3 Функциональные переменные

Мы будем предполагать, что задано множество FV ar, элемен-
ты которого называются функциональными переменными,
и каждой функциональной переменной ϕ сопоставлен некоторый
ФТ type(ϕ), причём для каждого ФТ ft множество всех функ-
циональных переменных ϕ, таких, что type(ϕ) = ft, является
счётным.

2.2.4 Термы

Ниже мы определяем понятие терма. С каждым термом e связан
некоторый тип type(e).

Понятие терма определяется индуктивно следующим обра-
зом.

1. Для каждого типа t все переменные и константы типа t
являются термами типа t.
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2. Если g – ФС или функциональная переменная, и

type(g) = (t1, . . . , tn)→ t

то для каждого списка термов e1, . . . , en, типы которых рав-
ны t1, . . . , tn соответственно, запись

g(e1, . . . , en)

является термом типа t.

Ниже мы будем использовать следующие соглашения и обо-
значения.

1. Термы вида
if _then_else (e1, e2, e3)

будут сокращённо записываться в виде

e1 ? e2 : e3

2. Термы, содержащие ФС

+, −, ·, =, <, ≤, >, ≥, ∧, ∨, →, ↔

будут записываться так, как это принято в математических
текстах, т.е. каждый терм вида g(e1, e2), где g – один из вы-
шеперечисленных ФС, мы будем записывать в виде e1 g e2.

3. Термы вида

conc(e1, e2), head(e), tail(e)

мы будем записывать в виде e1 · e2, ê и e′ соответственно.

4. В целях большей наглядности, термы вида e1 ∧ e2 и e1 ∨ e2

будут иногда записываться в виде{
e1

e2

}
и

[
e1

e2

]

соответственно.
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5. Если ФС или функциональная переменнная g имеет тип
(t1) → t, то в терме вида g(h(. . .)), где h – ФС или функ-
циональная переменнная, скобки слева и справа от h(. . .)
могут опускаться.

6. Для каждого терма e

• V ar(e) обозначает совокупность всех переменных, вхо-
дящих в e, и

• FV ar(e) обозначает совокупность всех функциональ-
ных переменных, входящих в e.

7. Если

• e – некоторый терм,

• x1, . . . , xn – список различных переменных, и

• e1, . . . , en – список термов, таких, что

∀ i = 1, . . . , n type(ei) = type(xi)

то запись
e(e1/x1, . . . , en/xn) (2.15)

обозначает терм, получаемый из e заменой для каждого
i ∈ {1, . . . , n} каждого вхождения переменной xi в e на терм
ei.

Если все термы в списке e1, . . . , en являются константами,
и данный список обозначается записью d̄, то терм (2.15)
можно также обозначать записью e(d̄).

2.3 Функции, соответствующие термам

2.3.1 Значения термов

Если терм e содержит только константы и ФС, то этому терму
можно сопоставить значение, которое

• является элементом множества D̃type(e), и
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• определяется индуктивно следующим образом:

– если e является константой типа t, то его значение рав-
но тому элементу множества D̃t, который сопоставлен
этой константе,

– если e имеет вид

g(e1, . . . , en) (g ∈ Fun)

то его значение равно значению функции g на списке
значений термов e1, . . ., en.

Мы будем обозначать значение терма той же записью, кото-
рой обозначается сам этот терм.

2.3.2 Функции, соответствующие термам

Пусть заданы

• терм e, не содержащий функциональных переменных, и

• список x̄ = (x1, . . . , xn) различных переменных, причём каж-
дая переменная из V ar(e) входит в x̄
(список x̄ может быть пустым, если e не содержит перемен-
ных).

Обозначим символом Dx̄ декартово произведение

D̃type(x1) × . . .× D̃type(xn) (2.16)

и символом ft – ФТ

(type(x1), . . . , type(xn))→ type(e)

Запись e(x̄) обозначает функцию из Dft, которая

• называется функцией, соответствующей терму e, и

• определяется следующим образом: для каждого списка

d̄ = (d1, . . . , dn) ∈ Dx̄

значение функции e(x̄) на списке d̄ обозначается записью
e(d̄) и равно значению терма

e(d1/x1, . . . , dn/xn).
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Если список x̄ пуст, то область определения функции e(x̄)
состоит из одного элемента, и функция e(x̄) сопоставляет этому
элементу значение терма e.

Нетрудно доказать, что если функции, соответствующие тем
ФС, которые входят в e, монотонны, то функция e(x̄) тоже мо-
нотонна.

2.3.3 Означивания функциональных перемен-
ных

Пусть задано конечное множество Φ функциональных перемен-
ных:

Φ = {ϕ1, . . . , ϕn}.
Означиванием функциональных переменных из мно-

жества Φ называется список пар вида

((ϕ1, f1), . . . , (ϕn, fn)) (2.17)

где ∀ i = 1, . . . , n fi ∈ Dtype(ϕi).
Пусть заданы терм e и означивание вида (2.17).
Мы будем обозначать записью

e[f1/ϕ1, . . . , fn/ϕn]

терм, получаемый из e заменой входящих в него функциональ-
ных переменных ϕ1, . . . , ϕn на новые ФС, которым сопоставлены
функции f1, . . . , fn соответственно.

2.4 Функциональные программы

2.4.1 Понятие функциональной программы

Функциональная программа (ФП) – это совокупность Σ фор-
мальных равенств вида 

ϕ1(x̄1) = e1

. . .
ϕn(x̄n) = en

(2.18)

где
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1. ϕ1, . . . , ϕn – различные функциональные переменные, и

2. для каждого i = 1, . . . , n

(a) ϕi(x̄i) и ei – термы одинакового типа,

(b) x̄i – список всех переменных из V ar(ei),

(c) FV ar(ei) ⊆ {ϕ1, . . . , ϕn}, и
(d) функции, соответствующие тем ФС, которые входят в

ei, являются монотонными.

ФП (2.18) можно рассматривать как систему функциональ-
ных уравнений, решением которой является произвольный спи-
сок f̄ = (f1, . . . , fn) функций, таких, что

∀ i = 1, . . . , n fi = ei[f1/ϕ1, . . . , fn/ϕn](x̄i) (2.19)

Если верно (2.19), то мы будем говорить, что ФП Σ является
описанием списка функций f̄ .

Ниже запись

Σ :


ϕ1(x̄1) = e1

. . .
ϕn(x̄n) = en

означает, что Σ – это ФП, состоящая из равенств, изображённых
справа от фигурной скобки. Если Σ состоит из одного равенства,
то фигурная скобка может отсутствовать.

2.4.2 Функционал, соответствующий ФП

Пусть Σ – ФП вида (2.18).
Обозначим символом PΣ декартово произведение

Dtype(ϕ1) × . . .×Dtype(ϕn)

Мы будем рассматривать PΣ как ЧУМ, отношение порядка на
котором определяется следующим образом: для любых списков
f̄ и f̄ ′ из множества PΣ, где

f̄ = (f1, . . . , fn), f̄ ′ = (f ′1, . . . , f
′
n)
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мы будем полагать f̄ ≤ f̄ ′, если

f1 ≤ f ′1, . . . , fn ≤ f ′n.

Нетрудно видеть, что PΣ – полное ЧУМ, т.к.

• список
( kω , . . . , kω )

является наименьшим элементом в PΣ, и

• для каждой цепи f̄0 ≤ f̄1 ≤ f̄2 ≤ . . . элементов PΣ суще-
ствует её точная верхняя грань, которая имеет следующий
вид:

sup f̄i = (sup fi1, . . . , sup fin)

где ∀ i ≥ 0 f̄i = (fi1, . . . , fin).

Функционал, соответствующий ФП Σ – это отображение FΣ

вида
FΣ : PΣ → PΣ

которое сопоставляет каждому списку функций

f̄ = (f1, . . . , fn) ∈ PΣ

список функций f̄ ′ = (f ′1, . . . , f
′
n) ∈ PΣ, определяемых следую-

щим образом:

∀ i ∈ {1, . . . , n} f ′i
def
= ei[f1/ϕ1, . . . , fn/ϕn](x̄i)

2.4.3 Непрерывные функционалы на полных ЧУМ

Пусть P – полное ЧУМ.
Функционал на P – это отображение F вида

F : P → P

Функционал F : P → P называется

• монотонным, если для каждой пары p1, p2 элементов P
верна импликация

p1 ≤ p2 ⇒ F (p1) ≤ F (p2)
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• непрерывным, если

– он является монотонным, и
– для каждой цепи p0 ≤ p1 ≤ p2 ≤ . . . элементов P верно

равенство
F (sup pi) = supF (pi)

(отметим, что правая часть данного равенства имеет
смысл, поскольку из свойства монотонности F следу-
ет, что последовательность {F (pi) | i ≥ 0} является
цепью)

Непрерывность функционала не является следствием его мо-
нотонности. Например, рассмотрим функционал F на Dft, где
ft = (nat)→ nat:

∀f ∈ Dft F (f)
def
=

{
f если ∀ k ∈ N f(k) = kkω иначе

Данный функционал является монотонным. Однако он не явля-
ется непрерывным. Действительно, цепь

{fi | i ≥ 0}

функций из Dft, где для каждого i ≥ 0 функция fi соответствует
терму

(x < i)? x : ω

обладает следующими свойствами:

• ∀ i ≥ 0 F (fi) = kω , поэтому

supF (fi) = kω
• sup fi = id = F (sup fi)

(где id – тождественная функция из Dft)

Мы будем использовать следующее обозначение: если F –
функционал на P , то записи F 0, F 1, . . . обозначают функцио-
налы на P , определяемые следующим образом: ∀ p ∈ P

• F 0(p)
def
= p

• ∀ i ≥ 0 F i+1(p)
def
= F (F i(p))
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2.4.4 Неподвижные точки функционалов на пол-
ных ЧУМ

Пусть F – функционал на полном ЧУМ P .
Элемент p ∈ P называется

• неподвижной точкой (НТ) функционала F , если верно
равенство

F (p) = p

• наименьшей НТ (ННТ) функционала F , если

– p – НТ функционала F , и

– для каждой НТ p′ функционала F верно неравенство

p ≤ p′

Отметим, что если ННТ функционала F существует, то она
единственна, т.к. если p′ и p′′ две ННТ функционала F , то, со-
гласно определению ННТ, должны быть верны неравенства

p′ ≤ p′′ и p′′ ≤ p′

откуда, в силу свойства антисимметричности отношения частич-
ного порядка, получаем совпадение p′ и p′′.

Из определений в пунктах 2.4.1 и 2.4.2 следует, что для каж-
дой ФП Σ и каждого списка функций f̄ ∈ PΣ следующие утвер-
ждения эквивалентны:

• Σ является описанием списка функций f̄

• f̄ является НТ функционала FΣ.

Теорема 1
Для каждого непрерывного функционала F на полном ЧУМ

P существует ННТ.

Доказательство.
Определим последовательность {pi | i ≥ 0} элементов ЧУМ

P следующим образом:
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• p0
def
= 0, где 0 – наименьший элемент P , и

• ∀ i ≥ 0 pi+1
def
= F (pi).

Последовательность {pi | i ≥ 0} является цепью, это можно до-
казать по индукции:

• p0 = 0 ≤ p1

• для каждого i ≥ 0 из

– неравенства pi ≤ pi+1, и

– монотонности функционала F

следует соотношение

pi+1 = F (pi) ≤ F (pi+1) = pi+2

Обозначим символом p элемент sup pi. Имеем:

1. p является НТ функционала F , т.к., согласно свойству непре-
рывности F , верны соотношения

F (p) = F (sup pi) = supF (pi) = sup pi+1 = p

2. p является ННТ функционала F , т.к. если F (p′) = p′, то

∀ i ≥ 0 pi ≤ p′ (2.20)

(2.20) можно доказать по индукции:

• p0 = 0 ≤ p′

• если pi ≤ p′, то из монотонности F следует

pi+1 = F (pi) ≤ F (p′) = p′

Согласно определению точной верхней грани, из (2.20) сле-
дует искомое неравенство

p = sup pi ≤ p′
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2.4.5 Непрерывность функционалов, соответству-
ющих ФП

Теорема 2
Для каждой ФП Σ функционал FΣ непрерывен.

Доказательство.
Мы рассмотрим лишь случай, когда ФП Σ состоит из одного

уравнения (общий случай рассматривается аналогично), т.е. Σ
имеет вид

Σ : ϕ(x̄) = e (2.21)

Каждый подтерм e′ терма e обладает следующими свойства-
ми:

• FV ar(e′) ⊆ {ϕ}, и

• каждая переменная, входящая в e′, содержится в списке x̄.

Поэтому для каждого подтерма e′ терма e можно определить
следующий функционал Fe′ на Dtype(ϕ):

∀ f ∈ Dtype(ϕ) Fe′(f)
def
= e′[f/ϕ](x̄)

Докажем индукцией по структуре терма e′, что функционал Fe′

непрерывен. Отметим, что из этого следует утверждение теоре-
мы, поскольку FΣ = Fe.

Если e′ не содержит ϕ, то множество значений функционала
Fe′ состоит из одного элемента. Очевидно, что такой функционал
непрерывен.

Если e′ содержит ϕ, то возможны два случая:

1. e′ = g(e1, . . . , em), где g ∈ Fun, и

2. e′ = ϕ(e1, . . . , em), где ϕ – функциональная переменная.

Мы разберём лишь первый случай (второй случай разбирается
аналогично).

Предположим, что функционалы Fe1 , . . ., Fem непрерывны.
Докажем, что функционал Fe′ , где

e′ = g(e1, . . . , em), g ∈ Fun
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также будет непрерывен.
Пусть список x̄ в (2.21) имеет вид

x̄ = (x1, . . . , xn)

Согласно определению понятия функции, соответствующей
терму (пункт 2.3.2), для

• каждой функции f ∈ Dtype(ϕ), и

• каждого d̄ ∈ Dx̄

верны равенства

Fe′(f)(d̄) =
= e′[f/ϕ](d̄) =
= g(e1, . . . , em)[f/ϕ](d̄) =
= g(e1[f/ϕ], . . . , em[f/ϕ])(d̄) =
= g(e1[f/ϕ](d̄), . . . , em[f/ϕ](d̄)) =
= g(Fe1(f)(d̄), . . . , Fem(f)(d̄))

(2.22)

Поэтому, если функции f1, f2 ∈ Dtype(ϕ) таковы, что f1 ≤ f2,
то, в силу монотонности функционалов

Fe1 , . . . , Fem

для каждого d̄ ∈ Dx̄ верны соотношения

Fe1(f1)(d̄) ≤ Fe1(f2)(d̄)
. . .
Fem(f1)(d̄) ≤ Fem(f2)(d̄)

откуда, учитывая (2.22) и монотонность функции g, получаем
соотношения

Fe′(f1)(d̄) =
= g(Fe1(f1)(d̄), . . . , Fem(f1)(d̄)) ≤
≤ g(Fe1(f2)(d̄), . . . , Fem(f2)(d̄)) =
= Fe′(f2)(d̄)

т.е. функционал Fe′ является монотонным.
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Докажем, что для каждой цепи {fi | i ≥ 0} функций из
Dtype(ϕ) верно равенство

Fe′(sup fi) = supFe′(fi) (2.23)

Для каждого i ≥ 0 из неравенства

fi ≤ sup fi

и из монотонности Fe′ следует неравенство

Fe′(fi) ≤ Fe′(sup fi)

откуда, согласно определению точной верхней грани, следует нера-
венство

sup Fe′(fi) ≤ Fe′(sup fi)

Для доказательства равенства (2.23) докажем, что верно об-
ратное неравенство:

Fe′(sup fi) ≤ sup Fe′(fi) (2.24)

т.е. что для каждого d̄ ∈ Dx̄ верно неравенство

Fe′(sup fi)(d̄) ≤ sup Fe′(fi)(d̄) (2.25)

Согласно (2.22), левую часть (2.25) можно переписать в виде

g(Fe1(sup fi)(d̄), . . . , Fem(sup fi)(d̄)) (2.26)

По индуктивному предположению, верны равенства

Fe1(sup fi) = supFe1(fi)
. . .
Fem(sup fi) = supFem(fi)

Поэтому (2.26) можно переписать в виде

g (sup Fe1(fi)(d̄), . . . , sup Fem(fi)(d̄)) (2.27)

Из (2.12) следует, что существует номер j, такой, что

sup Fe1(fi)(d̄) = Fe1(fj)(d̄)
. . .
sup Fem(fi)(d̄) = Fem(fj)(d̄)

30



Поэтому (2.27) можно переписать в виде

g (Fe1(fj)(d̄), . . . , Fem(fj)(d̄)) (2.28)

Согласно (2.22), значение выражения (2.28) равно

Fe′(fj)(d̄)

Таким образом, доказываемое неравенство (2.25) можно пе-
реписать в виде

Fe′(fj)(d̄) ≤ sup Fe′(fi)(d̄)

Очевидно, что последнее неравенство верно.

Таким образом, согласно теоремам 1 и 2, у функционала FΣ

существует ННТ. Мы будем обозначать эту ННТ символом σ.
Мы будем говорить, что список функций f̄ является НТ (ННТ)

ФП Σ, если f̄ является НТ (ННТ) функционала FΣ.
Мы будем использовать следующие обозначения.

1. Если ФП Σ имеет вид (2.18), то компоненты её ННТ σ, а
также соответствующие им ФС, будут обозначаться запи-
сями

σ1, . . . , σn

(для каждого i ∈ {1, . . . , n} запись σi соответствует i–му
уравнению в Σ).

2. Если ФП обозначается записью Σs, где s – некоторый сим-
вол, то её ННТ и компоненты этой ННТ (а также соответ-
ствующие им ФС) будут обозначаться записями

σs, σs
1, . . .

3. Если Σ состоит из одного уравнения, то список σ состоит из
одной функции. В этом случае символ σ обозначает также

• функцию, являющуюся единственной компонентой это-
го списка, и

• ФС, которому соответствует эта функция.
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2.4.6 Нахождение ННТ ФП

ННТ ФП Σ можно найти, например, путём

• вычисления списков термов ēi, соответствующих элементам
F i

Σ(0) (i = 0, 1, . . .), и

• нахождения по ēi списка термов ē, соответствующего эле-
менту sup F i

Σ(0) (который совпадает с σ по теореме 2).

Рассмотрим в качестве примера нахождение данным методом
ННТ ФП

Σ :

{
ϕ(x) = (x > 100) ? x− 10

: ϕϕ(x+ 11)
(2.29)

Нетрудно установить, что для i = 1, . . . , 11

ei = (x > 100) ? x− 10
: (x > 101− i) ? 91 : ω

а для i ≥ 11

ei = (x > 100) ? x− 10
: (x > 90− 11 · (i− 11)) ? 91

: ω
(2.30)

При фиксированном x и достаточно больших i выражение

x > 90− 11 · (i− 11)

в терме (2.30) будет истинным, поэтому функция σ соответствует
терму

(x > 100)? x− 10 : 91

При вычислениях с термами можно пользоваться следующи-
ми теоремами (называемыми перестановочными законами
для функции if_then_else).

Теорема 3
Пусть заданы функции

• p : A→ B̃
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• h1, h2 : A→ D̃1

• g : D̃1 → D̃

Определим функции f1, f2 : A→ D̃:

f1(a) = g(p(a)? h1(a) : h2(a))

f2(a) = p(a)? gh1(a) : gh2(a)

Тогда f2 ≤ f1, а если g(ω) = ω, то f2 = f1.

Доказательство.
Для каждого a ∈ A имеет место один из следующих случаев:

• p(a) = >
в этом случае f2(a) = gh1(a) = f1(a)

• p(a) = ⊥
в этом случае f2(a) = gh2(a) = f1(a)

• p(a) = ω
в этом случае f2(a) = ω ≤ g(ω) = f1(a)

Теорема 4 (обобщение теоремы 3).
Пусть заданы функции

• p : A→ B̃

• ∀j ∈ {1, . . . , n} \ {i} hj : A→ D̃j

• h′i, h′′i : A→ D̃i

• g : D̃1 × . . .× D̃n → D̃
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Определим функции f1, f2 : A→ D̃:

f1(a) = g

 h1(a), . . . , hi−1(a),
p(a)? h′i(a) : h′′i (a),
hi+1(a), . . . , hn(a)



f2(a) = p(a) ? g

 h1(a), . . . , hi−1(a),
h′i(a),
hi+1(a), . . . , hn(a)


: g

 h1(a), . . . , hi−1(a),
h′′i (a),
hi+1(a), . . . , hn(a)


Тогда

• f2 ≤ f1, и

• если g(. . . , ω, . . .) = ω (где ω в списке аргументов стоит на
i-м месте), то f2 = f1.

2.4.7 Примеры НТ ФП

1. ФП {
ϕ1(x) = (x = 0)? 1 : ϕ1(x− 1) + ϕ2(x− 1)
ϕ2(x) = (x = 0)? 0 : ϕ2(x+ 1)

имеет следующие НТ:(
(x = 0 ∨ x = 1)? 1 : n · (x− 1) + 1
(x = 0)? 0 : n

)

где n – произвольный элемент Ñ.

ННТ этой ФП =
(

(x = 0 ∨ x = 1)? 1 : ω
(x = 0)? 0 : ω

)

2. ФП {
ϕ1(x) = (x > 100)? x− 10 : ϕ1ϕ2(x+ 11)
ϕ2(x) = (x > 100)? x− 10 : ϕ2ϕ1(x+ 11)

имеет единственную НТ(
(x > 100)? x− 10 : 91
(x > 100)? x− 10 : 91

)
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3. ФП
ϕ(x, y) = (x = y) ? y + 1

: ϕ(x, ϕ(x− 1, y + 1))

имеет, например, следующие НТ:

(a) (x = y)? y + 1 : x+ 1

(b) (x ≥ y)? x+ 1 : y − 1

(c) (x ≥ y ∧ even(x− y))? x+ 1 : ω
(функция even принимает значение > на чётных чис-
лах, и ⊥ на нечётных)

Последняя функция – ННТ этой ФП.

4. У ФП
ϕ(x) = ϕ(x)

каждая функция является НТ, её ННТ = kω .

5. Каждая НТ ФП

ϕ(x̄) = e1? ϕ(x̄) : e2

имеет вид
e1? e : e2

где e – любой терм типа type(e2), такой, что V ar(e) ⊆ x̄.

ННТ этой ФП = e1? ω : e2.

6. Каждая НТ ФП

ϕ(x) = (x = 0)? 1 : ϕ(x+ 1)

имеет вид
(x = 0)? 1 : i

где i – произвольный элемент Ñ.

ННТ этой ФП = (x = 0)? 1 : ω.
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2.4.8 Немонотонные ФП

Понятие немонотонной ФП (НФП) отличается от понятия
ФП только в пункте (2d) определения в параграфе 2.4.1: НФП
могут содержать ФС, которым соответствуют немонотонные функ-
ции.

У НФП могут отсутствовать НТ или ННТ, например:

1. НФП
ϕ(x) = (ϕ(x) ≡ 0)? 1 : 0

не имеет НТ.

Действительно, если бы у этой НФП была НТ f , то

• из f(0) = 0 следовало бы, что f(0) = 1, и

• из f(0) 6= 0 следовало бы, что f(0) = 0.

2. НФП
ϕ(x) = (ϕ(x) ≡ 0)? 0 : 1

имеет две НТ (константы 0 и 1), но не имеет ННТ.

2.5 Алгоритмическая полнота
Свойство алгоритмической полноты множества ФП заключа-
ется в том, что каждая частичная функция на строках, вычис-
лимая в интуитивном смысле, может быть описана некоторой
ФП. Мы предполагаем, что для каждой частичной функции f
на строках, вычислимой в интуитивном смысле, существует ма-
шина Тьюринга M , такая, что f совпадает с функцией, которую
вычисляет M .

Теорема 5
Для каждой машины Тьюринга M существует ФП, описыва-

ющая ту функцию, которую вычисляет M .

Доказательство.
Пусть M – машина Тьюринга, компонентами которой явля-

ются
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• множество состояний Q = {q0, q1, . . . , qn}, в котором выде-
лены

– начальное состояние q0, и
– заключительное состояние qn

• алфавит символов A = {a1, . . . , am}, которые могут быть
написаны в ячейках ленты, причём A содержит пробельный
символ 2

• отображение переходов

δ : Q× A→ Q× A× {left, right}

Сопоставим каждому состоянию qi ∈ Q функциональную пе-
ременную ϕi, где

type(ϕi) = (string, string)→ string

(тип string определён в параграфе 2.1.1).
ФП ΣM , которая описывает функцию, вычисляемую маши-

ной M , состоит из следующих уравнений:

• уравнение, соответствующее той функции, которую вычис-
ляет машина M :

ϕ(x) = ϕ0(ε, x)

• если qi – незаключительное состояние, и

δ(qi, a1) = (qj, ak, right)
δ(qi, a2) = . . .

то ФП ΣM содержит уравнение

ϕi(x, y) = (y = ε) ? ϕi(x,2)
: (ŷ = a1) ? ϕj(ak · x, y′)

: (ŷ = a2) ? . . .

где

– значения, принимаемые переменной x, соответствуют
записям на ленте машины M слева от головки, читае-
мым справа налево, и
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– значения, принимаемые переменной y, соответствуют
записям на ленте справа от головки (включая символ
под головкой)

• если qi – незаключительное состояние, и

δ(qi, a1) = (qj, ak, left)
δ(qi, a2) = . . .

то ФП ΣM содержит уравнение

ϕi(x, y) =
= (y = ε) ? ϕi(x,2)
: (x = ε) ? ϕi(2, y)

: (ŷ = a1) ? ϕj(x
′, x̂ · ak · y′)

: (ŷ = a2) ? . . .

• уравнение, соответствующие заключительному состоянию
qn:

ϕn(x, y) = (y = ε) ? ε
: (last(y) = 2) ? ϕn(x, rem(y)) : y

где

– функция last возвращает последний символ своего ар-
гумента, она описывается ФП

ϕ(x) = (x′ = ε) ? x̂ : ϕ(x′)

– функция rem возвращает строку, получаемую удале-
нием последнего символа из своего аргумента, она опи-
сывается ФП

ϕ(x) = (x′ = ε) ? ε : x̂ · ϕ(x′)

– функция, соответствующая функциональной перемен-
ной ϕn, возвращает строку, получаемую из значения
второго аргумента удалением пробелов в его конце.
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Глава 3

Вычисление значений ННТ
ФП

В этой главе мы рассматриваем задачу вычисления значений
ННТ ФП на заданных значениях аргументов.

В целях простоты изложения, мы рассматриваем в этой главе
лишь ФП с одной функциональной переменной ϕ. Для каждого
терма r, рассматриваемого в этой главе, выполнено условие

FV ar(r) ⊆ {ϕ}.

3.1 Постановка задачи
Задача вычисления значений ННТ ФП заключается в построе-
нии алгоритма, который

• по заданной ФП Σ вида

Σ : ϕ(x̄) = e (3.1)

• и заданному списку d̄ ∈ Dx̄

(обозначение Dx̄ было введено в параграфе 2.3.2)

должен вычислить значение σ(d̄).
Отметим, что для решения данной задачи не требуется на-

хождение терма, которому соответствует функция σ.
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3.2 Метод решения
Один из возможных методов решения данной задачи заключа-
ется в том, что по заданным

• ФП Σ вида (3.1), и

• списку d̄ ∈ Dx̄

строится последовательность термов

C0
Σ,d̄ C1

Σ,d̄ C2
Σ,d̄ . . . (3.2)

называемая вычислительной последовательностью. Каж-
дый её член является, в некотором смысле, аппроксимацией ис-
комого значения σ(d̄). Если вычислительная последовательность
(3.2) конечна, то её последний элемент должен быть константой,
значение которой равно σ(d̄).

Вычислительная последовательность (3.2) строится следую-
щим образом.

1. Терм C0
Σ,d̄ имеет вид ϕ(d̄).

2. Если терм Ci
Σ,d̄ содержит функциональную переменную ϕ,

то терм Ci+1
Σ,d̄

получается из Ci
Σ,d̄

(a) заменой в нём некоторых подтермов вида

ϕ(e1, . . . , en) (3.3)

на термы вида

e(e1/x1, . . . , en/xn) (3.4)

где (x1, . . . , xn) – это список x̄ в (3.1), и

(b) упрощением получившегося терма.

3. Если терм Ci
Σ,d̄ не содержит ϕ, то он является последним

членом последовательности (3.2).

Ниже мы будем называть
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• те подтермы вида (3.3) терма Ci
Σ,d̄, которые выбираются

для замены согласно пункту (2a), раскрываемыми под-
термами, и

• замену (3.3) на (3.4) – раскрытием подтерма (3.3).

Если среди раскрываемых подтермов терма Ci
Σ,d̄ одни под-

термы содержатся в других, то раскрытие таких подтермов осу-
ществляется по принципу “от меньших к большим”, т.е. каждый
раскрываемый подтерм раскрывается только после того, как бу-
дут раскрыты все содержащиеся в нём раскрываемые подтермы.

Преобразования термов, указанные в пунктах (2a) и (2b), объ-
ясняются более подробно ниже.

3.3 Вычислительные правила
Правило выбора раскрываемых подтермов терма Ci

Σ,d̄ мы будем
называть вычислительным правилом. Ниже будут рассмат-
риваться следующие вычислительные правила.

1. PO (Parallel Outermost) – раскрываются все самые внеш-
ние подтермы вида (3.3) (т.е. не содержащиеся ни в каком
подтерме вида (3.3)).

2. LO (Left Outermost) – раскрывается самый левый из самых
внешних подтермов вида (3.3).

3. PI (Parallel Innermost) – раскрываются все самые внутрен-
ние подтермы вида (3.3) (т.е. не содержащие подтермов ви-
да (3.3)).

4. LI (Left Innermost) – раскрывается самый левый из самых
внутренних подтермов вида (3.3).

Мы будем считать, что символ C в (3.2) обозначает вычис-
лительное правило, используемое при построении этой последо-
вательности. Если это правило имеет специальное обозначение,
то мы можем использовать это обозначение вместо символа C
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(т.е., например, если при построении термов вычислительной по-
следовательности используется правило PO, то термы, входя-
щие в данную последовательность, могут обозначаться записью
POi

Σ,d̄).

3.4 Упрощение терма
Упрощение терма, о котором говорится в пункте (2b) описания
построения вычислительной последовательности (3.2), представ-
ляет собой последовательность упрощающих преобразова-
ний.

Для определения понятия упрощающего преобразования вве-
дём следующие вспомогательные понятия.

1. Термы r и s называются эквивалентными, если

∀f ∈ Dtype(ϕ) r[f/ϕ](x̄) = s[f/ϕ](x̄) (3.5)

где x̄ состоит из переменных, входящих в r и s.

Если r и s эквивалентны, то мы будем обозначать этот факт
записью

r ≡ s.

2. Если терм v имеет вид

g(v1, . . . , vn) (g ∈ Fun) (3.6)

то запись v̂ обозначает терм

g(h1, . . . , hn) (3.7)

где ∀ i = 1, . . . , n

hi
def
=


vi, если vi – константа
xi (переменная того же типа,

что и vi), иначе
(3.8)

причём все переменные, входящие в (3.7), различны.
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Мы будем говорить, что терм s получен из терма r упроща-
ющим преобразованием, если s является результатом замены
в r подтерма v вида (3.6) на терм v′, который равен

• константе d, если v̂ ≡ d, или

• терму vi, если hi – переменная, и v̂ ≡ hi.

Нетрудно видеть, что при данной замене

• v′ ≡ v, поэтому s ≡ r, и

• длина v′ меньше длины v, поэтому длина s меньше длины
r.

Терм r называется неупрощаемым, если не существует тер-
ма, который получается из r упрощающим преобразованием.

Терм s называется упрощением терма r, если

• s – неупрощаемый, и

• либо s = r, либо существует последовательность термов r1,
. . ., rn, такая, что

– r1 = r, rn = s, и

– ∀ i = 1, . . . , n−1 ri+1 получен из ri упрощающим пре-
образованием.

Теорема 6
Для любого терма r существует терм s, являющийся его упро-

щением.

Доказательство.
Определим последовательность термов

r1 r2 . . . (3.9)

следующим образом: r1
def
= r, и для каждого терма ri в (3.9)

• если ri неупрощаемый, то он – последний элемент в (3.9),
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• иначе определяем ri+1 как результат какого-либо упроща-
ющего преобразования терма ri.

Последовательность (3.9) не может быть бесконечной, потому
что длина каждого её терма ri, где i > 1, меньше длины терма
ri−1.

Искомый терм s является последним элементом в (3.9).

Последовательность (3.9) с заданным первым элементом r мо-
жет быть построена неоднозначно, т.к. при переходе от ri к ri+1

возможно несколько вариантов выбора упрощающего преобразо-
вания.

Тем не менее, как устанавливает теорема 8, последний эле-
мент последовательности (3.9) однозначно определяется её пер-
вым элементом.

Мы будем использовать следующие обозначения.

• Для любых термов r и s мы будем обозначать записью

r → s (3.10)

тот факт, что s = r, или s получен из r упрощающим пре-
образованием.

• Если r – терм, и s – вхождение некоторого подтерма в r,
то для каждого терма s′, тип которого равен типу терма s,
запись

r(s′/s)

обозначает терм, получаемый из r заменой вхождения s на
терм s′.

• Если заданы терм r и некоторые вхождения термов s1 и s2

в терм r, то

– запись s1 ⊂ s2 означает, что вхождение терма s1 содер-
жится во вхождении терма s2 и не совпадает с ним, и

– запись s1 ⊆ s2 означает, что s1 ⊂ s2 или вхождение s1

совпадает с вхождением s2.
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Теорема 7
Если

r → s1 и r → s2 (3.11)

то
∃ s : s1 → s и s2 → s (3.12)

(в литературе по теории программирования данное свойство би-
нарного отношения иногда называют свойством ромба, или
свойством Чёрча-Россера, или конфлюентностью).

Доказательство.
Если s1 = r, то s def

= s2, и если s2 = r, то s def
= s1.

Если s1 = r(u′1/u1) и s2 = r(u′2/u2) то возможны следующие
случаи.

1. Вхождения u1 и u2 в терм r совпадают.

В этом случае u′1 = u′2, т.к. нетрудно доказать, что для
i = 1, 2 варианты

• ûi ≡ d, где d – константа, и

• ûi ≡ hj, где ui имеет вид (3.6), и hj – переменная,
определённая согласно (3.8)

являются взаимоисключающими, и если имеет место вто-
рой вариант, то номер j определён однозначно. Доказатель-
ство этого факта опирается на то, что все пополненные до-
мены состоят более чем из одного элемента.

2. u1 ⊂ u2.

Пусть u2 и û2 имеют вид

g(v1, . . . , vn) и g(h1, . . . , hn) (3.13)

соответственно.

Из u1 ⊂ u2 следует, что u1 ⊆ vi, где vi – один из подтермов
терма u2, упомянутых в (3.13).

Обозначим символом y подтерм u2(u′1/u1) терма s1. Нетруд-
но видеть, что s1 = r(y/u2).
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Термы y и ŷ отличаются от термов (3.13) не более чем в i-й
компоненте списка, идущего сразу после ФС g. Мы обозна-
чим эти i-е компоненты для y и ŷ записями vy

i и hy
i соот-

ветственно.

Согласно определению правил упрощения, возможен один
из следующих вариантов:

(a) û2 ≡ d, где d – константа.
В этом случае ŷ ≡ d, и s def

= s2 = s1(d/y).
(b) û2 ≡ hj, где hj – переменная, и j 6= i.

В этом случае ŷ ≡ hj и u′2 = y′ = vj.
В качестве s можно взять s2. Поскольку
• s1 = r(y/u2), и
• s = r(vj/u2)

то s = s1(vj/y).
(c) û2 ≡ hi, где hi – переменная.

В этом случае u′2 = vi, и s2 = r(vi/u2).
Из û2 ≡ hi следует, что ŷ ≡ hy

i .

i. Если hy
i – переменная, то в качестве s можно взять

терм s1(vy
i /y).

s2 → s следует из равенства s = s2(u′1/u1). По
предположению, u1 ⊆ vi, и после замены u1 на u′1
подтерм vi терма s2 преобразуется в терм vy

i , в ре-
зультате чего получается терм s.

ii. Если hy
i = d (константа), то

vy
i = d и ŷ ≡ d

В данном случае s def
= s1(d/y).

s2 → s следует из равенства s = s2(d/vi), которое
верно потому, что терм vy

i

• равен константе d, и
• равен терму vi(u

′
1/u1)

что может быть только в том случае, когда

vi = u1, u′1 = d и v̂i ≡ d.
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3. u2 ⊂ u1. Данный случай аналогичен предыдущему.

4. Вхождения термов u1 и u2 не пересекаются.

В этом случае u2 ⊆ s1, u1 ⊆ s2, и

s
def
= s1(u′2/u2) = s2(u′1/u1)

Теорема 8
Если s1 и s2 – упрощения терма r, то s1 = s2.

Доказательство.
Если r неупрощаемый, то r = s1 = s2.
Если r упрощаемый, то существуют последовательности тер-

мов
r = s11, s12, . . . , s1n = s1

r = s11, s21, . . . , sm1 = s2

такие, что имеют место соотношения

s11 → s12 → . . . → s1n

↓
s21

↓
. . .
↓
sm1

(3.14)

(мы можем рисовать стрелки, изображающие отношение (3.10),
не только горизонтально, но и вертикально).

Диаграмму (3.14) можно достроить до диаграммы

s11 → s12 → . . . → s1n

↓ ↓ ↓
s21 → s22 → . . . → s2n

↓ ↓ ↓
. . . . . . . . .
↓ ↓ ↓
sm1 → sm2 → . . . → smn

(3.15)

47



где термы s22, . . ., smn определяются индуктивно: если для неко-
торых i ∈ {1, . . ., m − 1} и j ∈ {1, . . ., n − 1} уже определены
термы sij, si,j+1, si+1,j, удовлетворяющие условиям

sij → si,j+1

↓
si+1,j

то терм si+1,j+1 определяется как терм, удовлетворяющий усло-
виям

si,j+1

↓
si+1,j → si+1,j+1

(существование такого терма гарантируется свойством ромба).
Поскольку термы s1 = s1n и s2 = sm1 неупрощаемы, то все

термы в последней строке и в последнем столбце диаграммы
(3.15) совпадают. В частности,

s1 = s1n = smn = sm1 = s2.

Таким образом, для каждого терма r существует единствен-
ный терм, являющийся его упрощением.

3.5 Функция CΣ

Пусть заданы вычислительное правило C и ФП Σ вида

Σ : ϕ(x̄) = e (3.16)

Мы будем обозначать записью CΣ функцию из Dtype(ϕ), сопо-
ставляющую каждому d̄ ∈ Dx̄ значение CΣ(d̄), которое

• называется результатом вычисления ФП Σ на списке d̄,
и

• определяется следующим образом:

– по тройке (C,Σ, d̄) строится вычислительная последо-
вательность (3.2),
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– если эта последовательность конечна, то CΣ(d̄) равно
значению последнего терма в этой последовательности
(который, как нетрудно видеть, является константой),
и

– если эта последовательность бесконечна, то

CΣ(d̄)
def
= ω.

Теорема 9
Для любого d̄ ∈ Dx̄ верно неравенство

CΣ(d̄) ≤ σ(d̄).

Доказательство.
Если последовательность (3.2) бесконечна, то

CΣ(d̄) = ω ≤ σ(d̄).

Пусть последовательность (3.2) конечна.
Все термы в последовательности

C0
Σ,d̄[σ/ϕ] C1

Σ,d̄[σ/ϕ] . . . (3.17)

состоят только из констант и ФС, поэтому каждому из этих тер-
мов можно сопоставить некоторое значение. Докажем, что все
эти значения совпадают.

Последовательность (3.2) является подпоследовательностью
последовательности термов, в которой каждый терм, кроме пер-
вого, получается из предыдущего

• раскрытием некоторого подтерма, или

• упрощающим преобразованием.

Поэтому совпадение значений всех термов в (3.17) является след-
ствием следующих двух утверждений.

1. Если термы s и r не содержат переменных, и s получен из
r заменой подтерма

ϕ(e1, . . . , en) (3.18)
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на терм
e(e1/x1, . . . , en/xn) (3.19)

то значения термов

s[σ/ϕ] и r[σ/ϕ] (3.20)

совпадают.

2. Если терм s получен из терма r упрощающим преобразо-
ванием, то s ≡ r (в частности, в том случае, когда s и r не
содержат переменных, значения термов (3.20) совпадают).

Утверждение 2 верно потому, что при упрощающем преоб-
разовании происходит замена подтерма на терм, эквивалентный
заменяемому.

Обоснуем утверждение 1.
Если s получен из r заменой подтерма (3.18) на терм (3.19),

то s[σ/ϕ] получен из r[σ/ϕ] заменой подтерма

σ(e1[σ/ϕ], . . . , en[σ/ϕ]) (3.21)

на терм
e[σ/ϕ](e1[σ/ϕ]/x1, . . . , en[σ/ϕ]/xn) (3.22)

Функция σ является НТ функционала, сопоставляющего каж-
дой функции f ∈ Dtype(ϕ) функцию e[f/ϕ](x̄), т.е. для каждого
списка

(d1, . . . , dn) ∈ Dx̄

верно равенство

σ(d1, . . . , dn) = e[σ/ϕ](d1/x1, . . . , dn/xn). (3.23)

Полагая в (3.23)

∀i = 1, . . . , n di
def
= ei[σ/ϕ]

получаем, что значения термов (3.21) и (3.22) совпадают.
Следовательно, терм s[σ/ϕ] получается из терма r[σ/ϕ] за-

меной его подтерма на терм, значение которого равно значению
заменяемого подтерма.
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Таким образом, значения термов (3.20) совпадают, т.е. утвер-
ждение 1 обосновано.

Из утверждений 1 и 2 следует, что значения всех термов в
(3.17) совпадают.

Поскольку

• значение первого терма в (3.17) равно σ(d̄), и

• значение последнего терма в (3.17) равно CΣ(d̄)

то мы заключаем, что если вычислительная последовательность
(3.2) конечна, то верно равенство

CΣ(d̄) = σ(d̄).

3.6 Вспомогательные понятия
В этом параграфе мы определяем понятия и доказываем тео-
ремы, которые будут использоваться в параграфе 3.7 при дока-
зательстве теоремы 14 о свойстве корректных вычислительных
правил.

3.6.1 Полные раскрытия

Пусть задана ФП Σ : ϕ(x̄) = e.

Определим последовательность термов e(0), e(1), . . . (называе-
мую полным раскрытием для ФП Σ) следующим образом:

• e(0) = ϕ(x̄), и

• ∀ i ≥ 0 терм e(i+1) получается из e(i) раскрытием каждого
подтерма вида ϕ(. . .), причём эти раскрытия выполняют-
ся по принципу “от меньших подтермов к большим”, т.е.
каждый подтерм вида ϕ(. . .) раскрывается после того, как
будут раскрыты все содержащиеся в нём подтермы вида
ϕ(. . .).

(эти раскрытия в e(i) можно выполнять в порядке “справа
налево”: сначала раскрывается самый правый подтерм вида
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ϕ(. . .), затем - самый правый из подтермов вида ϕ(. . .), на-
чало которого расположено левее начала первого раскры-
того подтерма, и т.д.)

Теорема 10
Для любого i ≥ 0 и любой функции f ∈ Dtype(ϕ)

e(i)[f/ϕ](x̄) = F i
Σ(f). (3.24)

Доказательство.
Докажем (3.24) индукцией по i.
При i = 0 обе части (3.24) равны функции f .
Пусть (3.24) верно для некоторого i ≥ 0 и произвольной

функции f .
Обозначим новый ФС, которому соответствует функция f ,

той же буквой f .
Из определения терма e(i+1) следует, что терм

e(i+1)[f/ϕ]

получается из e(i)[f/ϕ] заменой каждого подтерма вида

f(e1, . . . , en) (3.25)

на терм
e[f/ϕ](e1/x1, . . . , en/xn) (3.26)

причём данные замены выполняются по принципу “от меньших
подтермов к большим”.

Обозначим записью FΣ(f) новый ФС, которому соответствует
функция FΣ(f).

Из определения функционала FΣ следует, что терм (3.26) эк-
вивалентен терму

FΣ(f)(e1, . . . , en) (3.27)

поэтому терм e(i+1)[f/ϕ] эквивалентен терму, получаемому из
e(i)[f/ϕ] заменой каждого подтерма вида (3.25) на терм (3.27),
т.е. заменой каждого вхождения ФС f на ФС FΣ(f).

Таким образом, верно соотношение

e(i+1)[f/ϕ] ≡ e(i)[FΣ(f)/ϕ]
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откуда следует равенство функций

e(i+1)[f/ϕ](x̄) = e(i)[FΣ(f)/ϕ](x̄) (3.28)

Поскольку мы предполагаем, что (3.24) верно для каждой
функции f , то, в частности, правая часть в (3.28) равна

F i
Σ(FΣ(f)) = F i+1

Σ (f).

3.6.2 Индексированные термы

Индексированным термом (ИТ) называется терм r, такой,
что каждому вхождению функциональной переменной ϕ в r со-
поставлено натуральное число, называемое глубиной этого вхож-
дения, причем выполнено условие монотонности: если u – под-
терм терма r, имеющий вид ϕ(. . .), то глубина первого вхождения
ϕ в u меньше или равна глубины остальных вхождений ϕ в u.

Для каждого ИТ r и каждого j ≥ 0

• in(r, j) обозначает количество вхождений в r символа ϕ
глубины j, и

• in(r) обозначает последовательность {in(r, i) | i ≥ 0}.

3.6.3 Σ–переходы

Пусть задана ФП Σ : ϕ(x̄) = e , где x̄ = (x1, . . .).
Σ–переходом называется пара ИТ (r, s), удовлетворяющая

одному из следующих условий.

1. r → s, и глубина каждого вхождения ϕ в s равна глубине
соответствующего вхождения ϕ в r.
(поскольку в данном случае s = r или s получается из r
удалением некоторых символов или заменой их на констан-
ту, то каждому вхождению ϕ в s соответствует некоторое
вхождение ϕ в r)

2. s = r(u′/u), где u = ϕ(e1, . . .), u′ = e(e1/x1, . . .), причем
для каждого вхождения ϕ в s, содержащегося в u′,
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• если это вхождение содержится в подтерме ei, под-
ставленном вместо переменной xi в e, то глубина это-
го вхождения на 1 больше глубины соответствующего
вхождения ϕ в u

• иначе глубина этого вхождения на 1 больше глубины
первого вхождения ϕ в u

и для каждого вхождения ϕ в s, не содержащегося в u′, его
глубина равна глубине соответствующего вхождения ϕ в r.

Если пара (r, s) является Σ–переходом, то этот факт обозна-
чается записью r

Σ→ s. Σ–переход (r, s) называется упрощением
или раскрытием, если s получается из r в результате упроща-
ющего преобразования или раскрытия соответственно.

Для любых ИТ r и s запись r Σ∗→ s означает, что существует
последовательность термов r0, . . ., rn, обладающая свойствами

r = r0
Σ→ . . .

Σ→ rn = s (3.29)

В излагаемых ниже теоремах используется следующее отно-
шение порядка на множестве бесконечных последовательностей
натуральных чисел: если ā = {ai | i ≥ 0} и b̄ = {bi | i ≥ 0} – две
таких последовательности, то

ā ≤ b̄ ⇔


ā = b̄, или

∃ i ≥ 0

{
ai < bi
∀ j : 0 ≤ j < i aj = bj

(такой порядок называется лексикографическим).

Теорема 11
Если r Σ∗→ s, то in(r) ≥ in(s).

Доказательство.
Достаточно рассмотреть случай r Σ→ s.

1. s получается из r упрощающим преобразованием, т.е. уда-
лением некоторых символов (или заменой их на константу).
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Поскольку глубина каждого вхождения ϕ в s совпадает с
глубиной соответствующего вхождения ϕ в r, то

∀ j ≥ 0 in(r, j) ≥ in(s, j)

откуда следует in(r) ≥ in(s).

2. s = r(u′/u), где u = ϕ(e1, . . .), u′ = e(e1/x1, . . .).

Пусть первое вхождение ϕ в u имеет глубину k.

В этом случае

• глубина вхождений ϕ в u больше или равна k,

• для каждого j ≥ 0 число вхождений ϕ глубины j в s,
находящихся вне u′, будет то же, что и число вхожде-
ний ϕ глубины j в r, находящихся вне u,

• в подтерме u′ терма s нет вхождений ϕ глубины k, и

• для каждого j < k в подтерме u терма r вхождения
ϕ глубины j отсутствуют, и в подтерме u′ терма s их
тоже нет.

Следовательно, верны соотношения

• ∀ j : 0 ≤ j < k in(r, j) = in(s, j), и

• in(r, k) > in(s, k)

из которых следует in(r) ≥ in(s).

Пусть заданы ФП Σ : ϕ(x̄) = e, вычислительное правило C,
и список d̄ ∈ Dx̄.

Термы вычислительной последовательности {Ci
Σ,d̄ | i ≥ 0}

можно рассматривать как ИТ, такие, что каждая пара соседних
термов удовлетворяет соотношению

Ci
Σ,d̄

Σ∗→ Ci+1
Σ,d̄

(3.30)

Будем считать, что глубина вхождения ϕ в C0
Σ,d̄ = ϕ(d̄) равна 0.

Теорема 12
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Если вычислительная последовательность {Ci
Σ,d̄ | i ≥ 0} бес-

конечна, то ∀M ≥ 0 ∃N ≥ 0:

∀ j = 0, . . . ,M in(CN
Σ,d̄, j) = in(CN+1

Σ,d̄
, j) = . . . (3.31)

Доказательство.
Индукция по M .

1. Если M = 0, то N = 1.

2. Пусть для некоторого M ≥ 0 существует номер N , для ко-
торого верно (3.31). Тогда из теоремы 11 и из определения
лексикографического порядка следует, что

in(CN
Σ,d̄,M + 1) ≥ in(CN+1

Σ,d̄
,M + 1) ≥ . . . (3.32)

Цепочка (3.32) не может бесконечно убывать, т.е. ∃N ′ ≥ N :

in(CN ′

Σ,d̄,M + 1) = in(CN ′+1
Σ,d̄

,M + 1) = . . . (3.33)

Из (3.31) и из неравенства N ′ ≥ N , следует, что для каждо-
го j = 0, . . . ,M цепочка (3.33), в которой второй аргумент
функции in будет заменён на j, также будет верной.

Таким образом, дляM+1 в качестве искомого номера мож-
но взять N ′.

Теорема 13
Если вычислительная последовательность {Ci

Σ,d̄ | i ≥ 0} бес-
конечна, то ∀M ≥ 0 ∃N : в каждом раскрываемом подтерме
терма CN

Σ,d̄ первое вхождение ϕ имеет глубину > M .

Доказательство.
Выберем N таким, чтобы было верно (3.31).
Если существует раскрываемый подтерм терма CN

Σ,d̄, в кото-
ром первое вхождение ϕ имеет глубину j ≤M , то

in(CN
Σ,d̄, j) > in(CN+1

Σ,d̄
, j)

что противоречит (3.31).
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3.7 Безопасные вычислительные прави-
ла

Пусть заданы ФП Σ : ϕ(x̄) = e и вычислительное правило C.
Правило C называется безопасным для Σ, если для любого

d̄ ∈ Dx̄, такого, что последовательность {Ci
Σ,d̄ | i ≥ 0} бесконечна,

выполнено условие: ∀ i ≥ 0

Ci,ω
Σ,d̄

[σ/ϕ] = ω (3.34)

где Ci,ω
Σ,d̄

получается из Ci
Σ,d̄ заменой каждого самого внешнего

раскрываемого подтерма (т.е. не содержащегося в другом рас-
крываемом подтерме) на константу ω.

Теорема 14
Если C безопасно для Σ, то ∀ d̄ ∈ Dx̄

CΣ(d̄) = σ(d̄). (3.35)

Доказательство.
Как было установлено в теореме 9, равенство (3.35) может

нарушаться только в том случае, когда

ω < σ(d̄) (3.36)

и вычислительная последовательность {Ci
Σ,d̄ | i ≥ 0} бесконечна.

Поскольку σ = supF i
Σ( kω ), то ∃n:

σ(d̄) = F n
Σ( kω )(d̄) = e(n)[ kω /ϕ](d̄) (3.37)

где e(n) – соответствующий терм из полного раскрытия для Σ
(второе равенство верно согласно теореме 10).

Из определения полного раскрытия следует, что существуют
ИТ r0, . . ., rk, такие, что

ϕ(d̄) = e(0)(d̄) = r0
Σ→ . . .

Σ→ rk = e(n)(d̄) (3.38)

причём для каждого i = 0, . . . , k − 1 терм ri+1 получается из ri

раскрытием некоторого подтерма.
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Из (3.36), (3.37), и определения rk следует, что

ω < rk[ kω /ϕ]. (3.39)

Обозначим символом M максимальную глубину вхождения
ϕ в rk.

По теореме 13, ∃N : в каждом раскрываемом подтерме терма
CN

Σ,d̄ первое вхождение ϕ имеет глубину > M .
Поскольку для каждого i = 0, . . . , N − 1 верно (3.30), то су-

ществует последовательность ИТ s0, . . ., sl, такая, что

ϕ(d̄) = s0
Σ→ . . .

Σ→ sl = CN
Σ,d̄ (3.40)

Если в (3.40) есть пара соседних Σ–переходов, первый из ко-
торых упрощение, а следующий за ним – раскрытие, то мы пре-
образуем (3.40) в соответствии со следующим правилом. Пусть i
– наименьший номер, такой, что (3.40) содержит пару

si
Σ→ si+1 = si(u

′/u)
Σ→ si+2 = si+1(v′/v) (3.41)

где u = g(u1, . . .), g ∈ Fun, и v = ϕ(v1, . . .).

1. Если вхождения u′ и v в si+1 не пересекаются, или v ⊆ u′,
то можно считать, что v ⊆ si.

Заменим в (3.40) пару (3.41) на пару Σ–переходов

si
Σ→ si(v

′/v)
Σ→ si+2

2. Если u′ ⊂ v = ϕ(v1, . . .), то u′ ⊆ vj для некоторого j.

В этом случае ∃w = ϕ(w1, . . .) ⊆ si : u ⊆ wj.

Заменим в (3.40) пару (3.41) на последовательность

si
Σ→ si1

def
= si(e(w1/x1, . . .)/w)

Σ→ si2
Σ→ . . .

Σ→ sip = si+2

где ∀ q = 1, . . . , p− 1 si(q+1) получается из siq заменой u на
u′ в одном из вхождений wj.
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Обозначим получившуюся последовательность тем же зна-
косочетанием (3.40), что и исходную последовательность. Если
получившаяся последовательность будет содержать пару сосед-
них Σ–переходов, первый из которых – упрощение, а следующий
за ним – раскрытие, то опять преобразуем эту последователь-
ность в соответствии с описанным выше правилом, и т.д.. Будем
выполнять такие преобразования до тех пор, пока не получится
такая последовательность (3.40), в которой сначала идут раскры-
тия, а затем - упрощения. Нетрудно видеть, что данный процесс
завершается после конечного числа шагов.

Пусть sm – тот член последовательности (3.40), на котором
заканчиваются раскрытия и начинаются упрощения, т.е. все Σ–
переходы в подпоследовательности

ϕ(d̄) = s0
Σ→ . . .

Σ→ sm (3.42)

являются раскрытиями, и все Σ–переходы в подпоследователь-
ности

sm
Σ→ . . .

Σ→ sl = CN
Σ,d̄ (3.43)

являются упрощениями.
Для каждого терма s и каждого i ≥ 0 будем обозначать запи-

сью kω i(s) терм, получаемый из s заменой каждого вхождения ϕ
глубины > i на ФС kω .

Нетрудно видеть, что

kωM(sm)[σ/ϕ] = ω (3.44)

(это следует из того, что терм CN,ω
Σ,d̄

[σ/ϕ], значение которого рав-
но ω, можно получить из левой части (3.44) упрощениями и за-
менами некоторых вхождений ω на термы вида σ(. . .)).

Если sm содержит подтерм u вида ϕ(u1, . . .), в котором первое
вхождение ϕ имеет глубину ≤M , то добавим к (3.42) Σ–переход

sm
Σ→ sm(u′/u) где u′ = e(u1/x1, . . .) (3.45)

Из (3.44) следует равенство

kωM(sm(u′/u))[σ/ϕ] = ω
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которое обосновывается соотношениямиkωM(u′)[σ/ϕ] ≤ kωM+1(u′)[σ/ϕ] = kωM(u)[σ/ϕ]

Обозначим последовательность Σ–переходов, полученную до-
бавлением (3.45) к (3.42), той же записью, что и исходную после-
довательность (3.42).

Будем выполнять описанную выше операцию добавления Σ–
переходов к (3.42) до тех пор, пока последний терм sm в получив-
шейся последовательности не перестанет содержать вхождения ϕ
глубины ≤ M . Из вышесказанного следует, что для этого терма
верно равенство (3.44), из которого следует равенство

sm[ kω /ϕ] = ω (3.46)

Преобразуем последовательности (3.38) и (3.42) в такие по-
следовательности Σ–переходов, в которых каждая пара соседних
Σ–переходов удовлетворяет следующему условию: пусть данная
пара имеет вид

a
Σ→ b = a(u′/u)

Σ→ c = b(v′/v) (3.47)

тогда номер позиции в терме a, в которой расположен первый
символ подтерма u, меньше номера позиции в терме b, в которой
расположен первый символ подтерма v.

Предположим, что данное условие не выполнено для неко-
торой пары соседних переходов (3.47). Тогда возможен один из
двух следующих случаев.

1. Вхождения u′ и v в терм b не пересекаются.
В этом случае заменим (3.47) на пару Σ–переходов

a
Σ→ b′

def
= a(v′/v)

Σ→ b′(u′/u) = c

2. ∃w = ϕ(w1, . . .) ⊆ a : u ⊆ wj для некоторого j, v = w(u′/u).
В этом случае заменим пару (3.47) на последовательность
Σ–переходов

a
Σ→ b1

def
= a(e(w1/x1, . . .)/w)

Σ→ b2
Σ→ . . .

Σ→ bp = c

где ∀ q = 1, . . . , p− 1 bq+1 получается из bq заменой u на u′
в одном из вхождений wi.
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Нетрудно убедиться, что после конечного числа преобразо-
ваний данного типа последовательности (3.38) и (3.42) преобра-
зуются в такие последовательности Σ–переходов, которые будут
удовлетворять изложенному выше условию. Мы будем обозна-
чать результаты данных преобразований теми же записями, что
и исходные последовательности (3.38) и (3.42).

Таким образом, последовательности (3.38) и (3.42) обладают
следующими свойствами:

• все Σ–переходы в них являются раскрытиями, причем в
каждом из этих Σ–переходов (кроме первых) раскрывае-
мый подтерм расположен правее раскрываемого подтерма
в предыдущем Σ–переходе

• (3.38) имеет вид ϕ(d̄) = r0
Σ→ . . .

Σ→ rk, и все вхождения ϕ
в rk имеют глубину ≤M

• (3.42) имеет вид ϕ(d̄) = s0
Σ→ . . .

Σ→ sm, и все вхождения
ϕ в sm имеют глубину > M .

Определим бинарное отношение R на множестве термов как
множество пар вида (ri, sj), где ri ∈ (3.38), sj ∈ (3.42), обладаю-
щих следующими свойствами:

• ri можно представить в виде конкатенации

a1 u1 . . . an un a (3.48)

где n ≥ 0 (т.е. компоненты a1, . . ., un могут отсутствовать),
и

– u1, . . . , un – вхождения подтермов, каждый из которых
имеет вид ϕ(. . .)

– a1, . . . , an, a – символьные строки
– если i < k, то раскрываемый подтерм терма ri содер-

жится в подстроке a

• sj можно представить в виде конкатенации

a1 v1 . . . an vn a (3.49)

где n ≥ 0, и
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– v1, . . . , vn – вхождения подтермов

– a1, . . . , an, a – те же символьные строки, что и в (3.48)

– если j < m, то раскрываемый подтерм терма sj содер-
жится в подстроке a

Отметим, что
(s0, r0) ∈ R (3.50)

(в данном случае n = 0 и a = ϕ(d̄)).
Если (ri, sj) ∈ R и i < k, то j < m, т.к. если j = m, то терм

sm содержит подтерм вида ϕ(. . .) терма ri (в подстроке a), и

• все вхождения ϕ в этот подтерм имеют глубину ≤M , но

• все вхождения ϕ в sm имеют глубину > M .

Аналогично, если (ri, sj) ∈ R и j < m, то i < k.
Докажем, что если (ri, sj) ∈ R и i < k, то ∃ i′ ≥ i и ∃ j′ ≥ j:

(i′, j′) 6= (i, j) и (ri′ , sj′) ∈ R. Отметим, что на основании (3.50)
отсюда будет следовать (rk, sm) ∈ R.

Обозначим символами α и β номера позиций в подстроке a,
в которых расположены первые символы раскрываемых подтер-
мов u и v термов ri и sj соответственно.

Рассмотрим три случая.

1. α = β.

В данном случае u = v, i′ = i+ 1, j′ = j + 1.

2. α < β.

Этот случай невозможен, т.к. если

• sj в позиции α подстроки a содержит символ ϕ глуби-
ны ≤M , и

• раскрываемый подтерм терма sj расположен правее
этого вхождения ϕ

то поскольку в каждом из Σ–переходов в (3.42) (кроме пер-
вого) раскрываемый подтерм расположен правее раскрыва-
емого подтерма в предыдущем Σ–переходе, то
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• символ ϕ глубины ≤M будет входить в sj+1, . . ., sm,
• но все вхождения ϕ в sm имеют глубину > M .

3. α > β.

Пусть ri и sj можно представить в виде конкатенаций (3.48)
и (3.49) соответственно, компоненты которых обладают ука-
занными выше свойствами.

Представим подстроку a в виде конкатенации b v c, где v –
раскрываемый подтерм в sj.

Нетрудно доказать, что ∃ i′ ≥ i, ∃ j′ ≥ j: (i′, j′) 6= (i, j) и ri′

и sj′ можно представить в виде конкатенаций

ri′ = a1 u1 . . . an un b w c
sj′ = a1 v1 . . . an vn b w

′ c

соответственно, где w и w′ – термы, w имеет вид ϕ(. . .), и

• либо i′ = k и j′ = m,
• либо раскрываемые термы в ri′ и sj′ содержатся в c.

Таким образом, во всех случаях существует пара (ri′ , sj′) ∈ R
с требуемыми свойствами.

Как было отмечено выше, из доказанного следует соотноше-
ние

(rk, sm) ∈ R
т.е. rk и sm можно представить в виде конкатенаций (3.48) и
(3.49) соответственно, компоненты которых обладают указанны-
ми выше свойствами.

Обозначим записями aω
1 , uω

1 , . . ., vω
n , aω результаты замены в

соответствующих компонентах конкатенаций (3.48) и (3.49) функ-
циональной переменной ϕ на ФС kω . Поскольку термы u1, . . ., un

имеют вид ϕ(. . .), то uω
1 ≡ ω, . . ., uω

n ≡ ω, откуда следуют соотно-
шения

rk[ kω /ϕ] = aω
1 u

ω
1 . . . aω

n u
ω
n a

ω ≡
≡ aω

1 ω . . . aω
n ω a

ω ≤
≤ aω

1 v
ω
1 . . . aω

n v
ω
n a

ω = sm[ kω /ϕ]

которые противоречат соотношениям (3.39) и (3.46).
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3.8 Свойства правил PO, LO, PI, LI

3.8.1 Безопасность PO

Теорема 15
Вычислительное правило РО безопасно для любой ФП.

Доказательство.
Рассмотрим произвольный терм Ci

Σ,d̄ в вычислительной по-
следовательности, которая строится по правилу РО.

Если Ci
Σ,d̄ имеет вид ϕ(. . .), то Ci,ω

Σ,d̄
[σ/ϕ] = ω, т.е. в этом случае

условие (3.34) выполнено.
Рассмотрим случай, когда Ci

Σ,d̄ имеет вид

g(. . . ϕ(ē1) . . . ϕ(ēk) . . .) (3.51)

где g ∈ Fun, и ϕ(ē1), . . ., ϕ(ēk) – раскрываемые подтермы.
Условие (3.34) для терма (3.51) имеет вид

g(. . . ω . . . ω . . .) = ω (3.52)

где терм в левой части является результатом замены подтермов
ϕ(ēi) терма (3.51) на ω.

Докажем соотношение (3.52). Предположим, что оно неверно,
т.е. для некоторой константы d 6= ω верно соотношение

g(. . . ω . . . ω . . .) = d

Тогда, в силу монотонности функции g, для каждого списка
b1, . . . , bk констант соответствующих типов верно соотношение

g(. . . b1 . . . bk . . .) = d (3.53)

откуда следует, что значение терма Ci
Σ,d̄ равно d, поскольку

• ϕ(ē1), . . ., ϕ(ēk) – самые внешние подтермы терма Ci
Σ,d̄, име-

ющие вид ϕ(. . .), и

• в терме Ci
Σ,d̄ нет переменных.
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Согласно нижеследующей лемме, из совпадения значения тер-
ма Ci

Σ,d̄ с константой d следует совпадение самого терма Ci
Σ,d̄ с

константой d, которое противоречит предположению о том, что
Ci

Σ,d̄ имеет вид (3.51).

Лемма.
Для любого неупрощаемого терма v и любой константы d 6= ω

верна импликация
v ≡ d ⇒ v = d (3.54)

(где равенство понимается как совпадение термов, а не их зна-
чений).

Доказательство.
Индукция по длине терма v.
Соотношение v ≡ d не может быть верным, когда

• v = d′, где d′ – константа и d′ 6= d

• v = x, где x – переменная, т.к. в этом случае

v(d′/x) = d′ 6= d

если d′ – константа и d′ 6= d

• v имеет вид ϕ(. . .), т.к. в этом случае

v[ kω /ϕ] ≡ ω 6= d

Предположим, что соотношение v ≡ d верно, когда

v = g(v1, . . . , vn), где g ∈ Fun

Докажем, что в этом случае будет верно совпадение термов

v̂ = d (3.55)

которое противоречит предположению о неупрощаемости v.
(3.55) следует из доказываемого ниже соотношения

g(d1, . . . , dn) ≡ d, где ∀ i = 1, . . . , n

di
def
=

{
vi если vi – константа
ω иначе.

(3.56)
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Для каждого терма u мы будем обозначать записью uω терм,
получаемый из u[ kω /ϕ] заменой всех входящих в него перемен-
ных на константу ω.

Из v ≡ d следует, что

d ≡ vω = g(vω
1 , . . . , v

ω
n) (3.57)

Докажем, что

∀ i = 1, . . . , n vω
i ≡ di (3.58)

• Если vi – константа, то di = vi = vω
i .

• Если vi – не константа, то di = ω, и если бы vω
i не был

эквивалентен ω, т.е.

vω
i ≡ d′ 6= ω

то было бы верно соотношение

vi ≡ d′ 6= ω (3.59)

Поскольку терм v неупрощаемый, то терм vi тоже неупро-
щаемый. По индуктивному предположению, верна импли-
кация (3.54), с заменой v на vi, т.е. из (3.59) следует равен-
ство

vi = d′

которое противоречит предположению о том, что vi – не
константа.

Соотношение (3.56) следует из (3.57) и (3.58).
Таким образом, соотношение v ≡ d может быть верно только

в том случае, когда v является константой d.

3.8.2 Безопасность LO

Теорема 16
Если в ФП Σ каждому входящему в неё ФС, за исключени-

ем if _then_else, сопоставлена функция, являющаяся естествен-
ным продолжением, то вычислительное правило LО является
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безопасным для Σ.

Доказательство.
Обозначим символом r раскрываемый подтерм в терме Ci

Σ,d̄

вычислительной последовательности, которая строится по пра-
вилу LО.

Если r = Ci
Σ,d̄, то C

i,ω
Σ,d̄

[σ/ϕ] = ω, т.е. в этом случае условие
(3.34) выполнено.

Пусть r 6= Ci
Σ,d̄. Так как r – самый внешний подтерм вида

ϕ(. . .) в терме Ci
Σ,d̄, то существует последовательность r1, . . ., rn

подтермов терма Ci
Σ,d̄, обладающая следующими свойствами:

• r1 = r, rn = Ci
Σ,d̄

• ∀ j = 1, . . . , n− 1 терм rj+1 имеет вид

g(v1, . . . , vm) (g ∈ Fun) (3.60)

где для некоторого k ∈ {1, . . . ,m} vk = rj.

Терм r является подтермом всех термов r1, . . ., rn. Обозна-
чим записью rω

j (где j = 1, . . . , n) терм, получаемый из терма rj

заменой его подтерма r на константу ω.
Докажем индукцией по j, что ∀ j = 1, . . . , n

rω
j = ω. (3.61)

Для j = 1 соотношение (3.61), очевидно, верно.
Пусть для некоторого j ∈ {1, . . . , n− 1}

• верно (3.61),

• rj+1 имеет вид (3.60), и

• ∃ k ∈ {1, . . . ,m} : vk = rj

тогда
rω
j+1 = g(v1, . . . , vk−1, r

ω
j , vk+1, . . . , vm) (3.62)

Если g 6= if _then_else, то соотношение

rω
j+1 = ω
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следует из (3.61), (3.62), и предположения о том, что функция,
соответствующая ФС g, является естественным продолжением.

Пусть g = if _then_else. Докажем, что в этом случае номер
k, такой, что vk = rj, равен 1.

Если k 6= 1, то r входит в v2 или v3. По предположению, r яв-
ляется самым левым из самых внешних подтермов вида ϕ(. . .) в
терме Ci

Σ,d̄. Поэтому v1 не содержит вхождений ϕ. Следователь-
но, v1 состоит только из констант и ФС. Поскольку v1 неупро-
щаемый, то, значит, он является константой.

Согласно определению функции if _then_else, если v1 явля-
ется константой, то терм

rj+1 = if _then_else(v1, v2, v3)

является упрощаемым. Это противоречит тому, что терм rj+1 –
неупрощаемый, поскольку он является подтермом неупрощаемо-
го терма Ci

Σ,d̄.
Итак, k = 1, и

rj+1 = if _then_else(rj, v2, v3)

откуда следует, что

rω
j+1 = if _then_else(rω

j , v2, v3) (3.63)

Учитывая

• индуктивное предположение rω
j = ω, и

• определение функции if_then_else

заключаем, что (3.63) = ω.
Таким образом, ∀ j = 1, . . . , n верно (3.61).
В частности, rω

n = ω, поэтому

Ci,ω
Σ,d̄

[σ/ϕ] = rω
n [σ/ϕ] = ω.
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3.8.3 Пример небезопасности LO

В излагаемом ниже примере используется ФС · типа

(int, int)→ int

которому соответствует следующая монотонная функция:

• на Z× Z она совпадает с обычным умножением

• 0 · ω = ω · 0 = 0

• ∀ d ∈ Z \ {0} d · ω = ω · d = ω

• ω · ω = ω

Рассмотрим ФП

Σ :
ϕ(x) = (x = 0) ? 0

: ϕ(x+ 1) · ϕ(x− 1)

σ принимает на всех аргументах значение 0. Однако вычисление
ϕ(1) по правилу LO будет бесконечным.

3.8.4 Пример небезопасности PI и LI

Пусть ФП Σ имеет вид

Σ :
ϕ(x, y) = (x = 0) ? 1

: ϕ(x− 1, ϕ(x, y))

Тогда

• σ = (x ≥ 0)? 1 : ω, но

• PIΣ = LIΣ = (x = 0)? 1 : ω.

Например, вычисление ϕ(1, 0) по правилу LI породит бесконеч-
ную последовательность

LI0
Σ = ϕ(1, 0)

LI1
Σ = ϕ(0, ϕ(1, 0))

LI2
Σ = ϕ(0, ϕ(0, ϕ(1, 0)))

. . .
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Глава 4

Верификация ФП

4.1 Задача верификации ФП
Задача верификации ФП заключается в доказательстве того,
что ННТ анализируемых ФП обладают заданными свойствами.
Наиболее часто эти свойства представляют собой утверждения
вида

∀ x̄ e (4.1)

где e – терм типа bool, и x̄ – список переменных из V ar(e). Утвер-
ждение (4.1) считается верным, если для каждого d̄ ∈ Dx̄ значе-
ние терма e(d̄) равно >.

К числу основных методов верификации ФП относятся изла-
гаемые ниже методы вычислительной индукции и структурной
индукции.

4.2 Метод вычислительной индукции

4.2.1 Описание метода

Многие задачи верификации ФП могут быть сведены к следую-
щей задаче: пусть заданы

• полное ЧУМ P ,

• непрерывный функционал F : P → P , и
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• подмножество Q ⊆ P , которое является замкнутым, т.е.
удовлетворяет условию: для каждой цепи

p0 ≤ p1 ≤ . . .

элементов P верна импликация(
∀ i ≥ 0 pi ∈ Q

)
⇒ sup pi ∈ Q

Требуется доказать, что

fixF ∈ Q (4.2)

Метод вычислительной индукции (ВИ) заключается в
сведении задачи доказательства соотношения (4.2) к проверке
следующих двух условий:

1. 0 ∈ Q (где 0 – наименьший элемент ЧУМ P )

2. ∀ p ∈ Q F (p) ∈ Q

Второе из этих условий можно заменить на следующее усло-
вие: для каждого i > 0 верна импликация(

∀ j < i F j(0) ∈ Q
)
⇒ F i(0) ∈ Q (4.3)

P и F могут иметь, например, следующий вид:

• P = PΣ, где Σ – ФП, и F = FΣ, или

• P = PΣ × PΣ′ × . . ., где

– Σ,Σ′, . . . – ФП,

– отношение порядка на P определяется покомпонентно:

(p1, p
′
1, . . .) ≤ (p2, p

′
2, . . .) ⇔ p1 ≤ p2, p′1 ≤ p′2, . . .

– наименьшим элементом P является список наимень-
ших элементов ЧУМ PΣ, PΣ′ , . . .

и ∀ f̄ = (f, f ′, . . .) ∈ P F (f̄)
def
= (FΣ(f), FΣ′(f ′), . . .)
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При верификации ФП методом ВИ можно использовать сле-
дующие утверждения.

• Если Q1 и Q2 – замкнутые подмножества полного ЧУМ P ,
то подмножество Q1 ∩Q2 тоже замкнуто.

• Для любых непрерывных функционалов F1 и F2 на P под-
множества

{p ∈ P | F1(p) ≤ F2(p)} и {p ∈ P | F1(p) = F2(p)}

являются замкнутыми.

4.2.2 Примеры верификации ФП методом ВИ

В этом параграфе излагаются некоторые примеры верификации
ФП методом ВИ. Во всех этих примерах проверка первого усло-
вия (0 ∈ Q) опущена по причине ее тривиальности. Мы будем
предполагать, что функции, используемые в ФП в этом пункте
(p, h, k, . . .), принимают значение ω на аргументе ω.

Пример 1

Требуется доказать, что ∀x σσ(x) = σ(x), где

Σ : ϕ(x) = p(x)? x : ϕϕh(x)

Определим Q
def
= {f ∈ PΣ | σf = f}.

Пусть f ∈ Q. Докажем, что FΣ(f) ∈ Q, т.е.

σFΣ(f) = FΣ(f) (4.4)

Лев.Ч.(4.4) = σ(p(x)? x : ffh(x)) =
= p(x)? σ(x) : σffh(x) =
= p(x)? (p(x)? x : σσh(x)) : σffh(x) =
= p(x)? x : σffh(x) =
= p(x)? x : ffh(x) = Прав.Ч.(4.4)

Отметим, что если определить Q def
= {f ∈ PΣ | ff = f}, то

тогда доказать требуемое свойство не получится.
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Пример 2

Требуется доказать, что ∀x, y h σ(x, y) = σ(x, h(y)), где

Σ : ϕ(x, y) = p(x)? y : hϕ(k(x), y)

Определим Q
def
= {f ∈ PΣ | ∀x, y hf(x, y) = f(x, h(y))}.

Пусть f ∈ Q. Докажем, что FΣ(f) ∈ Q, т.е. ∀x, y

h(FΣ(f)(x, y)) = FΣ(f)(x, h(y)) (4.5)

Лев.Ч.(4.5) = h(p(x)? y : hf(k(x), y)) =
= p(x)? h(y) : hhf(k(x), y) =
= p(x)? h(y) : hf(k(x), h(y)) = Прав.Ч.(4.5)

Пример 3

Требуется доказать, что ∀x σ1(x) = σ3(x), где

Σ :


ϕ1(x) = p(x)? ϕ1ϕ2h(x) : ϕ2g(x)
ϕ2(x) = q(x)? kϕ2ϕ1(x) : kh(x)
ϕ3(x) = p(x)? ϕ3kϕ4h(x) : kϕ4g(x)
ϕ4(x) = q(x)? kϕ4ϕ3(x) : h(x)

Определим Q
def
= {f̄ ∈ PΣ | (f1 = f3) ∧ (f2 = kf4)}.

Пусть f̄ ∈ Q. Докажем, что FΣ(f̄) ∈ Q, т.е.

(FΣ(f̄))1 = (FΣ(f̄))3 (4.6)

(FΣ(f̄))2 = k(FΣ(f̄))4 (4.7)

Лев.Ч.(4.6) = p(x)? f1f2h(x) : f2g(x) =
= p(x)? f3kf4h(x) : kf4g(x) = Прав.Ч.(4.6)

Лев.Ч.(4.7) = q(x)? kf2f1(x) : kh(x) =
= k(q(x)? f2f1(x) : h(x)) =
= k(q(x)? kf4f3(x) : h(x)) = Прав.Ч.(4.7)
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Пример 4

Требуется доказать, что ∀x σ(x, 0, x) = σ′(x, 0), где

Σ : ϕ(x, y, z) = (x = 0)? y : ϕ(x− 1, y + z, z)
Σ′ : ϕ(x, y) = (x = 0)? y : ϕ(x− 1, y + 2x− 1)

Мы докажем более общее соотношение:

∀x, y (σ(y, x(x− y), x) = σ′(y, x2 − y2)) (4.8)

Искомое соотношение является частным случаем (4.8) (при y =
x).

Определим

• P def
= PΣ × PΣ′

• F : P → P, F (f, f ′)
def
= (FΣ(f), FΣ′(f ′)), и

• Q def
=

{
(f, f ′) ∈ P

∣∣∣∣∣ ∀x, y f(y, x(x− y), x) =
= f ′(y, x2 − y2)

}

Пусть (f, f ′) ∈ Q. Докажем, что (FΣ(f), FΣ′(f ′)) ∈ Q, т.е. ∀x, y

FΣ(f)(y, x(x− y), x) = FΣ′(f ′)(y, x2 − y2) (4.9)

Лев.Ч.(4.9) =
= (y = 0)? x(x− y) : f(y − 1, x(x− y) + x, x) =
= (y = 0)? x2 : f(y − 1, x(x− (y − 1)), x) =
= (y = 0)? x2 : f ′(y − 1, x2 − (y − 1)2) =
= (y = 0)? x2 − y2 : f ′(y − 1, (x2 − y2) + 2y − 1) =
= Прав.Ч.(4.9)

Пример 5

Требуется доказать, что ∀x σ(x) = σ′(x), где

Σ : ϕ(x, y) = p(x)? y : hϕ(k(x), y)
Σ′ : ϕ(x, y) = p(x)? y : ϕ(k(x), h(y))

Мы докажем более сильное соотношение:

∀x, y
{
σ(x, y) = σ′(x, y)
σ′(x, h(y)) = hσ′(x, y)

}
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(где запись вида
{
e1

e2

}
является другой формой записи e1∧ e2).

Определим

• P и F так же, как в предыдущем примере, и

• Q def
= {(f, f ′) ∈ P | ∀x, y

{
f(x, y) = f ′(x, y)
f ′(x, h(y)) = hf ′(x, y)

}
}

Пусть (f, f ′) ∈ Q. Докажем, что (FΣ(f), FΣ′(f ′)) ∈ Q, т.е. ∀x, y

FΣ(f)(x, y) = FΣ′(f ′)(x, y) (4.10)

FΣ′(f ′)(x, h(y)) = hFΣ′(f ′)(x, y) (4.11)

Лев.Ч.(4.10) = p(x)? y : hf(k(x), y) =
= p(x)? y : hf ′(k(x), y) =
= p(x)? y : f ′(k(x), h(y)) = Прав.Ч.(4.10)
Лев.Ч.(4.11) = p(x)? h(y) : f ′(k(x), hh(y)) =
= p(x)? h(y) : hf ′(k(x), h(y)) =
= h(p(x)? y : f ′(k(x), h(y))) = Прав.Ч.(4.11)
Другой способ доказательства соотношения σ = σ′ заключа-

ется в том, что вместо условия 2 в определении метода ВИ, т.е.
вместо импликации

(f, f ′) ∈ Q ⇒ F (f, f ′) ∈ Q

доказывается следующее утверждение: ∀ i ≥ 0 верна импликация
(4.3), в которой

Q
def
= {(f, f ′) ∈ P | f = f ′}

Для каждого i ≥ 0 элемент F i(0) является парой функций,
которую мы будем обозначать записью (f i, (f ′)i).

(4.3) доказывается следующим образом.

1. Если i = 0, то (4.3) представляет собой утверждение

f 0 = (f ′)0

т.е. kω = kω , что, очевидно, верно.
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2. Если i = 1, то (4.3) представляет собой утверждение

(f 0 = (f ′)0) ⇒ (f 1 = (f ′)1)

т.е. FΣ( kω ) = FΣ′( kω ). Данное равенство обосновывается
следующим образом:

FΣ( kω )(x, y) = p(x)? y : h kω (k(x), y) =
= p(x)? y : h(ω) = p(x)? y : ω =

= p(x)? y : kω (k(x), h(y)) = FΣ′( kω )(x, y)

3. Пусть i > 1. Для доказательства равенства

f i = (f ′)i

мы будем использовать предположение об истинности ра-
венств

f i−1 = (f ′)i−1 и f i−2 = (f ′)i−2

f i(x, y) = p(x)? y : hf i−1(k(x), y) =
= p(x)? y : h(f ′)i−1(k(x), y) =
= p(x)? y : h(pk(x)? y : (f ′)i−2(kk(x), h(y))) =
= p(x)? y : h(pk(x)? y : f i−2(kk(x), h(y))) =
= p(x)? y : (pk(x)? h(y) : hf i−2(kk(x), h(y))) =
= p(x)? y : f i−1(k(x), h(y)) =
= p(x)? y : (f ′)i−1(k(x), h(y)) = (f ′)i(x, y)

4.3 Метод структурной индукции

4.3.1 Описание метода

Метод структурной индукции (СИ) для верификации ФП
может использоваться в тех случаях, когда доказываемое утвер-
ждение о ФП имеет вид (4.1), и Dx̄ представляет собой фунди-
рованное ЧУМ.

Напомним, что ЧУМ называетсяфундированным (ФЧУМ),
если в нём нет бесконечно убывающих цепей, т.е. подмножеств
вида {p0, p1, . . .}, где p0 > p1 > . . ..

Приведем несколько примеров ФЧУМ.
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1. Множество N натуральных чисел с обычным отношением
порядка.

2. Множество S символьных строк, порядок на котором свя-
зан с длиной:

∀ s, r ∈ S s < r ⇔ length(s) < length(r)

где length – функция, вычисляющая длину строки (т.е. ко-
личество символов в ней).

3. Множество P n списков длины n, состоящих из элементов
ФЧУМ P , с лексикографическим отношением порядка:
неравенство

(p1, . . . , pn) < (p1, . . . , pn)

верно, если p1 < p′1, или ∃ i ∈ {2, . . . , n} : p1 = p′1, . . .,
pi−1 = p′i−1, pi < p′i.

Метод СИ для обоснования утверждения

∀ d̄ ∈ Dx̄ e(d̄) = >

в случае, когдаDx̄ – ФЧУМ, заключается в доказательстве утвер-
ждения о том, что для произвольного d̄ ∈ Dx̄ верна импликация

(∀ d̄′ < d̄ e(d̄′) = >) ⇒ e(d̄) = >. (4.12)

Данный метод обосновывается следующим образом: если для
некоторого d̄ ∈ Dx̄ значение e(d̄) было бы равно ⊥, то ∃ d̄0 ∈ Dx̄:

• e(d̄0) = ⊥, и

• для каждого d̄′ < d̄0 e(d̄′) = >.

(нетрудно доказать, что если такого d̄0 не существует, то в Dx̄

можно построить бесконечно убывающую цепь). Эта ситуация
противоречит импликации (4.12) для d̄ = d̄0.
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4.3.2 Примеры верификации ФП методом СИ

Пример 1 (функция Аккермана)

Требуется доказать, что ∀x, y ∈ N σ(x, y) 6= ω, где

Σ :


ϕ(x, y) = (x = 0) ? y + 1

: (y = 0) ? ϕ(x− 1, 1)
: ϕ(x− 1, ϕ(x, y − 1))

(переменные x, y имеют тип nat).
Поскольку D(x,y) = N2 – ФЧУМ относительно лексикографи-

ческого порядка, то требуемое свойство можно доказать методом
СИ.

• Если x = 0, то σ(x, y) = y + 1 6= ω.

• Пусть x > 0, и ∀ (x′, y′) < (x, y) σ(x′, y′) 6= ω. Докажем, что
σ(x, y) 6= ω.

– Если y = 0, то σ(x, y) = σ(x− 1, 1).
Т.к. (x − 1, 1) < (x, y) то, по индуктивному предполо-
жению, σ(x− 1, 1) 6= ω.

– Если y 6= 0, то, т.к. (x, y− 1) < (x, y), то, по индуктив-
ному предположению,

σ(x, y − 1) 6= ω

откуда, используя неравенство

(x− 1, σ(x, y − 1)) < (x, y)

получаем требуемое соотношение σ(x, y) 6= ω.

Пример 2 (вычисление факториала)

Требуется доказать, что ∀x ∈ N

σ′(x, 0) = σ(x) (4.13)
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где
Σ : ϕ(x) = (x = 0)? 1 : x · ϕ(x− 1)
Σ′ : ϕ(x, y) = (x = y)? 1 : ϕ(x, y + 1) · (y + 1)

(переменные x, y имеют тип nat).
Мы докажем более общее утверждение: ∀x ∈ N

∀ y ∈ N
(
σ′(x+ y, y) · σ(y) = σ(x+ y)

)
(4.14)

(4.13) является частным случаем (4.14) (при y = 0).

• Если x = 0, то (4.14) имеет вид

∀ y ∈ N (σ′(y, y) · σ(y) = σ(y))

что верно, т.к. ∀ y ∈ N σ′(y, y) = 1.

• Пусть x > 0, и для каждого натурального z < x верно
утверждение

∀ y ∈ N
(
σ′(z + y, y) · σ(y) = σ(z + y)

)
Докажем, что тогда будет верно и (4.14).
Для каждого натурального y

σ′(x+ y, y) · σ(y) =
= σ′(x+ y, y + 1) · (y + 1) · σ(y) =
= σ′(x+ y, y + 1) · σ(y + 1) =
= σ′((x− 1) + (y + 1), y + 1) · σ(y + 1) =
= σ((x− 1) + (y + 1)) = σ(x+ y).

Пример 3 (функция Фибоначчи)

Требуется доказать, что ∀x ∈ N

σ′(x, 1, 1) = σ(x) (4.15)

где
Σ : ϕ(x) = (x ∈ {0, 1})? 1 : ϕ(x− 1) + ϕ(x− 2)
Σ′ : ϕ(x, a, b) = (x = 0)? a : ϕ(x− 1, b, a+ b)

(переменные x, a, b имеют тип nat).
Мы докажем более общее утверждение: ∀x ∈ N

∀ y ∈ N σ(x+ y) = σ′(x, σ(y), σ(y + 1)) (4.16)

(4.15) является частным случаем (4.16) (при y = 0).
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• Если x = 0, то (4.16) имеет вид

∀ y ∈ N σ(y) = σ′(0, σ(y), σ(y + 1))

что верно согласно определению ФП Σ′.

• Пусть x > 0, и для каждого натурального z < x верно
утверждение

∀ y ∈ N σ(z + y) = σ′(z, σ(y), σ(y + 1))

Докажем, что тогда будет верно и (4.16).

Для каждого натурального y

σ(x+ y) =
= σ((x− 1) + (y + 1)) =
= σ′(x− 1, σ(y + 1), σ(y + 2)) =
= σ′(x− 1, σ(y + 1), σ(y + 1) + σ(y)) =
= σ′(x, σ(y), σ(y + 1)).

Пример 4 (функция инвертирования строк)

Требуется доказать, что ∀x ∈ S

r(x) 6= ω и rr(x) = x (4.17)

где r – функция инвертирования строк, определяемая следую-
щим образом: r(x)

def
= σ(x, ε), где

Σ : ϕ(x, y) = (x = ε)? y : ϕ(x′, x̂ · y)

(переменные x, y имеют тип string).
Мы докажем более общее утверждение: ∀x ∈ S

∀ y ∈ S σ(x, y) 6= ω и rσ(x, y) = σ(y, x) (4.18)

(4.17) является частным случаем (4.18) (при y = ε).

• Если x = ε, то (4.18) имеет вид

∀ y ∈ S σ(ε, y) 6= ω и rσ(ε, y) = σ(y, ε) (4.19)
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Согласно определению ФП Σ и функции r, (4.19) можно
переписать в виде

∀ y ∈ S y 6= ω и r(y) = r(y)

что, очевидно, верно.

• Пусть x 6= ε, и для каждой строки z < x верно утверждение

∀ y ∈ S σ(z, y) 6= ω и rσ(z, y) = σ(y, z) (4.20)

Докажем, что тогда будет верно и (4.18).

Используя (4.20) для z def
= x′ (что возможно, т.к. x′ < x) и

определение ФП Σ, получаем: для каждой строки y

– σ(x, y) = σ(x̂ · x′, y) = σ(x′, x̂ · y) 6= ω

– rσ(x, y) = rσ(x̂ · x′, y) = rσ(x′, x̂ · y) = σ(x̂ · y, x′) =
= σ(y, x̂ · x′) = σ(y, x).

Пример 5 (сортировка)

Требуется доказать, что ∀x ∈ S

ord(sort(x)) = 1 (4.21)

где

• sort – функция сортировки строк, определяемая ФП
sort(x) = (x = ε) ? ε : insert(x̂, sort(x′))
insert(a, y) = (y = ε) ? a · ε

: (a ≤ ŷ) ? a · y
: ŷ · insert(a, y′)

• ord – функция проверки упорядоченности строки, опреде-
ляемая ФП

ord(x) = (x = ε) ? 1
: (x′ = ε) ? 1

: (x̂ ≤ (x′)∧) ? ord(x′)
: 0
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Ниже мы будем обозначать терм вида insert(a, y) сокращён-
ной записью a→ y.

Если x = ε, то sort(x) = ε, и

ord(sort(x)) = ord(ε) = 1

Если x 6= ε, то доказываемое равенство (4.21) можно перепи-
сать в виде

ord(x̂→ sort(x′)) = 1 (4.22)

По индуктивному предположению, верно равенство

ord(sort(x′)) = 1

из которого следует (4.22) по нижеследующей лемме.

Лемма.
Имеет место импликация

ord(y) = 1 ⇒ ord(a→ y) = 1 (4.23)

Доказательство.
Доказываем лемму индукцией по y.
Если y = ε, то правая часть в (4.23) имеет вид

ord(a · ε) = 1

что верно по определению ord.
Пусть y 6= ε, и для каждого z < y верна импликация

ord(z) = 1 ⇒ ord(a→ z) = 1 (4.24)

Обозначим c
def
= ŷ, d

def
= y′.

(4.23) имеет вид

ord(c · d) = 1 ⇒ ord(a→ c · d) = 1 (4.25)

Для доказательства импликации (4.25) нужно доказать, что
при условии ord(c · d) = 1 верны импликации

(a) a ≤ c ⇒ ord(a · (c · d)) = 1,
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(b) c < a ⇒ ord(c · (a→ d)) = 1

(a) верно потому, что из a ≤ c следует

ord(a · (c · d)) = ord(c · d) = 1

Докажем (b).

• d = ε. В этом случае правая часть в (b) имеет вид

ord(c · (a · ε)) = 1 (4.26)

(4.26) следует из c < a.

• d 6= ε. Обозначим p
def
= d̂, q

def
= d′.

В этом случае надо доказать, что при c < a

ord(c · (a→ p · q)) = 1 (4.27)

1. Если a ≤ p, то (4.27) имеет вид

ord(c · (a · (p · q))) = 1 (4.28)

Т.к. c < a ≤ p, то (4.28) следует из равенств

ord(c · (a · (p · q))) = ord(a · (p · q)) = ord(p · q) =
= ord(c · (p · q)) = ord(c · d) = 1

2. Если p < a, то (4.27) имеет вид

ord(c · (p · (a→ q))) = 1 (4.29)

Поскольку по предположению

ord(c · d) = ord(c · (p · q)) = 1

то c ≤ p, и поэтому (4.29) можно переписать в виде

ord(p · (a→ q)) = 1 (4.30)

При p < a

a→ d = a→ p · q = p · (a→ q)
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поэтому (4.30) можно переписать в виде

ord(a→ d) = 1 (4.31)

(4.31) следует по индуктивному предположению для
леммы (т.е. из импликации (4.24), в которой z def

= d) из
равенства

ord(d) = 1

которое обосновывается цепочкой равенств

1 = ord(c · d) = ord(c · (p · q)) = (т.к. c ≤ p)
= ord(p · q) = ord(d).

4.4 Другие методы верификации ФП

4.4.1 Оценка ННТ сверху

Если проверяемое свойство ФП Σ имеет вид σ ≤ f , где f – задан-
ная функция, то для доказательства этого свойства достаточно
доказать неравенство

FΣ(f) ≤ f

Пример

Требуется доказать, что σ ≤ f , где

Σ : ϕ(x) = (x > 100)? x− 10 : ϕϕ(x+ 11)

f
def
= (x > 100)? x− 10 : 91

Докажем, что FΣ(f) ≤ f , т.е.

(x > 100)? (x− 10) : ff(x+ 11) ≤ f

Поскольку

f(x+ 11) =
= (x+ 11 > 100)? x+ 11− 10 : 91 =
= (x ≥ 90)? x+ 1 : 91
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то
ff(x+ 11) =
= f((x ≥ 90)? x+ 1 : 91) =
= (x ≥ 90)? f(x+ 1) : f(91) =
= (x ≥ 90)? f(x+ 1) : 91

Таким образом,

FΣ(f) = (x > 100) ? (x− 10)
: (x ≥ 90) ? f(x+ 1)

: 91
(4.32)

Подвыражение f(x+1) в (4.32) вычисляется только для x ∈ {90,
. . . , 100}, и для всех таких значений x значение f(x + 1) равно
91. Отсюда следует равенство (4.32) = f .

4.4.2 Эквивалентные преобразования ФП

Иногда доказательство свойств ННТ ФП можно существенно
упростить, если вместо анализируемой ФП Σ рассматривать ФП
Σ′, получаемую из Σ

• раскрытием некоторых подтермов, или

• заменами вида [σ/ϕ].

Можно доказать, что Σ и Σ′ имеют одинаковые ННТ. Ниже
мы доказываем это для случая, когда Σ′ получается из Σ рас-
крытием одного подтерма или одной заменой вида [σ/ϕ].

Теорема 17
Пусть задана ФП Σ вида

Σ : ϕ(x̄) = e

и терм e′ получается из e раскрытием одного подтерма.
Тогда σ = σ′, где Σ′ : ϕ(x) = e′.

Доказательство.
Для каждого d̄ ∈ Dx̄ терм e′(d̄) получается из терма e(d̄)

заменой подтерма вида ϕ(e1, . . . , en) на терм e(e1/x1, . . . , en/xn).
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Согласно утверждению 1 в доказательстве теоремы 9, значения
термов e(d̄)[σ/ϕ] и e′(d̄)[σ/ϕ] совпадают. Поскольку значение пер-
вого из этих термов равно σ(d̄), то

σ(d̄) = e′[σ/ϕ](d̄)

т.е. σ – НТ Σ′, откуда следует неравенство σ′ ≤ σ.
Докажем методом ВИ обратное неравенство: σ ≤ σ′.
Определим

• P def
= PΣ × PΣ′

• F : P → P, F (f, f ′)
def
= (FΣ(f), FΣ′(f ′)) = (e[f/ϕ], e′[f ′/ϕ])

• Q def
= {(f, f ′) ∈ P |

{
f ≤ f ′

f ≤ e[f/ϕ]

}
}

Докажем, что верна импликация p ∈ Q ⇒ F (p) ∈ Q, т.е.{
f ≤ f ′

f ≤ e[f/ϕ]

}
⇒

{
e[f/ϕ] ≤ e′[f ′/ϕ]
e[f/ϕ] ≤ e[e[f/ϕ]/ϕ]

}
(4.33)

Обозначим конъюнктивные члены в правой части (4.33) через
A и B, и докажем, что каждый из них следует из левой части
(4.33).

A: Из f ≤ f ′ и монотонности FΣ′ следует неравенство

e′[f/ϕ] ≤ e′[f ′/ϕ] (4.34)

Искомое неравенство следует из (4.34) и из неравенства

e[f/ϕ] ≤ e′[f/ϕ] (4.35)

(4.35) верно потому, что

– e′[f/ϕ] получается из e[f/ϕ] заменой подтерма вида
f(e1, . . . , en) на e[f/ϕ](e1/x1, . . . , en/xn), и

– из f ≤ e[f/ϕ] следует неравенство

f(e1, . . . , en) ≤ e[f/ϕ](e1/x1, . . . , en/xn).
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B: Из f ≤ e[f/ϕ] и монотонности FΣ следует неравенство

e[f/ϕ] ≤ e[e[f/ϕ]/ϕ].

Таким образом, fixF = (σ, σ′) ∈ Q, откуда следует σ ≤ σ′.

Теорема 18
Пусть задана ФП Σ вида

Σ : ϕ(x) = e

и терм e′ получается из e заменой одного из вхождений функци-
ональной переменной ϕ на ФС σ.

Тогда σ = σ′, где Σ′ : ϕ(x) = e′.

Доказательство.
Т.к. e′[σ/ϕ] = e[σ/ϕ] = σ, то σ – НТ Σ′, поэтому σ′ ≤ σ.
Докажем методом ВИ, что σ ≤ σ′.
Определим

• P def
= PΣ × PΣ′

• F : P → P, F (f, f ′)
def
= (FΣ(f), FΣ′(f ′))

• Q def
= {(f, f ′) ∈ P |

{
f ≤ f ′

f ≤ σ

}
}

Докажем, что верна импликация p ∈ Q ⇒ F (p) ∈ Q, т.е.{
f ≤ f ′

f ≤ σ

}
⇒

{
e[f/ϕ] ≤ e′[f ′/ϕ]
e[f/ϕ] ≤ σ

}
(4.36)

Обозначим конъюнктивные члены в правой части (4.36) через
A и B, и докажем, что каждый из них следует из левой части
(4.36).

A: Из f ≤ f ′ и монотонности FΣ′ следует неравенство

e′[f/ϕ] ≤ e′[f ′/ϕ] (4.37)

Искомое неравенство следует из (4.37) и из неравенства

e[f/ϕ] ≤ e′[f/ϕ] (4.38)

(4.38) верно потому, что
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– e[f/ϕ] получается из e заменой всех вхождений ϕ на
f ,

– e′[f/ϕ] можно получить из e заменой

∗ одного из вхождений ϕ на σ, и
∗ остальных вхождений ϕ – на f

– f ≤ σ.

B: Из f ≤ σ и монотонности FΣ следует соотношение

e[f/ϕ] ≤ e[σ/ϕ] = σ.

Таким образом, fixF = (σ, σ′) ∈ Q, откуда следует σ ≤ σ′.

Приведем два примера верификации ФП с использованием
эквивалентных преобразований ФП.

Пример 1

Требуется доказать, что σ = σ′, где

Σ : ϕ(x) = (x > 10)? x− 10 : ϕϕ(x+ 13)
Σ′ : ϕ(x) = (x > 10)? x− 10 : ϕ(x+ 3)

где x – типа nat.
Обозначим через Σ′′ ФП, получаемую из Σ раскрытием под-

терма, начинающегося со второго ϕ:

Σ′′ : ϕ(x) = (x > 10)? x− 10 : A

где A = ϕ

(
(x+ 13 > 10) ? x+ 13− 10

: ϕϕ(x+ 13 + 13)

)
Согласно теореме 17, σ = σ′′.
Т.к. x ≥ 0, то x + 13 > 10, поэтому можно упростить A до

ϕ(x+ 3), в результате чего получим Σ′.
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Пример 2

Требуется доказать, что σ1 = σ3, где

Σ :


ϕ1(x) = p(x)? ϕ3ϕ2ϕ2f(x) : g(x)
ϕ2(x) = q(x)? ϕ3h(x) : k(x)
ϕ3(x) = p(x)? ϕ1ϕ4f(x) : g(x)
ϕ4(x) = q(x)? ϕ2ϕ3h(x) : ϕ2k(x)

Заменим в Σ первое вхождение ϕ2 в e1 и оба вхождения ϕ2

в e4 на ФС σ2. ФП, получившуюся в результате этой замены,
обозначим тем же символом Σ. Согласно вышесказанному, ННТ
ФП

Σ :


ϕ1(x) = p(x)? ϕ3σ2ϕ2f(x) : g(x)
ϕ2(x) = q(x)? ϕ3h(x) : k(x)
ϕ3(x) = p(x)? ϕ1ϕ4f(x) : g(x)
ϕ4(x) = q(x)? σ2ϕ3h(x) : σ2k(x)

совпадает с ННТ исходной ФП.
Определим замкнутое подмножество Q ⊆ PΣ:

Q
def
= {f̄ ∈ PΣ |

{
f1 = f3

σ2f2 = f4

}
}

Нетрудно доказать, что верна импликация

p ∈ Q ⇒ FΣ(p) ∈ Q

т.е. из
{
f1 = f3

σ2f2 = f4

}
следует, что

{
p(x)? f3σ2f2f(x) : g(x) = p(x)? f1f4f(x) : g(x)
σ2(q(x)? f3h(x) : k(x)) = q(x)? σ2f3h(x) : σ2k(x)

}

Из замкнутости Q следует, что fixFΣ
∈ Q, т.е.{

σ1 = σ3

σ2σ2 = σ4

}
откуда следует искомое равенство σ1 = σ3.

Отметим, что в данном примере доказать требуемое свой-
ство без использования эквивалентных преобразований довольно
сложно.
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Глава 5

Задачи

5.1 Нахождение ННТ ФП
1. Найти ННТ ФП

Σ : ϕ(x, y) = (x = 0)? 0 : 1 + ϕ(x− 1, ϕ(y − 2, x))

где x, y – типа int.

2. Найти ННТ ФП

Σ : ϕ(x, y) = (x = 0)? 1 : ϕ(x− 1, ϕ(x− y, y))

где x, y – типа int.

5.2 Доказательство того, что ННТ ФП
имеет заданный вид

1. Доказать, что σ = (xy = 0)? x+ y : 1, где x, y – типа nat, и

Σ :

{
ϕ(x, y) = (xy = 0) ? x+ y

: ϕ(x− 1, ϕ(x, y − 1))

2. Доказать, что σ = x+ y + 1, где x, y – типа nat, и

Σ :

{
ϕ(x, y) = (xy = 0) ? x+ y + 1

: ϕ(ϕ(x− 1, 1), y − 1)

3. Доказать, что σ = (x = 0)? y : 1, где x, y – типа nat, и
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Σ :


ϕ(x, y) = (x = 0) ? y

: (y = 0) ? ϕ(x− 1, 1)
: ϕ(x− 1, ϕ(x, y − 1))

4. Доказать, что

σ =

{
(x > a) ? x− b

: a− b+ c− rem(a− x, c)

где x – типа int, и

• Σ : ϕ(x) = (x > a)? x− b : ϕϕ(x+ b+ c)

• a, b, c ∈ Z, b, c > 0

• rem – функция взятия остатка от деления нацело.

5. Доказать, что

σ =

{
(x > 10) ? x− 10

: rem(x+ 1, 3) + 1

где x – типа nat, и

• Σ : ϕ(x) = (x > 10)? x− 10 : ϕϕ(x+ 13)

• rem – функция взятия остатка от деления нацело.

6. Доказать, что σ = (x < 0)? x+ 1 : 0, где x – типа int, и

Σ : ϕ(x) = (x < 0)? x+ 1 : ϕϕ(x− 2)

7. Доказать, что σ = (x > 100)? x− 10 : 91, где x – типа int,
и

Σ :


ϕ(x) = (x > 100) ? x− 10

: ϕ . . . ϕ︸ ︷︷ ︸
k

(x+ 10(k − 1) + 1)

где k – произвольное целое число, такое, что k ≥ 2.
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5.3 Свойства ННТ ФП
1. Доказать, что верна импликация

x ≥ y ⇒ σ(x) ≥ σ′(y) ≥ 1

где x, y – типа nat, и

Σ : ϕ(x) = (x = 0) ∨ (x = 1)? 1 : ϕ(x− 1) + ϕ(x− 2)

Σ′ : ϕ(x) = (x = 0) ∨ (x = 1)? 1 : 2 · ϕ(x− 2)

2. Доказать, что верна импликация

x > y ⇒ σ(x, x) > σ(y, y)

где x, y – типа nat, и

Σ :


ϕ(x, y) = (x = 0) ? y + 1

: (y = 0) ? ϕ(x− 1, 1)
: ϕ(x− 1, ϕ(x, y − 1))

3. Доказать, что верна импликация

x > 1 ⇒ σ(x) = ω или σ(x) ≤ x

2

где x – типа int, и

• Σ :


ϕ(x) = (x ≤ 1) ? 1

: even(x) ? div(x, 2)
: ϕϕ(3 · div(x, 2) + 2)

• even – функция проверки чётности
• div – функция целочисленного деления

4. Доказать, что

(a) ∀x σ(x) = σ′(x, 0, 1)

(b) ∀x, y σ′′(x, y) ≤
(
σ(x) = σ′(x, y, σ(y))

)
где x, y – типа nat, и

Σ : ϕ(x) = (x = 0)? 1 : x · ϕ(x− 1)

Σ′ : ϕ(x, y, z) = (x = y)? z : ϕ(x, y + 1, (y + 1)z)

Σ′′ : ϕ(x, y) = (x = y)? > : ϕ(x, y + 1)
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5. Доказать, что ∀x σ(x) 6= ω, где x – типа nat, и

Σ : ϕ(x) = even(x)? x
2

: ϕϕ(3x+ 1)

(использовать бинарное представление натуральных чисел)

6. Верно ли, что ∀x > 0 σ(x) 6= ω, где

Σ : ϕ(x) = (x = 1)? 0 : (even(x)? ϕ(x
2
) : ϕ(3x+ 1))

7. Доказать, что ∀x > 0 σ(x) = σ′1(x), где x – типа nat, и

Σ :

{
ϕ(x) = (x = 1) ? 0

: (even(x)? ϕ(x
2
) : ϕ(3x+ 1))

Σ′ :

{
ϕ1(x) = (x = 1)? 0 : ϕ1ϕ2(x)
ϕ2(x) = (x = 1)? 1 : (even(x)? x

2
: ϕ2ϕ2(3x+1

2
))

8. Доказать, что σ(x, h(y)) = hσ(x, y), где

Σ : ϕ(x, y) = p(x)? y : ϕ(k(x), h(y))

9. Доказать, что σ1(x, x) = σ2(x), где

Σ :

{
ϕ1(x, y) = p(x)? ϕ2(y) : ϕ1(h(x), y)
ϕ2(x) = p(x)? x : ϕ2h(x)

10. Доказать, что σ1σ2 = σ3σ4, где

Σ :


ϕ1(x) = q(x)? g(x) : ϕ3ϕ4f(x)
ϕ2(x) = p(x)? x : ϕ2f(x)
ϕ3(x) = p(x)? g(x) : ϕ1ϕ2f(x)
ϕ4(x) = q(x)? x : ϕ4f(x)

11. Доказать, что σ1 = σ4, где

Σ :



ϕ1(x) = p(x)?

(
q(x) ? ϕ3ϕ2g(x)

: ϕ2ϕ3g(x)

)
: h(x)

ϕ2(x) = q(x)? ϕ1f(x) : k(x)
ϕ3(x) = q(x)? ϕ4f(x) : k(x)
ϕ4(x) = p(x)? ϕ5g(x) : h(x)
ϕ5(x) = q(x)? ϕ2ϕ4f(x) : ϕ3k(x)

Для этого необходимо сначала доказать, что

σ5 = σ3σ2 = σ2σ3 и σ3 = σ2
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12. Доказать, что ∀x, y ∈ N

(a) succ(σ(x, y)) = σ(x, succ(y))

(b) σ(σ(x, y), z) = σ(σ(x, z), y)

(c) σ(x, y) = σ(y, x)

где

• succ – функция “следующее число”
• pred – функция “предыдущее число”
• Σ : ϕ(x, y) = (x = 0)? y : ϕ(pred(x), succ(y))

(σ является сложением натуральных чисел)

5.4 Совпадение функций, определяемых
различными ФП

1. Верно ли, что σ = σ′, где

Σ :


ϕ(x, y) = (x = 0) ? y

: (x > 0) ? ϕ(x− 1, y + 1)
: ϕ(x+ 1, y − 1)

Σ′ :


ϕ(x, y) = (x = 0) ? y

: (x > 0) ? ϕ(x− 2, y + 2)
: ϕ(x+ 2, y − 2)

2. Доказать, что σ = σ′1, где

Σ : ϕ(x) = (x = 0)? 0 : ϕh(x)

Σ′ :

{
ϕ1(x) = (x = 0)? 0 : ϕ1ϕ2(x)
ϕ2(x) = (x = 0)? 0 : ϕ2ϕ2h(x)

(x – типа nat)

3. Доказать, что σ = σ′1, где

Σ : ϕ(x) = (x = 0)? 0 : (p(x)? ϕg(x) : ϕh(x))

Σ′ :

{
ϕ1(x) = (x = 0)? 0 : ϕ1ϕ2(x)
ϕ2(x) = (x = 0)? 0 : (p(x)? g(x) : ϕ2ϕ2h(x))

(x – типа nat)
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4. Доказать, что σ = σ′, где

Σ : ϕ(x) = p(x)? ϕϕf(x) : x

Σ′ : ϕ(x) = p(x)? ϕf(x) : x

5. Доказать, что σ1 = σ′, где

Σ :

{
ϕ1(x) = p(x)? ϕ2ϕ1f(x) : x
ϕ2(x) = p(x)? x : ϕ1g(x)

Σ′ : ϕ(x) = p(x)? ϕgϕf(x) : x

6. Доказать, что σ1 = σ′1, где

Σ :

{
ϕ1(x) = p(x)? ϕ1ϕ2f(x) : g(x)
ϕ2(x) = p(x)? ϕ2h(x) : x

Σ′ :

{
ϕ1(x) = p(x)? ϕ2f(x) : g(x)
ϕ2(x) = p(x)? ϕ2h(x) : g(x)

7. Доказать, что σ1 = σ′1, где

Σ :


ϕ1(x) = p(x)? ϕ1ϕ2h(x) : ϕ3(x)
ϕ2(x) = q(x)? fϕ2ϕ1(x) : fh(x)
ϕ3(x) = qg(x)? ϕ3(x) : lgg(x)

Σ′ :


ϕ1(x) = p(x)? ϕ1fϕ2h(x) : lϕ3g(x)
ϕ2(x) = q(x)? fϕ2ϕ1(x) : h(x)
ϕ3(x) = q(x)? ϕ3(x) : g(x)

8. Доказать, что σ1 = σ′1, где

Σ :



ϕ1(x) = p(x)? ϕ2ϕ3f(x) : ϕ2fϕ4g(x)
ϕ2(x) = q(x)? ϕ2f(x) : h(x)
ϕ3(x) = r(x)? fϕ4gϕ5f(x) : ϕ5gk(x)
ϕ4(x) = s(x)? ϕ4k(x) : g(x)
ϕ5(x) = s(x)? ϕ5k(x) : fg(x)

Σ′ :



ϕ1(x) = p(x)? ϕ2gϕ3f(x) : ϕ2g(x)
ϕ2(x) = s(x)? ϕ2k(x) : ϕ4fg(x)
ϕ3(x) = r(x)? ϕ5f(x) : k(x)
ϕ4(x) = q(x)? ϕ4f(x) : h(x)
ϕ5(x) = s(x)? ϕ5k(x) : fg(x)
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9. Доказать, что σ1 = σ′1, где

Σ :



ϕ1(x) =
p(x) ?

(
q(x) ?ϕ3ϕ2g(x)

: ϕ2ϕ3g(x)

)
: h(x)

ϕ2(x) = q(x)? ϕ1f(x) : k(x)
ϕ3(x) = q(x)? ϕ4f(x) : k(x)
ϕ4(x) = p(x)? ϕ5g(x) : h(x)
ϕ5(x) = q(x)? ϕ2ϕ4f(x) : ϕ3k(x)

Σ′ :

{
ϕ1(x) = p(x)? ϕ2ϕ2g(x) : h(x)
ϕ2(x) = q(x)? ϕ1f(x) : k(x)

10. Доказать, что σ = σ′, где

Σ : ϕ(x) = (x = 0)? 1 : 2 · ϕ(x− 1)

Σ′ : ϕ(x) = (x = 0)? 1 :

(
odd(x) ? 2 · ϕ(x−1

2
)2

: ϕ(x
2
)2

)

11. Доказать, что ∀x σ(x, 0, 0) = σ′(x, 0), где

Σ : ϕ(x, y, z) =
= (y = x)? z : ϕ(x, y + 1, z + 3y(y + 1) + 1)

Σ′ : ϕ(x, y) = (x = 0)? y : ϕ(x− 1, y + 3x(x− 1) + 1)

12. Доказать, что ∀x σ(x) = σ′(x, 0) = σ′′(x, 1, 0), где

Σ : ϕ(x) = (x = 0)? 0 : x+ ϕ(x− 1)

Σ′ : ϕ(x, y) = (x = 0)? y : ϕ(x− 1, x+ y)

Σ′′ : ϕ(x, y, z) = (y = x+ 1)? z : ϕ(x, y + 1, y + z)

13. Доказать, что ∀x, y > 0 σ(x, y) = σ′(x, y), где

Σ :


ϕ(x, y) = (x = 0)? 0

: (ϕ(x− 1, y) + 1 = y)? 0
: ϕ(x− 1, y) + 1

Σ′ : ϕ(x, y) = (x < y)? x : ϕ(x− y, y)

(обе ФП вычисляют остаток от деления x на y)

14. Доказать, что ∀x σ(x) = σ′(x, 1) = σ′′(x, 0) = σ′′′(x, 0, 1),
где
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Σ : ϕ(x) = (x = 0)? 1 : x · ϕ(x− 1)

Σ′ : ϕ(x, y) = (x = 0)? y : ϕ(x− 1, xy)

Σ′′ : ϕ(x, y) = (y = x)? 1 : (y + 1) · ϕ(x, y + 1)

Σ′′′ : ϕ(x, y, z) = (y = x)? z : ϕ(x, y + 1, (y + 1) · z)

15. Доказать, что σ1 = r, где

Σ :

{
ϕ1(x) = (x = ε)? x : ϕ2(x̂, ϕ1(x′))
ϕ2(x, y) = (y = ε)? x : ŷ · ϕ2(x, y′)

и r – функция инвертирования строк, определённая в при-
мере 4 пункта 4.3.2.

16. Доказать, что σ = r, где

Σ :

{
ϕ(x) = (x = ε) ? ε
: (x′ = ε) ? x : (ϕ(x′))∧ · ϕ(x̂ · ϕ(ϕ(x′)′))

и r – функция инвертирования строк, определённая в при-
мере 4 пункта 4.3.2.

17. Доказать, что ∀x σ(x) = σ′(x,NIL), где

Σ :

{
ϕ(x) = atom(x) ? cons(x,NIL)

: append(ϕ(car(x)), ϕ(cdr(x)))

Σ′ :

{
ϕ(x, y) = atom(x) ? cons(x, y)

: ϕ(car(x), ϕ(cdr(x), y))

и atom, cons, car, cdr – функции языка LISP, NIL – кон-
станта, которой соответствует пустой список.
(обе ФП определяют LISP-функции сплющивания дерева,
например (a(bc)(de)) преобразуется в (abcde))

18. Доказать, что ∀x 6= ε σ(x, σ′(x)) = 1, где x – типа string,
и

• Σ : ϕ(x, y) = (x = ε)? 0 : ((x̂ = y)? 1 : ϕ(x′, y))

где y – типа char

• Σ′ : ϕ(x) = (x = ε)? ω : ((x′ = ε)? x̂ : ϕ(x′))

(σ(x, y) = результат проверки вхождения символа y в стро-
ку x, и σ′(x) = последний символ в строке x)
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