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Ïðåäèñëîâèå

Ïàðàäèãìà ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîãðàììè-

ðîâàíèÿ

Òåîðèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîãðàìì ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé îñ-
íîâîé ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, êîòîðîå ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé îäíó èç ïàðàäèãì (ò.å. ñîâîêóïíîñòü ïîíÿòèé è
ìåòîäîâ) âûñîêîóðîâíåâîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïðîãðàììû, íà-
ïèñàííûå â ïàðàäèãìå ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, íà-
çûâàþòñÿ ôóíêöèîíàëüíûìè ïðîãðàììàìè.

Ãëàâíîé îñîáåííîñòüþ ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå ïðîãðàììû

• íå â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåéñòâèé, ïðåîáðàçóþùèõ âõîä-
íûå äàííûå â âûõîäíûå,

• à â âèäå îïðåäåëåíèé ôóíêöèé, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ äîëæíû
âû÷èñëÿòüñÿ ýòèìè ïðîãðàììàìè.

Îñíîâíûì äîñòîèíñòâîì ïàðàäèãìû ôóíêöèîíàëüíîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíà ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü ôóíê-
öèîíàëüíóþ çàâèñèìîñòü ðåçóëüòàòà âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû îò
å¼ âõîäíûõ äàííûõ íàèáîëåå ïðîñòûì è åñòåñòâåííûì îáðàçîì.
Êàê ïèñàë îäèí èç êëàññèêîâ ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ Ëîóðåíñ Ïàóëüñîí [1],

Ôóíêöèîíàëüíîå ïðîãðàììèðîâàíèå ñòàâèò ñâîåé öå-
ëüþ ïðèäàòü êàæäîé ïðîãðàììå ïðîñòîå ìàòåìàòè÷å-
ñêîå òîëêîâàíèå, êîòîðîå äîëæíî áûòü íåçàâèñèìî îò
äåòàëåé èñïîëíåíèÿ.
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Èñïîëüçîâàíèå èíñòðóìåíòîâ ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ (â ïåðâóþ î÷åðåäü ðàçâèòûõ ñðåäñòâ òèïèçàöèè äàííûõ)
ïîçâîëÿåò ñîçäàâàòü êîìïàêòíûå è ëåãêî ïîíèìàåìûå ïðîãðàì-
ìû, â êîòîðûõ îòñóòñòâóþò èçëèøíèå äåòàëè, ñâÿçàííûå ñ ðåà-
ëèçàöèåé âñïîìîãàòåëüíûõ îïåðàöèé.

Íà ïðîòÿæåíèè âñåé èñòîðèè ñâîåãî ðàçâèòèÿ ôóíêöèîíàëü-
íîå ïðîãðàììèðîâàíèå çàðåêîìåíäîâàëî ñåáÿ êàê îäèí èç íàèáî-
ëåå ýôôåêòèâíûõ è íàä¼æíûõ èíñòðóìåíòîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
Ïðèìåíåíèå ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äîñòèãëî íàè-
áîëüøèõ óñïåõîâ â çàäà÷àõ ðàçðàáîòêè ñèñòåì èñêóññòâåííîãî
èíòåëëåêòà è îáðàáîòêè ñëîæíîñòðóêòóðèðîâàííûõ äàííûõ.

Èñòîðèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîãðàììèðî-

âàíèÿ

Ôóíêöèîíàëüíîå ïðîãðàììèðîâàíèå âîçíèêëî â ïÿòèäåñÿòûõ ãî-
äàõ ïðîøëîãî âåêà. Îñíîâîïîëîæíèêîì ôóíêöèîíàëüíîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ âûäàþùèéñÿ àìåðèêàíñêèé èíôîðìà-
òèê Äæîí Ìàê-Êàðòè [2]. Îòìåòèì, ÷òî ýòîò ñïåöèàëèñò ÿâ-
ëÿåòñÿ òàêæå îñíîâàòåëåì äðóãîãî âàæíîãî íàïðàâëåíèÿ èíôîð-
ìàòèêè � èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà.

Ïåðâûì ÿçûêîì ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ áûë ÿçûê
Lisp [3] (åãî íàçâàíèå ÿâëÿåòñÿ àááðåâèàòóðîé îò ñëîâîñî÷åòàíèÿ
�List Processing�, êîòîðîå óêàçûâàåò íà ãëàâíîå ïðåäíàçíà÷åíèå
ýòîãî ÿçûêà � îáðàáîòêà ñïèñêîâ). Ýòîò ÿçûê áûë ðàçðàáîòàí â
1958 ã. Äæîíîì Ìàê-Êàðòè â ïåðèîä åãî ðàáîòû â Ìàññà÷óñåò-
ñêîì òåõíîëîãè÷åñêîì èíñòèòóòå. Ïåðâîå îïèñàíèå ýòîãî ÿçûêà
áûëî îïóáëèêîâàíî â 1960 ã. â ñòàòüå [4]. Ñåìàíòèêà [5] ÿçûêà Lisp
(à òàêæå ìíîãèõ äðóãèõ ÿçûêîâ ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ) îñíîâàíà íà λ�èñ÷èñëåíèè ([6], [7]), êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ëîãè÷åñêóþ òåîðèþ, îïèñûâàþùóþ ñâîéñòâà âû÷èñëèòåëü-
íûõ ïðîöåññîâ.

Ïåðâûå ïðèìåíåíèÿ ÿçûêà Lisp áûëè ñâÿçàíû ñ çàäà÷àìè ñèì-
âîëüíîé îáðàáîòêè äàííûõ è ðàçðàáîòêîé ñèñòåì ïðèíÿòèÿ ðåøå-
íèé. Â ïîñëåäóþùèå ãîäû Lisp è åãî äèàëåêòû (Common Lisp [8],
Scheme [13] è äð.) èñïîëüçîâàëèñü â ñàìûõ ðàçíûõ ïðîåêòàõ, ñðå-
äè êîòîðûõ: ðàçðàáîòêà èíòåëëåêòóàëüíûõ ñèñòåì, äåêîäèðîâà-
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íèå ãåíîìà ÷åëîâåêà, ïðîåêòèðîâàíèå àâèàëàéíåðîâ, ðàçðàáîòêà
Èíòåðíåò-ñåðâåðîâ è ñëóæá, ñèñòåì óïðàâëåíèÿ áàçàìè äàííûõ,
íàó÷íûå ðàñ÷¼òû è ò.ä.

Îäíèì èç ãëàâíûõ íàïðàâëåíèé ðàçâèòèÿ ÿçûêîâ ôóíêöèî-
íàëüíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ áûëî ñîçäàíèå ðàçëè÷íûõ ñðåäñòâ
òèïèçàöèè äàííûõ [9]. Â êîíöå 70-õ � íà÷àëå 80-õ ãîäîâ XX âåêà
áüëè ñîçäàíû ðàçëè÷íûå ìîäåëè òèïèçàöèè äàííûõ, âêëþ÷àþ-
ùèå â ñåáÿ ïîääåðæêó òàêèõ ìåõàíèçìîâ êàê àáñòðàêöèÿ äàí-
íûõ [10] è ïîëèìîðôèçì [11]. Â ýòî âðåìÿ ïîÿâëÿåòñÿ ìíîæå-
ñòâî ÿçûêîâ ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ ðàçëè÷íûìè
ñðåäñòâàìè òèïèçàöèè äàííûõ: ML (Meta Language) [12], Scheme
[13], Hope [14], Miranda [15], è ìíîãèå äðóãèå.

Ìíîãîîáðàçèå ÿçûêîâ ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
ïîðîæäàëî ìíîãî÷èñëåííûå ïðîáëåìû â äåÿòåëüíîñòè ïðîãðàì-
ìèñòîâ è èññëåäîâàòåëåé â îáëàñòè ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ. Ãëàâíàÿ èç ýòèõ ïðîáëåì çàêëþ÷àëàñü â çàòðóäíå-
íèè âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ñïåöèàëèñòàìè â îáëàñòè ôóíêöèî-
íàëüíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ýòî ïðèâåëî èõ ê ïîíèìàíèþ òî-
ãî, ÷òî äëÿ äàëüíåéøåãî ïðîãðåññà ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ íåîáõîäèìî ðàçðàáîòàòü óíèâåðñàëüíûé ÿçûê ôóíê-
öèîíàëüíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, âîïëîùàþùèé ãëàâíûå äîñòî-
èíñòâà íàèáîëåå ïîïóëÿðíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ÿçûêîâ. Â êà÷å-
ñòâå òàêîãî óíèâåðñàëüíîãî ÿçûêà âûñòóïèë ÿçûê Haskell [16],
íàçâàííûé òàê â ÷åñòü âûäàþùåãîñÿ àìåðèêàíñêîãî ìàòåìàòèêà
Õàñêåëëà Êàððè [17]. Ïåðâàÿ âåðñèÿ ÿçûêà Haskell áûëà ñîçäà-
íà â íà÷àëå 90-õ ãîäîâ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ äåéñòâèòåëåí ñòàí-
äàðò Haskell-98. Êîìïèëÿòîðû ýòîãî ÿçûêà ìîæíî íàéòè íà ñàéòå
<http://www.haskell.org/>.

Íàðÿäó ñ ÿçûêîì Haskell â íàñòîÿùåå âðåìÿ èñïîëüçóþòñÿ
òàêèå ÿçûêè ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ êàê Objective
Caml (OCaml) [18], F# [19], Standard ML [20], è äð. Â çàäà÷àõ
àâòîìàòèçèðîâàííîé îáðàáîòêè äîêóìåíòîâ èñïîëüçóåòñÿ ôóíê-
öèîíàëüíûé ÿçûê XQuery [21].

Ñðåäè îòå÷åñòâåííûõ ðàçðàáîòîê ïî ôóíêöèîíàëüíîìó ïðî-
ãðàììèðîâàíèþ îòìåòèì ÿçûê ÐÅÔÀË ([22], [23]), ðàçðàáîòàí-
íûé â Èíñòèòóòå ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â.Êåëäûøà ÐÀÍ
ãðóïïîé ïîä ðóêîâîäñòâîì Â.Ô. Òóð÷èíà [24].

Íåêîòîðûå èìïåðàòèâíûå [25] ÿçûêè ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïîä-
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äåðæèâàþò òèïè÷íûå äëÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ÿçûêîâ êîíñòðóê-
öèè, òàêèå êàê ôóíêöèè âûñøåãî ïîðÿäêà è äð. Ýòî ïîçâîëÿåò
èñïîëüçîâàòü ôóíêöèîíàëüíûé ñòèëü ïðîãðàììèðîâàíèÿ â ýòèõ
ÿçûêàõ. Ïðèìåðîì ÿçûêîâ òàêîãî òèïà ÿâëÿåòñÿ ÿçûê Python
[26].

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ ñëîæíûõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ
ñ àâòîìàòèçàöèåé ëîãè÷åñêèõ ðàññóæäåíèé, èñïîëüçóþòñÿ ñëåäó-
þùèå ïðîãðàììíûå ñèñòåìû, îñíîâàííûå íà ïàðàäèãìå ôóíêöè-
îíàëüíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

1. Coq [27] � èíòåðàêòèâíàÿ ïðîãðàììíàÿ ñèñòåìà äîêàçàòåëü-
ñòâà òåîðåì, èñïîëüçóþùàÿ ÿçûê ôóíêöèîíàëüíîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ Gallina. Coq ïîçâîëÿåò çàïèñûâàòü ìàòåìà-
òè÷åñêèå òåîðåìû è èõ äîêàçàòåëüñòâà, óäîáíî ìîäèôèöè-
ðîâàòü èõ, ïðîâåðÿåò èõ íà ïðàâèëüíîñòü. Èñïîëüçîâàíèå
äàííîé ñèñòåìû çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïîëüçîâàòåëü èí-
òåðàêòèâíî ñîçäà¼ò äîêàçàòåëüñòâî òðåáóåìîãî óòâåðæäå-
íèÿ, è Coq àâòîìàòè÷åñêè ïðîâåðÿåò êîððåêòíîñòü ýòîãî
äîêàçàòåëüñòâà. Òàêæå Coq ìîæåò àâòîìàòè÷åñêè íàõîäèòü
äîêàçàòåëüñòâà â íåêîòîðûõ îãðàíè÷åííûõ òåîðèÿõ ñ ïîìî-
ùüþ òàê íàçûâàåìûõ òàêòèê. Íàèáîëåå óñïåøíî Coq ïðè-
ìåíÿåòñÿ â ðåøåíèè çàäà÷ âåðèôèêàöèè ïðîãðàìì.

2. Agda [28]. Òåîðåòè÷åñêîé îñíîâîé Agda ÿâëÿåòñÿ èíòóèöèî-
íèñòñêàÿ òåîðèÿ òèïîâ Ìàðòèí-Ë¼ôà. Àâòîìàòè÷åñêîå äî-
êàçàòåëüñòâî òåîðåì ñ èñïîëüçîâàíèåì Agda çàêëþ÷àåòñÿ
â òîì, ÷òî ëîãè÷åñêèå óòâåðæäåíèÿ çàïèñûâàþòñÿ êàê òè-
ïû, à äîêàçàòåëüñòâàìè ÿâëÿþòñÿ ïðîãðàììû ñîîòâåòñòâó-
þùèõ òèïîâ. Cèíòàêñèñ ÿçûêà Agda âåñüìà áëèçîê ê ñèí-
òàêñèñó Haskell, íà êîòîðîì ñèñòåìà Agda è ðåàëèçîâàíà.

Îñíîâíûå çàäà÷è òåîðèè ôóíêöèîíàëü-

íûõ ïðîãðàìì

Îñíîâíûå çàäà÷è, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðûõ ïðåäíàçíà÷åíà òåîðèÿ
ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîãðàìì ìîæíî ðàçäåëèòü íà ñëåäóþùèå òðè
êëàññà.
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1. Âåðèôèêàöèÿ ðàçëè÷íûõ ñâîéñòâ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîãðàìì
(ê ÷èñëó êîòîðûõ îòíîñÿòñÿ ñâîéñòâà êîððåêòíîñòè, áåç-
îïàñíîñòè, îïòèìàëüíîñòè è ò.ï.)

2. Îïòèìèçèðóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîãðàìì
(ò.å. ïðåîáðàçîâàíèÿ èõ â òàêèå ïðîãðàììû, êîòîðûå âû÷èñ-
ëÿþò òå æå ñàìûå ôóíêöèè, ÷òî è èñõîäíûå ïðîãðàììû, íî
ïðè ýòîì ðàáîòàþò áûñòðåå, ÷åì èñõîäíûå ïðîãðàììû).

3. Àâòîìàòèçàöèÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ (ñèíòåç) ôóíêöèîíàëüíûõ
ïðîãðàìì.

Â íàñòîÿùåì òåêñòå ìû ðàññìàòðèâàåì ëèøü ïåðâûé èç ýòèõ
êëàññîâ çàäà÷. Â ãëàâå 4 èçëàãàþòñÿ íàèáîëåå øèðîêî èñïîëüçó-
åìûå ìåòîäû âåðèôèêàöèè ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîãðàìì � âû÷èñ-
ëèòåëüíàÿ èíäóêöèÿ è ñòðóêòóðíàÿ èíäóêöèÿ. Îïèñàíèå äðóãèõ
ïîäõîäîâ ê âåðèôèêàöèè ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîãðàìì ìîæíî íàé-
òè íàïðèìåð â ðàáîòàõ [29]�[39].

Ïðîáëåìàòèêà îïòèìèçèðóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé ôóíêöèîíàëü-
íûõ ïðîãðàìì è àâòîìàòèçàöèè ñèíòåçà ôóíêöèîíàëüíûõ ïðî-
ãðàìì èçó÷åíà ñóùåñòâåííî ñëàáåå ÷åì ïðîáëåìàòèêà èõ âåðè-
ôèêàöèè. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàáîò ïî îïòèìèçèðóþùèì ïðåîá-
ðàçîâàíèÿì ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîãðàìì óêàæåì îñíîâîïîëàãàþ-
ùóþ ñòàòüþ [40].

Îáçîð ëèòåðàòóðû è ðåñóðñîâ â èíòåðíå-

òå ïî òåîðèè è ïðàêòèêå ôóíêöèîíàëüíî-

ãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Ñðåäè èñòî÷íèêîâ ïî òåîðèè ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîãðàìì â ïåðâóþ
î÷åðåäü ñëåäóåò íàçâàòü ñòàòüþ [41] (êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðåâîäîì
ïÿòîé ãëàâû çíàìåíèòîé êíèãè [42]). Èìåííî ýòîò òåêñò áûë ïî-
ëîæåí â îñíîâó íàñòîÿùåé êíèãè. Îòìåòèì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâà
ìíîãèõ êëþ÷åâûõ óòâåðæäåíèé â ñòàòüå [41] îòñóòñòâóþò (èëè
èçëîæåíû â âèäå êðàòêîãî îïèñàíèÿ èäåé, íà îñíîâå êîòîðûõ
îíè ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû), â íàñòîÿùåé êíèãå âñå ýòè ïðîáåëû
óñòðàíåíû.
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Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è òåî-
ðåòè÷åñêèå ìîäåëè ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîãðàìì, îñíîâàííûå íà
λ�èñ÷èñëåíèè, èçëîæåíû â êíèãå [43]. Îáùèå êîíöåïöèè ôóíê-
öèîíàëüíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ èçëîæåíû òàêæå â êíèãå [44].

Îñíîâíûå ìåòîäû âåðèôèêàöèè ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîãðàìì
ìîæíî íàéòè â âûøåóïîìÿíóòîé ñòàòüå [41], è êíèãàõ [45] è [46].

Îïèñàíèå ïîäõîäà ê ôóíêöèîíàëüíîìó ïðîãðàììèðîâàíèþ íà
îñíîâå òåîðèè òèïîâ ìîæíî íàéòè â êíèãå [47].

Òåîðåòè÷åñêèå ìîäåëè ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîãðàìì, â êîòîðûõ
ïðèñóòñòâóþò îïåðàòîðû âçàèìîäåéñòâèÿ ïðîãðàììû ñ îêðóæå-
íèåì, ìîæíî íàéòè â äèññåðòàöèè [48].

Òåîðåòè÷åñêèå è ïðàêòè÷åñêèå âîïðîñû ôóíêöèîíàëüíîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ èçëîæåíû òàêæå â êíèãàõ è ýëåêòðîííûõ ó÷åá-
íûõ êóðñàõ [49], [50], [51], [52], [53], [54], [55].

Ñðåäè ñîâðåìåííûõ ðóññêîÿçû÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ èçäàíèé
ïî ôóíêöèîíàëüíîìó ïðîãðàììèðîâàíèþ îòìåòèì æóðíàë ¾Ïðàê-
òèêà ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ¿, êîòîðûé äîñòóïåí â
èíòåðíåòå ïî àäðåñó <http://fprog.ru/>.

Áîëåå ïîäðîáíàÿ èíôîðìàöèÿ î ðàçëè÷íûõ èñòî÷íèêàõ â îá-
ëàñòè òåîðèè è ïðàêòèêè ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
ìîæåò áûòü íàéäåíà íà ñàéòå [56].
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Ãëàâà 1

Ââåäåíèå

1.1 Ìåòîä ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîãðàììè-

ðîâàíèÿ

Ìåòîä ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â
ïîñòðîåíèè îïèñàíèÿ âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé â âèäå ñèñòåì ôóíê-
öèîíàëüíûõ óðàâíåíèé, ðåøåíèÿìè êîòîðûõ äîëæíû áûòü îïè-
ñûâàåìûå ôóíêöèè. Ýòîò ìåòîä àëüòåðíàòèâåí ïî îòíîøåíèþ ê
ìåòîäó èìïåðàòèâíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ïðè êîòîðîì âû-
÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïóò¼ì óêàçàíèÿ äåéñòâèé, ïðå-
îáðàçóþùèõ âõîäíûå äàííûå â âûõîäíûå.

Îïèñàíèÿ âû÷èñëèìûõ ôóíêöèé, ïîñòðîåííûå íà îñíîâå ìå-
òîäà ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, íàçûâàþòñÿ ôóíê-
öèîíàëüíûìè ïðîãðàììàìè (ÔÏ).

Ìåòîä ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíèì
èç íàèáîëåå ýôôåêòèâíûõ èíñòðóìåíòîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ, îí
ïîçâîëÿåò ðàçðàáàòûâàòü â êîðîòêèå ñðîêè ëåãêî ïîíèìàåìûå è
íàä¼æíûå ïðîãðàììû.

Ôóíêöèîíàëüíîå ïðîãðàììèðîâàíèå ìîæíî òàêæå èñïîëüçî-
âàòü äëÿ

• îïèñàíèÿ ñïåöèôèêàöèé, ò.å. ñâîéñòâ ðàçðàáàòûâàåìûõ
ïðîãðàìì, ê ÷èñëó êîòîðûõ îòíîñÿòñÿ, íàïðèìåð, ñâîéñòâà
êîððåêòíîñòè, îïòèìàëüíîñòè, áåçîïàñíîñòè, óñòîé÷èâîñòè,
è ò.ä., à òàêæå

12



• áûñòðîãî ñîçäàíèÿ ïðîòîòèïîâ òðåáóåìûõ ôóíêöèé, êîòî-
ðûå ìîæíî çàòåì ðåàëèçîâûâàòü áîëåå ýôôåêòèâíî íà ÿçû-
êàõ ïðîãðàììèðîâàíèÿ íèçêîãî óðîâíÿ.

Âî âòîðîì ñëó÷àå îïèñàíèå ôóíêöèè â âèäå ÔÏ ðàññìàòðè-
âàåòñÿ

• íå êàê îïèñàíèå ðåàëüíîãî ïðîöåññà âû÷èñëåíèÿ å¼ çíà÷å-
íèé,

• à êàê ýòàëîí, ïðåäíàçíà÷åííûé äëÿ êîíòðîëÿ ïðàâèëüíî-
ñòè ðåàëèçàöèè ýòîé ôóíêöèè íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ
íèçêîãî óðîâíÿ.

Äëÿ íåôîðìàëüíîé èëëþñòðàöèè ïîíÿòèÿ ÔÏ ìû ðàññìîò-
ðèì íåêîòîðûå ïðèìåðû ÔÏ, îïèñûâàþùèõ ôóíêöèè íà ñèì-
âîëüíûõ ñòðîêàõ (êîòîðûå ìû áóäåì íàçûâàòü ïðîñòî ñòðîêàìè).

1.2 Ñòðîêè è ôóíêöèè íà ñòðîêàõ

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî çàäàíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî C, ýëåìåíòû
êîòîðîãî íàçûâàþòñÿ ñèìâîëàìè. Â C âõîäÿò áóêâû, öèôðû,
ñêîáêè, è íåêîòîðûå äðóãèå ñèìâîëû.

Ñòðîêîé íàçûâàåòñÿ êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèìâîëîâ
èç C. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ñòðîê îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì S. Ìû
ñ÷èòàåì, ÷òî C ⊂ S (êàæäûé ñèìâîë ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
ñòðîêó, ñîñòîÿùóþ èç îäíîãî ýòîãî ñèìâîëà). Ñóùåñòâóåò ïóñòàÿ
ñòðîêà, îíà íå ñîäåðæèò íè îäíîãî ñèìâîëà.

Âñå ôóíêöèè íà ñòðîêàõ, ðàññìàòðèâàåìûå â ýòîì òåêñòå,
ïðåäïîëàãàþòñÿ ÷àñòè÷íûìè (íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ f : A→ B
íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íîé, åñëè äëÿ íåêîòîðûõ a ∈ A çíà÷åíèå f(a)
ì.á. íå îïðåäåëåíî).

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÔÏ ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ïåðå÷èñëÿåìûå
íèæå ôóíêöèè íà ñòðîêàõ.

1. head : S→ C
Ýòà ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà òîëüêî íà íåïóñòûõ ñòðîêàõ, îíà
ñîïîñòàâëÿåò êàæäîé íåïóñòîé ñòðîêå å¼ ïåðâûé ñèìâîë.
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2. tail : S→ S
Ýòà ôóíêöèÿ òîæå îïðåäåëåíà òîëüêî íà íåïóñòûõ ñòðî-
êàõ. Îíà ñîïîñòàâëÿåò êàæäîé íåïóñòîé ñòðîêå u ñòðîêó,
ïîëó÷àåìóþ èç u óäàëåíèåì ïåðâîãî ñèìâîëà.

3. conc : C× S→ S
Äëÿ êàæäîé ïàðû (a, u) ∈ C×S ñòðîêà conc(a, u) ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ñòðîêó, ïîëó÷àåìóþ ïðèïèñûâàíèåì ñèìâîëà a
ñïåðåäè ê ñòðîêå u, ò.å.

conc(a, u)
def
=

{
aa1 . . . an åñëè u = a1 . . . an
a åñëè ñòðîêà u ïóñòà

4. if _then_else : C× S× S→ S
Äëÿ êàæäîé òðîéêè (a, u, v) ∈ C× S× S

if _then_else (a, u, v)
def
=

{
u, åñëè a = 1
v, èíà÷å

Íèæå çàïèñü
if _then_else (a, u, v)

áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ çíàêîñî÷åòàíèåì

if a then u else v

5. eq : S× S→ C
Äëÿ êàæäîé ïàðû (u, v) ∈ S× S

eq(u, v)
def
=

{
1, åñëè u = v
0, èíà÷å

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÔÏ ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ è äðóãèå ôóíêöèè,
â ÷àñòíîñòè òàêèå, êîòîðûå ñàìè îïèñûâàþòñÿ â âèäå ÔÏ.

1.3 Ïðèìåðû ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîãðàìì

1.3.1 Êîíêàòåíàöèÿ ñòðîê

Ïðèâîäèìàÿ íèæå ÔÏ îïèñûâàåò ôóíêöèþ

append : S× S→ S
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êîòîðàÿ èìååò äâà àðãóìåíòà. Äàííàÿ ôóíêöèÿ ïðåîáðàçóåò ïàðó
ñòðîê (u, v) â èõ êîíêàòåíàöèþ, ò.å. â

• ñòðîêó a1 . . . an b1 . . . bm, åñëè u è v èìåþò âèä ñîîòâåòñòâåí-
íî

a1 . . . an è b1 . . . bm (n,m > 0)

• ñòðîêó v, åñëè ñòðîêà u ïóñòà,

• ñòðîêó u, åñëè ñòðîêà v ïóñòà.

ÔÏ, îïèñûâàþùàÿ ôóíêöèþ append, èìååò âèä

ϕ(u, v) = if eq(u, ε) then v
else conc(head(u), ϕ(tail(u), v))

(1.1)

ãäå ñèìâîë ε îáîçíà÷àåò ïóñòóþ ñòðîêó.
ÔÏ (1.1) ñîñòîèò èç îäíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ, íåèç-

âåñòíàÿ âåëè÷èíà â êîòîðîì � ôóíêöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ ϕ.
Ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (1.1) ñîñòîèò èç

• ôóíêöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé ϕ, ñîîòâåòñòâóþùåé îïèñûâà-
åìîé ôóíêöèè, è

• ñïèñêà ôîðìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ýòîé ôóíêöèè (u è v).

Ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (1.1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âûðàæåíèå,
îïèñûâàþùåå ñâÿçü çíà÷åíèÿ îïèñûâàåìîé ôóíêöèè íà ïàðå àð-
ãóìåíòîâ (u, v) ñ å¼ çíà÷åíèÿìè íà äðóãèõ àðãóìåíòàõ.

Ñëîâåñíî ýòó ñâÿçü ìîæíî âûðàçèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: çíà-
÷åíèåì îïèñûâàåìîé ôóíêöèè íà ïàðå àðãóìåíòîâ (u, v) ÿâëÿåòñÿ

• ñòðîêà v, åñëè u ïóñòà, è

• ñòðîêà, ñîñòîÿùàÿ èç ïåðâîãî ýëåìåíòà ñòðîêè u, çà êîòî-
ðûì ñëåäóåò ñòðîêà, ÿâëÿþùàÿñÿ çíà÷åíèåì îïèñûâàåìîé
ôóíêöèè íà ïàðå (tail(u), v), åñëè u íåïóñòà.

Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ append ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåí-
íûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.1).

Óðàâíåíèå (1.1) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðåêóðñèâíûé àë-
ãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè append.

15



1.3.2 Èíâåðòèðîâàíèå ñòðîêè

Äðóãèì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ ÔÏ, îïèñûâàþùàÿ ôóíêöèþ

reverse : S→ S

êîòîðàÿ ïðåîáðàçóåò êàæäóþ ñòðîêó u â ñòðîêó, ïîëó÷àåìóþ èç
u å¼ çàïèñüþ â îáðàòíîì ïîðÿäêå, ò.å.

reverse(a1 . . . an) = an . . . a1

ÔÏ, îïèñûâàþùàÿ ôóíêöèþ reverse, èìååò âèä

ϕ(u) = if eq(u, ε) then ε
else append (ϕ(tail(u)), head(u))

Â ýòîé ÔÏ èñïîëüçóåòñÿ ôóíêöèÿ append, êîòîðóþ ìû îïè-
ñàëè â âèäå ÔÏ â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå.

1.3.3 Ïîèñê ïîäñòðîêè

Òðåòüèì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ ÔÏ, îïèñûâàþùàÿ ôóíêöèþ

find : S× S→ C

Çíà÷åíèåì äàííîé ôóíêöèè íà ïàðå ñòðîê u, v ÿâëÿåòñÿ ñèìâîë

• 1, åñëè u ÿâëÿåòñÿ ïîäñòðîêîé ñòðîêè v, ò.å. åñëè v ÿâëÿåòñÿ
çíà÷åíèåì âûðàæåíèÿ

append(x, append(u, y))

äëÿ íåêîòîðûõ ñòðîê x, y, è

• 0, èíà÷å.
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ÔÏ, îïèñûâàþùàÿ ôóíêöèþ find, èìååò âèä

ϕ1(u, v) = if ϕ2(u, v) then 1

else

(
if eq(v, ε) then 0
else ϕ1(u, tail(v))

)

ϕ2(u, v) =
= if eq(u, ε) then 1

else


if eq(v, ε) then 0

else

 if eq (head(u), head(v))
then ϕ2(tail(u), tail(v))
else 0




Äàííàÿ ÔÏ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó èç äâóõ ôóíêöèî-
íàëüíûõ óðàâíåíèé. Ýòà ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå,
ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé ïàðó ôóíêöèé

(find, prefix )

(find ñîîòâåòñòâóåò ϕ1, à prefix � ϕ2), ãäå

• ôóíêöèÿ find ÿâëÿåòñÿ òîé ôóíêöèåé, äëÿ îïèñàíèÿ êîòî-
ðîé ïðåäíàçíà÷åíà äàííàÿ ÔÏ, è

• ôóíêöèÿ prefix ÿâëÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèåé, îíà
èìååò âèä

prefix : S× S→ C

å¼ çíà÷åíèåì íà ïàðå ñòðîê u, v ÿâëÿåòñÿ ñèìâîë

� 1, åñëè u ÿâëÿåòñÿ ïðåôèêñîì ñòðîêè v, ò.å. åñëè v ÿâ-
ëÿåòñÿ çíà÷åíèåì âûðàæåíèÿ

append(u, x)

äëÿ íåêîòîðîé ñòðîêè x, è

� 0, èíà÷å.
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Ãëàâà 2

Ôóíêöèîíàëüíûå

ïðîãðàììû

Â ýòîé ãëàâå ìû ôîðìàëüíî îïðåäåëÿåì ïîíÿòèå ôóíêöèîíàëü-
íîé ïðîãðàììû. Äëÿ ýòîãî ìû ñíà÷àëà ââîäèì íåîáõîäèìûå ñèí-
òàêñè÷åñêèå êîíñòðóêöèè.

2.1 Äîìåíû è ôóíêöèè íà äîìåíàõ

2.1.1 Òèïû è äîìåíû

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî çàäàíî ìíîæåñòâî Types òèïîâ äàííûõ
(èëè ïðîñòî òèïîâ). Ñ êàæäûì òèïîì t ñâÿçàíî íåïóñòîå ìíî-
æåñòâî Dt, íàçûâàåìîå äîìåíîì òèïà t. Ýëåìåíòû äîìåíà Dt

íàçûâàþòñÿ çíà÷åíèÿìè òèïà t.
Íèæå ìû ïåðå÷èñëÿåì íåêîòîðûå òèïû è óêàçûâàåì ñîîòâåò-

ñòâóùèå èì äîìåíû.

• char, äîìåí òèïà char ñîñòîèò èç ñèìâîëîâ

• string, äîìåí òèïà string ñîñòîèò èç ñèìâîëüíûõ ñòðîê

• int, äîìåí òèïà int ñîñòîèò èç öåëûõ ÷èñåë

• nat, äîìåí òèïà nat ñîñòîèò èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (0, 1, 2,
è ò.ä.)
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• bool, äîìåí òèïà bool ñîñòîèò èç äâóõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå

� íàçûâàþòñÿ èñòèíà è ëîæü, è

� îáîçíà÷àþòñÿ ñèìâîëàìè > è ⊥ ñîîòâåòñòâåííî.

Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëàìè C, S, Z, N è B äîìåíû òèïîâ
char, string, int, nat è bool ñîîòâåòñòâåííî.

2.1.2 Ïîïîëíåííûå äîìåíû

Äëÿ êàæäîãî äîìåíà D çàïèñü D̃ îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî, ñîñòîÿ-
ùåå èç

• âñåõ ýëåìåíòîâ äîìåíà D, è

• åù¼ îäíîãî ýëåìåíòà, êîòîðûé

� íå âõîäèò â D,

� îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì ω
(äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ýòîãî ýëåìåíòà èñïîëüçóåòñÿ îäèí è
òîò æå ñèìâîë ω äëÿ âñåõ äîìåíîâ), è

� íàçûâàåòñÿ íåîïðåäåë¼ííûì çíà÷åíèåì.

Äëÿ êàæäîãî òèïà t ìíîæåñòâî D̃t íàçûâàåòñÿ ïîïîëíåííûì
äîìåíîì òèïà t. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü D̃t êàê ÷àñòè÷íî
óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî (×ÓÌ), îòíîøåíèå ïîðÿäêà íà
êîòîðîì îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ∀ d1, d2 ∈ D̃t

d1 ≤ d2 ⇔ d1 = ω èëè d1 = d2 (2.1)

Äëÿ êàæäîãî ñïèñêà D̃1, . . . , D̃n ïîïîëíåííûõ äîìåíîâ ìû áó-
äåì ðàññìàòðèâàòü èõ äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå

D̃1 × . . .× D̃n (2.2)

òîæå êàê ×ÓÌ, îòíîøåíèå ïîðÿäêà íà êîòîðîì îïðåäåëÿåòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: äëÿ ëþáûõ ñïèñêîâ d̄ è d̄′ èç ìíîæåñòâà (2.2),
ãäå

d̄ = (d1, . . . , dn), d̄′ = (d′1, . . . , d
′
n)

ìû áóäåì ïîëàãàòü d̄ ≤ d̄′, åñëè

d1 ≤ d′1, . . . , dn ≤ d′n
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2.1.3 Ìîíîòîííûå ôóíêöèè

Ôóíêöèÿ f âèäà
f : D̃1 × . . .× D̃n → D̃ (2.3)

íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííîé, åñëè äëÿ êàæäîé ïàðû ñïèñêîâ

d̄, d̄′ ∈ D̃1 × . . .× D̃n

âåðíà èìïëèêàöèÿ

d̄ ≤ d̄′ ⇒ f(d̄) ≤ f(d̄′)

Ïðèìåðîì íåìîíîòîííîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ íåñòðî-
ãîãî ðàâåíñòâà, êîòîðàÿ èìååò âèä

D̃ × D̃ → B̃

è ñîïîñòàâëÿåò êàæäîé ïàðå (d1, d2) ∈ D̃ × D̃ çíà÷åíèå

(d1 ≡ d2)
def
=

{
> åñëè d1 = d2

⊥ èíà÷å

Íåìîíîòîííîñòü ýòîé ôóíêöèè ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî

• (ω, ω) ≤ (ω, d), ãäå d ∈ D, íî

• (ω ≡ ω) = >, (ω ≡ d) = ⊥, > 6≤ ⊥.

2.1.4 Åñòåñòâåííûå ïðîäîëæåíèÿ

Ïóñòü çàäàíà ÷àñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ f âèäà

f : D1 × . . .×Dn → D (2.4)

ãäå D1, . . . , Dn, D � íåêîòîðûå äîìåíû.
Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü òåì æå ñèìâîëîì f òîòàëüíóþ (ò.å. âñþ-

äó îïðåäåë¼ííóþ) ôóíêöèþ âèäà

f : D̃1 × . . .× D̃n → D̃ (2.5)

êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ ëþáîãî ñïèñêà

d̄ = (d1, . . . , dn) ∈ D̃1 × . . .× D̃n
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• åñëè ∀ i = 1, . . . , n di 6= ω, ò.å.

d̄ ∈ D1 × . . .×Dn

òî çíà÷åíèå ôóíêöèè (2.5) íà d̄ ðàâíî

� çíà÷åíèþ ÷àñòè÷íîé ôóíêöèè (2.4) íà d̄, åñëè ýòî çíà-
÷åíèå îïðåäåëåíî

� ýëåìåíòó ω, èíà÷å

• åñëè ∃ i ∈ {1, . . . , n} : di = ω, òî çíà÷åíèå ôóíêöèè (2.5) íà
d̄ ðàâíî ω.

Ôóíêöèÿ (2.5) íàçûâàåòñÿ åñòåñòâåííûì ïðîäîëæåíèåì
÷àñòè÷íîé ôóíêöèè (2.4).

Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî åñòåñòâåííîå ïðîäîëæåíèå ëþáîé ÷à-
ñòè÷íîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé ôóíêöèåé.

2.1.5 ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà ìî-

íîòîííûõ ôóíêöèé

Ôóíêöèîíàëüíûé òèï (ÔÒ) � ýòî çàïèñü âèäà

(t1, . . . , tn)→ t (2.6)

ãäå n ≥ 0, è t1, . . . , tn, t ∈ Types.
Â ñëó÷àå n = 0 òà ÷àñòü ÔÒ (2.6), êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ ïåðåä

ñòðåëêîé, ÿâëÿåòñÿ ïóñòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ.
Äëÿ êàæäîãî ÔÒ ft = (t1, . . . , tn) → t çíàêîñî÷åòàíèå Dft

îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé f âèäà

f : D̃t1 × . . .× D̃tn → D̃t (2.7)

Â ñëó÷àå n = 0 îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè (2.7) ÿâëÿåòñÿ
îäíîýëåìåíòíûì ìíîæåñòâîì.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü Dft êàê ×ÓÌ, îòíîøåíèå ïîðÿä-
êà íà êîòîðîì îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ ëþáûõ
f1, f2 ∈ Dft ìû áóäåì ïîëàãàòü f1 ≤ f2, åñëè

∀ d̄ ∈ D̃t1 × . . .× D̃tn f1(d̄) ≤ f2(d̄)
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ãäå îòíîøåíèå íåðàâåíñòâà íà D̃t ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå îïðåäå-
ëåíèÿ (2.1).

Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì mω ôóíêöèþ èç Dft, ïðèíèìàþùóþ íà
êàæäîì ñâî¼ì àðãóìåíòå çíà÷åíèå ω.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

∀ f ∈ Dft
mω ≤ f (2.8)

Öåïü â Dft � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fi | i ≥ 0} ýëåìåíòîâ
Dft, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ:

f0 ≤ f1 ≤ f2 ≤ . . .

Ýòî óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî äëÿ êàæäîãî d̄ èç ìíîæåñòâà

D̃t1 × . . .× D̃tn (2.9)

âåðíî ñîîòíîøåíèå

f0(d̄) ≤ f1(d̄) ≤ f2(d̄) ≤ . . . (2.10)

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà íà ïîïîëíåííûõ äî-
ìåíàõ (ñì. (2.1)), ñîîòíîøåíèå (2.10) ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó
óñëîâèþ:

• ëèáî ∀ i ≥ 0 fi(d̄) = ω,

• ëèáî ∃ i ≥ 0, ∃ d′ ∈ Dt:

∀j < i fj(d̄) = ω
∀j ≥ i fj(d̄) = d′

(2.11)

Îáîçíà÷èì çàïèñüþ
sup {fi | i ≥ 0}

ôóíêöèþ âèäà (2.7), îïðåäåëÿåìóþ ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ êàæ-
äîãî ñïèñêà d̄ èç ìíîæåñòâà (2.9)

sup {fi | i ≥ 0}(d̄)
def
=

def
=

{
ω åñëè ∀ i ≥ 0 fi(d̄) = ω
d′ åñëè ∃ i ≥ 0 : âåðíî (2.11)

(2.12)

Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ sup {fi | i ≥ 0}

22



• ìîíîòîííà (ò.å. ïðèíàäëåæèò Dft), è

• îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

� ∀ i ≥ 0 fi ≤ sup {fi | i ≥ 0}
� åñëè äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè f ∈ Dft âåðíî ñîîòíîøå-
íèå

∀ i ≥ 0 fi ≤ f

òî sup {fi | i ≥ 0} ≤ f .

2.1.6 Ïîëíûå ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæå-

ñòâà

×ÓÌ P íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè

• P ñîäåðæèò íàèìåíüøèé ýëåìåíò, ò.å. òàêîé ýëåìåíò 0, ÷òî

∀ p ∈ P 0 ≤ p

• äëÿ êàæäîé öåïè p0 ≤ p1 ≤ p2 ≤ . . . ýëåìåíòîâ P ñóùåñòâó-
åò òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ýòîé öåïè, ò.å. òàêîé ýëåìåíò

sup{pi | i ≥ 0} ∈ P (2.13)

êîòîðûé îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè

� ∀ i ≥ 0 pi ≤ sup{pi | i ≥ 0}
� åñëè ýëåìåíò p′ ∈ P òàêîâ, ÷òî

∀ i ≥ 0 pi ≤ p′

òî sup{pi | i ≥ 0} ≤ p′.

Íèæå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ýëåìåíò âèäà (2.13) áîëåå êî-
ðîòêîé çàïèñüþ sup pi.

Èç ðàññóæäåíèé â êîíöå ïàðàãðàôà 2.1.5 âûòåêàåò, ÷òî Dft �
ïîëíîå ×ÓÌ. Èç (2.8) ñëåäóåò, ÷òî íàèìåíüøèì ýëåìåíòîì Dft

ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ mω .
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2.2 Òåðìû

2.2.1 Ïåðåìåííûå è êîíñòàíòû

Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî òèïà t çàäàíû

• ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî V art ïåðåìåííûõ òèïà t, è

• ìíîæåñòâî Cont êîíñòàíò òèïà t, ïðè÷¼ì

� êàæäîé êîíñòàíòå c ∈ Cont ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðûé
ýëåìåíò ïîïîëíåííîãî äîìåíà D̃t, íàçûâàåìûé çíà÷å-
íèåì ýòîé êîíñòàíòû, è

� ëþáîé ýëåìåíò d ∈ D̃t ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé òèïà t,
êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò ñàì ýëåìåíò d.

Íèæå ñèìâîë ε îáîçíà÷àåò êîíñòàíòó òèïà string, êîòîðîé
ñîîòâåòñòâóåò ïóñòàÿ ñòðîêà.

2.2.2 Ôóíêöèîíàëüíûå ñèìâîëû

Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî çàäàíî íåêîòîðîå ìíîæåñòâî Fun,
ýëåìåíòû êîòîðîãî íàçûâàþòñÿ ôóíêöèîíàëüíûìè ñèìâîëà-
ìè (ÔÑ), è êàæäîìó ÔÑ g ñîïîñòàâëåíû

• ÔÒ type(g), è

• ôóíêöèÿ èç Dtype(g), îáîçíà÷àåìàÿ òåì æå ñèìâîëîì g.

Ðàçíûå ÔÑ ìîãóò èìåòü îäèíàêîâîå îáîçíà÷åíèå. Â ÷àñòíî-
ñòè, çàïèñü

if _then_else

îáîçíà÷àåò ÔÑ

• ÔÒ êîòîðîãî èìååò âèä

(bool, t, t)→ t

ãäå t � ïðîèçâîëüíûé òèï, è
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• ôóíêöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîòîðîìó, èìååò âèä

B̃× D̃t × D̃t → D̃t

è ñîïîñòàâëÿåò êàæäîé òðîéêå (d1, d2, d3) èç ñâîåé îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ ýëåìåíò

� d2, åñëè d1 = >
� d3, åñëè d1 = ⊥
� ω, åñëè d1 = ω

Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî äàííàÿ ôóíêöèÿ ìîíîòîííà.

Íèæå ìû ïåðå÷èñëÿåì íåêîòîðûå ÔÑ, âõîäÿùèå â Fun. Êàæ-
äîìó òàêîìó ÔÑ g ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèÿ èç Dtype(g), ÿâëÿþùà-
ÿñÿ åñòåñòâåííûì ïðîäîëæåíèåì ôóíêöèè âèäà

D1 × . . .×Dn → D (2.14)

ãäå D1, . . . , Dn, D � ñîîòâåòñòâóþùèå äîìåíû. Ìû áóäåì óêàçû-
âàòü äëÿ êàæäîãî èç ïåðå÷èñëÿåìûõ ÔÑ ñîîòâåòñòâóþùóþ åìó
ôóíêöèþ âèäà (2.14).

1. ÔÑ +, −, ·, èì ñîîòâåòñòâóþò àðèôìåòè÷åñêèå ôóíêöèè íà
öåëûõ èëè íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ.

2. ÔÑ ¬, òèï êîòîðîãî èìååò âèä

bool→ bool

è ÔÑ ∧, ∨, →, ↔, òèï êîòîðûõ èìååò âèä

(bool, bool)→ bool

Ýòèì ÔÑ ñîîòâåòñòâóþò áóëåâû ôóíêöèè: îòðèöàíèå, êîíú-
þíêöèÿ, äèçúþíêöèÿ, èìïëèêàöèÿ è ýêâèâàëåíöèÿ.

3. ÔÑ =, òèï êîòîðîãî èìååò âèä

(t, t)→ bool

ãäå t � ïðîèçâîëüíûé òèï.

Ýòîìó ÔÑ ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèÿ îòîáðàæàþùàÿ êàæäóþ
ïàðó (d1, d2) ∈ Dt ×Dt â ýëåìåíò
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• >, åñëè d1 = d2, è

• ⊥, åñëè d1 6= d2.

4. ÔÑ <, ≤, >, ≥, òèï êîòîðûõ èìååò âèä

(t, t)→ bool

ãäå t � ïðîèçâîëüíûé òèï, òàêîé, ÷òî íà äîìåíå Dt îïðåäå-
ëåíî îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà.

Êàæäîìó èç ýòèõ ÔÑ ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèÿ âèäà

Dt ×Dt → B

îòîáðàæàþùàÿ êàæäóþ ïàðó (d1, d2) ∈ Dt ×Dt â ýëåìåíò

• >, åñëè d1 < d2, d1 ≤ d2, d1 > d2, d1 ≥ d2 ñîîòâåòñòâåí-
íî

• ⊥, åñëè ñîîòâåòñòâóþùåå ñîîòíîøåíèå íåâåðíî.

5. ÔÑ conc, head è tail, ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèÿì íà ñòðî-
êàõ. Îïèñàíèå ýòèõ ôóíêöèé ïðèâåäåíî â ïàðàãðàôå 1.2.

6. ÔÑ mω , êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèÿ èç Dft, ãäå ft �
ïðîèçâîëüíûé ÔÒ, ïðèíèìàþùàÿ íà êàæäîì ñâî¼ì àðãó-
ìåíòå çíà÷åíèå ω.

2.2.3 Ôóíêöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå

Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî çàäàíî ìíîæåñòâî FV ar, ýëåìåí-
òû êîòîðîãî íàçûâàþòñÿ ôóíêöèîíàëüíûìè ïåðåìåííûìè,
è êàæäîé ôóíêöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé ϕ ñîïîñòàâëåí íåêîòîðûé
ÔÒ type(ϕ), ïðè÷¼ì äëÿ êàæäîãî ÔÒ ft ìíîæåñòâî âñåõ ôóíê-
öèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ ϕ, òàêèõ, ÷òî type(ϕ) = ft, ÿâëÿåòñÿ
ñ÷¼òíûì.

2.2.4 Òåðìû

Íèæå ìû îïðåäåëÿåì ïîíÿòèå òåðìà. Ñ êàæäûì òåðìîì e ñâÿçàí
íåêîòîðûé òèï type(e).

Ïîíÿòèå òåðìà îïðåäåëÿåòñÿ èíäóêòèâíî ñëåäóþùèì îáðà-
çîì.
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1. Äëÿ êàæäîãî òèïà t âñå ïåðåìåííûå è êîíñòàíòû òèïà t
ÿâëÿþòñÿ òåðìàìè òèïà t.

2. Åñëè g � ÔÑ èëè ôóíêöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, è

type(g) = (t1, . . . , tn)→ t

òî äëÿ êàæäîãî ñïèñêà òåðìîâ e1, . . . , en, òèïû êîòîðûõ ðàâ-
íû t1, . . . , tn ñîîòâåòñòâåííî, çàïèñü

g(e1, . . . , en)

ÿâëÿåòñÿ òåðìîì òèïà t.

Íèæå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå ñîãëàøåíèÿ è îáî-
çíà÷åíèÿ.

1. Òåðìû âèäà
if _then_else (e1, e2, e3)

áóäóò ñîêðàù�åííî çàïèñûâàòüñÿ â âèäå

e1 ? e2 : e3

2. Òåðìû, ñîäåðæàùèå ÔÑ

+, −, ·, =, <, ≤, >, ≥, ∧, ∨, →, ↔

áóäóò çàïèñûâàòüñÿ òàê, êàê ýòî ïðèíÿòî â ìàòåìàòè÷åñêèõ
òåêñòàõ, ò.å. êàæäûé òåðì âèäà g(e1, e2), ãäå g � îäèí èç âû-
øåïåðå÷èñëåííûõ ÔÑ, ìû áóäåì çàïèñûâàòü â âèäå e1 g e2.

3. Òåðìû âèäà

conc(e1, e2), head(e), tail(e)

ìû áóäåì çàïèñûâàòü â âèäå e1 · e2, ê è e
′ ñîîòâåòñòâåííî.

4. Â öåëÿõ áîëüøåé íàãëÿäíîñòè, òåðìû âèäà e1 ∧ e2 è e1 ∨ e2

áóäóò èíîãäà çàïèñûâàòüñÿ â âèäå{
e1

e2

}
è

[
e1

e2

]
ñîîòâåòñòâåííî.
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5. Åñëè ÔÑ èëè ôóíêöèîíàëüíàÿ ïåðåìåíííàÿ g èìååò òèï
(t1) → t, òî â òåðìå âèäà g(h(. . .)), ãäå h � ÔÑ èëè ôóíê-
öèîíàëüíàÿ ïåðåìåíííàÿ, ñêîáêè ñëåâà è ñïðàâà îò h(. . .)
ìîãóò îïóñêàòüñÿ.

6. Äëÿ êàæäîãî òåðìà e

• V ar(e) îáîçíà÷àåò ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïåðåìåííûõ, âõî-
äÿùèõ â e, è

• FV ar(e) îáîçíà÷àåò ñîâîêóïíîñòü âñåõ ôóíêöèîíàëü-
íûõ ïåðåìåííûõ, âõîäÿùèõ â e.

7. Åñëè

• e � íåêîòîðûé òåðì,

• x1, . . . , xn � ñïèñîê ðàçëè÷íûõ ïåðåìåííûõ, è

• e1, . . . , en � ñïèñîê òåðìîâ, òàêèõ, ÷òî

∀ i = 1, . . . , n type(ei) = type(xi)

òî çàïèñü
e(e1/x1, . . . , en/xn) (2.15)

îáîçíà÷àåò òåðì, ïîëó÷àåìûé èç e çàìåíîé äëÿ êàæäîãî
i ∈ {1, . . . , n} êàæäîãî âõîæäåíèÿ ïåðåìåííîé xi â e íà òåðì
ei.

Åñëè âñå òåðìû â ñïèñêå e1, . . . , en ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòàìè,
è äàííûé ñïèñîê îáîçíà÷àåòñÿ çàïèñüþ d̄, òî òåðì (2.15)
ìîæíî òàêæå îáîçíà÷àòü çàïèñüþ e(d̄).

2.3 Ôóíêöèè, ñîîòâåòñòâóþùèå òåðìàì

2.3.1 Çíà÷åíèÿ òåðìîâ

Åñëè òåðì e ñîäåðæèò òîëüêî êîíñòàíòû è ÔÑ, òî ýòîìó òåðìó
ìîæíî ñîïîñòàâèòü çíà÷åíèå, êîòîðîå

• ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà D̃type(e), è
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• îïðåäåëÿåòñÿ èíäóêòèâíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

� åñëè e ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé òèïà t, òî åãî çíà÷åíèå ðàâ-
íî òîìó ýëåìåíòó ìíîæåñòâà D̃t, êîòîðûé ñîïîñòàâëåí
ýòîé êîíñòàíòå,

� åñëè e èìååò âèä

g(e1, . . . , en) (g ∈ Fun)

òî åãî çíà÷åíèå ðàâíî çíà÷åíèþ ôóíêöèè g íà ñïèñêå
çíà÷åíèé òåðìîâ e1, . . ., en.

Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü çíà÷åíèå òåðìà òîé æå çàïèñüþ, êîòî-
ðîé îáîçíà÷àåòñÿ ñàì ýòîò òåðì.

2.3.2 Ôóíêöèè, ñîîòâåòñòâóþùèå òåðìàì

Ïóñòü çàäàíû

• òåðì e, íå ñîäåðæàùèé ôóíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ, è

• ñïèñîê x̄ = (x1, . . . , xn) ðàçëè÷íûõ ïåðåìåííûõ, ïðè÷¼ì êàæ-
äàÿ ïåðåìåííàÿ èç V ar(e) âõîäèò â x̄
(ñïèñîê x̄ ìîæåò áûòü ïóñòûì, åñëè e íå ñîäåðæèò ïåðåìåí-
íûõ).

Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì Dx̄ äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå

D̃type(x1) × . . .× D̃type(xn) (2.16)

è ñèìâîëîì ft � ÔÒ

(type(x1), . . . , type(xn))→ type(e)

Çàïèñü e(x̄) îáîçíà÷àåò ôóíêöèþ èç Dft, êîòîðàÿ

• íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé, ñîîòâåòñòâóþùåé òåðìó e, è

• îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ êàæäîãî ñïèñêà

d̄ = (d1, . . . , dn) ∈ Dx̄

çíà÷åíèå ôóíêöèè e(x̄) íà ñïèñêå d̄ îáîçíà÷àåòñÿ çàïèñüþ
e(d̄) è ðàâíî çíà÷åíèþ òåðìà

e(d1/x1, . . . , dn/xn).
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Åñëè ñïèñîê x̄ ïóñò, òî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè e(x̄)
ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà, è ôóíêöèÿ e(x̄) ñîïîñòàâëÿåò ýòîìó
ýëåìåíòó çíà÷åíèå òåðìà e.

Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè ôóíêöèè, ñîîòâåòñòâóþùèå òåì
ÔÑ, êîòîðûå âõîäÿò â e, ìîíîòîííû, òî ôóíêöèÿ e(x̄) òîæå ìî-
íîòîííà.

2.3.3 Îçíà÷èâàíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåí-

íûõ

Ïóñòü çàäàíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî Φ ôóíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåí-
íûõ:

Φ = {ϕ1, . . . , ϕn}.
Îçíà÷èâàíèåì ôóíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ èç ìíî-

æåñòâà Φ íàçûâàåòñÿ ñïèñîê ïàð âèäà

((ϕ1, f1), . . . , (ϕn, fn)) (2.17)

ãäå ∀ i = 1, . . . , n fi ∈ Dtype(ϕi).
Ïóñòü çàäàíû òåðì e è îçíà÷èâàíèå âèäà (2.17).
Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü çàïèñüþ

e[f1/ϕ1, . . . , fn/ϕn]

òåðì, ïîëó÷àåìûé èç e çàìåíîé âõîäÿùèõ â íåãî ôóíêöèîíàëü-
íûõ ïåðåìåííûõ ϕ1, . . . , ϕn íà íîâûå ÔÑ, êîòîðûì ñîïîñòàâëåíû
ôóíêöèè f1, . . . , fn ñîîòâåòñòâåííî.

2.4 Ôóíêöèîíàëüíûå ïðîãðàììû

2.4.1 Ïîíÿòèå ôóíêöèîíàëüíîé ïðîãðàììû

Ôóíêöèîíàëüíàÿ ïðîãðàììà (ÔÏ) � ýòî ñîâîêóïíîñòü Σ ôîð-
ìàëüíûõ ðàâåíñòâ âèäà 

ϕ1(x̄1) = e1

. . .
ϕn(x̄n) = en

(2.18)

ãäå
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1. ϕ1, . . . , ϕn � ðàçëè÷íûå ôóíêöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå, è

2. äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , n

(a) ϕi(x̄i) è ei � òåðìû îäèíàêîâîãî òèïà,

(b) x̄i � ñïèñîê âñåõ ïåðåìåííûõ èç V ar(ei),

(c) FV ar(ei) ⊆ {ϕ1, . . . , ϕn}, è
(d) ôóíêöèè, ñîîòâåòñòâóþùèå òåì ÔÑ, êîòîðûå âõîäÿò â

ei, ÿâëÿþòñÿ ìîíîòîííûìè.

ÔÏ (2.18) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñèñòåìó ôóíêöèîíàëü-
íûõ óðàâíåíèé, ðåøåíèåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíûé ñïè-
ñîê f̄ = (f1, . . . , fn) ôóíêöèé, òàêèõ, ÷òî

∀ i = 1, . . . , n fi = ei[f1/ϕ1, . . . , fn/ϕn](x̄i) (2.19)

Åñëè âåðíî (2.19), òî ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÔÏ Σ ÿâëÿåòñÿ
îïèñàíèåì ñïèñêà ôóíêöèé f̄ .

Íèæå çàïèñü

Σ :


ϕ1(x̄1) = e1

. . .
ϕn(x̄n) = en

îçíà÷àåò, ÷òî Σ � ýòî ÔÏ, ñîñòîÿùàÿ èç ðàâåíñòâ, èçîáðàæ¼ííûõ
ñïðàâà îò ôèãóðíîé ñêîáêè. Åñëè Σ ñîñòîèò èç îäíîãî ðàâåíñòâà,
òî ôèãóðíàÿ ñêîáêà ìîæåò îòñóòñòâîâàòü.

2.4.2 Ôóíêöèîíàë, ñîîòâåòñòâóþùèé ôóíêöèî-

íàëüíîé ïðîãðàììå

Ïóñòü Σ � ÔÏ âèäà (2.18).
Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì PΣ äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå

Dtype(ϕ1) × . . .×Dtype(ϕn)

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü PΣ êàê ×ÓÌ, îòíîøåíèå ïîðÿäêà íà
êîòîðîì îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ ëþáûõ ñïèñêîâ
f̄ è f̄ ′ èç ìíîæåñòâà PΣ, ãäå

f̄ = (f1, . . . , fn), f̄ ′ = (f ′1, . . . , f
′
n)
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ìû áóäåì ïîëàãàòü f̄ ≤ f̄ ′, åñëè

f1 ≤ f ′1, . . . , fn ≤ f ′n.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî PΣ � ïîëíîå ×ÓÌ, ò.ê.

• ñïèñîê
( mω , . . . , mω )

ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì ýëåìåíòîì â PΣ, è

• äëÿ êàæäîé öåïè f̄0 ≤ f̄1 ≤ f̄2 ≤ . . . ýëåìåíòîâ PΣ ñóùå-
ñòâóåò å¼ òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü, êîòîðàÿ èìååò ñëåäóþùèé
âèä:

sup f̄i = (sup fi1, . . . , sup fin)

ãäå ∀ i ≥ 0 f̄i = (fi1, . . . , fin).

Ôóíêöèîíàë, ñîîòâåòñòâóþùèé ÔÏ Σ � ýòî îòîáðàæåíèå FΣ

âèäà
FΣ : PΣ → PΣ

êîòîðîå ñîïîñòàâëÿåò êàæäîìó ñïèñêó ôóíêöèé

f̄ = (f1, . . . , fn) ∈ PΣ

ñïèñîê ôóíêöèé f̄ ′ = (f ′1, . . . , f
′
n) ∈ PΣ, îïðåäåëÿåìûõ ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì:

∀ i ∈ {1, . . . , n} f ′i
def
= ei[f1/ϕ1, . . . , fn/ϕn](x̄i)

2.4.3 Íåïðåðûâíûå ôóíêöèîíàëû íà ïîëíûõ ÷à-

ñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâàõ

Ïóñòü P � ïîëíîå ×ÓÌ.
Ôóíêöèîíàë íà P � ýòî îòîáðàæåíèå F âèäà

F : P → P

Ôóíêöèîíàë F : P → P íàçûâàåòñÿ
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• ìîíîòîííûì, åñëè äëÿ êàæäîé ïàðû p1, p2 ýëåìåíòîâ P
âåðíà èìïëèêàöèÿ

p1 ≤ p2 ⇒ F (p1) ≤ F (p2)

• íåïðåðûâíûì, åñëè

� îí ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííûì, è

� äëÿ êàæäîé öåïè p0 ≤ p1 ≤ p2 ≤ . . . ýëåìåíòîâ P âåðíî
ðàâåíñòâî

F (sup pi) = supF (pi)

(îòìåòèì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü äàííîãî ðàâåíñòâà èìååò
ñìûñë, ïîñêîëüêó èç ñâîéñòâà ìîíîòîííîñòè F ñëåäó-
åò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {F (pi) | i ≥ 0} ÿâëÿåòñÿ
öåïüþ)

Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèîíàëà íå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì åãî ìî-
íîòîííîñòè. Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë F íà Dft, ãäå
ft = (nat)→ nat:

∀f ∈ Dft F (f)
def
=

{
f åñëè ∀ k ∈ N f(k) = kmω èíà÷å

Äàííûé ôóíêöèîíàë ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííûì. Îäíàêî îí íå ÿâëÿ-
åòñÿ íåïðåðûâíûì. Äåéñòâèòåëüíî, öåïü

{fi | i ≥ 0}

ôóíêöèé èç Dft, ãäå äëÿ êàæäîãî i ≥ 0 ôóíêöèÿ fi ñîîòâåòñòâóåò
òåðìó

(x < i)? x : ω

îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

• ∀ i ≥ 0 F (fi) = mω , ïîýòîìó

supF (fi) = mω
• sup fi = id = F (sup fi)
(ãäå id � òîæäåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ èç Dft)
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Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå: åñëè F �
ôóíêöèîíàë íà P , òî çàïèñè F 0, F 1, . . . îáîçíà÷àþò ôóíêöèî-
íàëû íà P , îïðåäåëÿåìûå ñëåäóþùèì îáðàçîì: ∀ p ∈ P

• F 0(p)
def
= p

• ∀ i ≥ 0 F i+1(p)
def
= F (F i(p))

2.4.4 Íåïîäâèæíûå òî÷êè ôóíêöèîíàëîâ íà ïîë-

íûõ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâàõ

Ïóñòü F � ôóíêöèîíàë íà ïîëíîì ×ÓÌ P .
Ýëåìåíò p ∈ P íàçûâàåòñÿ

• íåïîäâèæíîé òî÷êîé (ÍÒ) ôóíêöèîíàëà F , åñëè âåðíî
ðàâåíñòâî

F (p) = p

• íàèìåíüøåé ÍÒ (ÍÍÒ) ôóíêöèîíàëà F , åñëè

� p � ÍÒ ôóíêöèîíàëà F , è

� äëÿ êàæäîé ÍÒ p′ ôóíêöèîíàëà F âåðíî íåðàâåíñòâî

p ≤ p′

Îòìåòèì, ÷òî åñëè ÍÍÒ ôóíêöèîíàëà F ñóùåñòâóåò, òî îíà
åäèíñòâåííà, ò.ê. åñëè p′ è p′′ äâå ÍÍÒ ôóíêöèîíàëà F , òî, ñî-
ãëàñíî îïðåäåëåíèþ ÍÍÒ, äîëæíû áûòü âåðíû íåðàâåíñòâà

p′ ≤ p′′ è p′′ ≤ p′

îòêóäà, â ñèëó ñâîéñòâà àíòèñèììåòðè÷íîñòè îòíîøåíèÿ ÷àñòè÷-
íîãî ïîðÿäêà, ïîëó÷àåì ñîâïàäåíèå p′ è p′′.

Èç îïðåäåëåíèé â ïóíêòàõ 2.4.1 è 2.4.2 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæ-
äîé ÔÏ Σ è êàæäîãî ñïèñêà ôóíêöèé f̄ ∈ PΣ ñëåäóþùèå óòâåð-
æäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

• Σ ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèåì ñïèñêà ôóíêöèé f̄

• f̄ ÿâëÿåòñÿ ÍÒ ôóíêöèîíàëà FΣ.
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Òåîðåìà 1
Äëÿ êàæäîãî íåïðåðûâíîãî ôóíêöèîíàëà F íà ïîëíîì ×ÓÌ

P ñóùåñòâóåò ÍÍÒ.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {pi | i ≥ 0} ýëåìåíòîâ ×ÓÌ

P ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• p0
def
= 0, ãäå 0 � íàèìåíüøèé ýëåìåíò P , è

• ∀ i ≥ 0 pi+1
def
= F (pi).

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {pi | i ≥ 0} ÿâëÿåòñÿ öåïüþ, ýòî ìîæíî äî-
êàçàòü ïî èíäóêöèè:

• p0 = 0 ≤ p1

• äëÿ êàæäîãî i ≥ 0 èç

� íåðàâåíñòâà pi ≤ pi+1, è

� ìîíîòîííîñòè ôóíêöèîíàëà F

ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå

pi+1 = F (pi) ≤ F (pi+1) = pi+2

Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì p ýëåìåíò sup pi. Èìååì:

1. p ÿâëÿåòñÿ ÍÒ ôóíêöèîíàëà F , ò.ê., ñîãëàñíî ñâîéñòâó íåïðå-
ðûâíîñòè F , âåðíû ñîîòíîøåíèÿ

F (p) = F (sup pi) = supF (pi) = sup pi+1 = p

2. p ÿâëÿåòñÿ ÍÍÒ ôóíêöèîíàëà F , ò.ê. åñëè F (p′) = p′, òî

∀ i ≥ 0 pi ≤ p′ (2.20)

(2.20) ìîæíî äîêàçàòü ïî èíäóêöèè:

• p0 = 0 ≤ p′
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• åñëè pi ≤ p′, òî èç ìîíîòîííîñòè F ñëåäóåò

pi+1 = F (pi) ≤ F (p′) = p′

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè, èç (2.20) ñëå-
äóåò èñêîìîå íåðàâåíñòâî

p = sup pi ≤ p′

2.4.5 Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèîíàëîâ, ñîîòâåòñò-

âóþùèõ ôóíêöèîíàëüíûì ïðîãðàììàì

Òåîðåìà 2
Äëÿ êàæäîé ÔÏ Σ ôóíêöèîíàë FΣ íåïðåðûâåí.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ìû ðàññìîòðèì ëèøü ñëó÷àé, êîãäà ÔÏ Σ ñîñòîèò èç îäíîãî

óðàâíåíèÿ (îáùèé ñëó÷àé ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî), ò.å. Σ
èìååò âèä

Σ : ϕ(x̄) = e (2.21)

Êàæäûé ïîäòåðì e′ òåðìà e îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâà-
ìè:

• FV ar(e′) ⊆ {ϕ}, è

• êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ, âõîäÿùàÿ â e′, ñîäåðæèòñÿ â ñïèñêå x̄.

Ïîýòîìó äëÿ êàæäîãî ïîäòåðìà e′ òåðìà e ìîæíî îïðåäåëèòü
ñëåäóþùèé ôóíêöèîíàë Fe′ íà Dtype(ϕ):

∀ f ∈ Dtype(ϕ) Fe′(f)
def
= e′[f/ϕ](x̄)

Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî ñòðóêòóðå òåðìà e′, ÷òî ôóíêöèîíàë Fe′

íåïðåðûâåí. Îòìåòèì, ÷òî èç ýòîãî ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðå-
ìû, ïîñêîëüêó FΣ = Fe.

Åñëè e′ íå ñîäåðæèò ϕ, òî ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèîíàëà
Fe′ ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà. Î÷åâèäíî, ÷òî òàêîé ôóíêöèîíàë
íåïðåðûâåí.

Åñëè e′ ñîäåðæèò ϕ, òî âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:
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1. e′ = g(e1, . . . , em), ãäå g ∈ Fun, è

2. e′ = ϕ(e1, . . . , em), ãäå ϕ � ôóíêöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ.

Ìû ðàçáåð¼ì ëèøü ïåðâûé ñëó÷àé (âòîðîé ñëó÷àé ðàçáèðàåòñÿ
àíàëîãè÷íî).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèîíàëû Fe1 , . . ., Fem íåïðåðûâíû.
Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèîíàë Fe′ , ãäå

e′ = g(e1, . . . , em), g ∈ Fun

òàêæå áóäåò íåïðåðûâåí.
Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ïîíÿòèÿ ôóíêöèè, ñîîòâåòñòâóþùåé

òåðìó (ïóíêò 2.3.2), äëÿ

• êàæäîé ôóíêöèè f ∈ Dtype(ϕ), è

• êàæäîãî d̄ ∈ Dx̄

âåðíû ðàâåíñòâà

Fe′(f)(d̄) =
= e′[f/ϕ](d̄) =
= g(e1, . . . , em)[f/ϕ](d̄) =
= g(e1[f/ϕ], . . . , em[f/ϕ])(d̄) =
= g(e1[f/ϕ](d̄), . . . , em[f/ϕ](d̄)) =
= g(Fe1(f)(d̄), . . . , Fem(f)(d̄))

(2.22)

Ïîýòîìó, åñëè ôóíêöèè f1, f2 ∈ Dtype(ϕ) òàêîâû, ÷òî f1 ≤ f2,
òî, â ñèëó ìîíîòîííîñòè ôóíêöèîíàëîâ

Fe1 , . . . , Fem

äëÿ êàæäîãî d̄ ∈ Dx̄ âåðíû ñîîòíîøåíèÿ

Fe1(f1)(d̄) ≤ Fe1(f2)(d̄)
. . .
Fem(f1)(d̄) ≤ Fem(f2)(d̄)

îòêóäà, ó÷èòûâàÿ (2.22) è ìîíîòîííîñòü ôóíêöèè g, ïîëó÷àåì
ñîîòíîøåíèÿ

Fe′(f1)(d̄) =
= g(Fe1(f1)(d̄), . . . , Fem(f1)(d̄)) ≤
≤ g(Fe1(f2)(d̄), . . . , Fem(f2)(d̄)) =
= Fe′(f2)(d̄)
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ò.å. ôóíêöèîíàë Fe′ ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííûì.
Äîêàæåì, ÷òî äëÿ êàæäîé öåïè {fi | i ≥ 0} ôóíêöèé èç

Dtype(ϕ) âåðíî ðàâåíñòâî

Fe′(sup fi) = supFe′(fi) (2.23)

Äëÿ êàæäîãî i ≥ 0 èç íåðàâåíñòâà

fi ≤ sup fi

è èç ìîíîòîííîñòè Fe′ ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

Fe′(fi) ≤ Fe′(sup fi)

îòêóäà, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè, ñëåäóåò íåðà-
âåíñòâî

sup Fe′(fi) ≤ Fe′(sup fi)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà (2.23) äîêàæåì, ÷òî âåðíî îá-
ðàòíîå íåðàâåíñòâî:

Fe′(sup fi) ≤ sup Fe′(fi) (2.24)

ò.å. ÷òî äëÿ êàæäîãî d̄ ∈ Dx̄ âåðíî íåðàâåíñòâî

Fe′(sup fi)(d̄) ≤ sup Fe′(fi)(d̄) (2.25)

Ñîãëàñíî (2.22), ëåâóþ ÷àñòü (2.25) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

g(Fe1(sup fi)(d̄), . . . , Fem(sup fi)(d̄)) (2.26)

Ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ, âåðíû ðàâåíñòâà

Fe1(sup fi) = supFe1(fi)
. . .
Fem(sup fi) = supFem(fi)

Ïîýòîìó (2.26) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

g (sup Fe1(fi)(d̄), . . . , sup Fem(fi)(d̄)) (2.27)
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Èç (2.12) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò íîìåð j, òàêîé, ÷òî

sup Fe1(fi)(d̄) = Fe1(fj)(d̄)
. . .
sup Fem(fi)(d̄) = Fem(fj)(d̄)

Ïîýòîìó (2.27) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

g (Fe1(fj)(d̄), . . . , Fem(fj)(d̄)) (2.28)

Ñîãëàñíî (2.22), çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ (2.28) ðàâíî

Fe′(fj)(d̄)

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçûâàåìîå íåðàâåíñòâî (2.25) ìîæíî ïå-
ðåïèñàòü â âèäå

Fe′(fj)(d̄) ≤ sup Fe′(fi)(d̄)

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âåðíî.

Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî òåîðåìàì 1 è 2, ó ôóíêöèîíàëà FΣ

ñóùåñòâóåò ÍÍÒ. Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ýòó ÍÍÒ ñèìâîëîì σ.
Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñïèñîê ôóíêöèé f̄ ÿâëÿåòñÿ ÍÒ (ÍÍÒ)

ÔÏ Σ, åñëè f̄ ÿâëÿåòñÿ ÍÒ (ÍÍÒ) ôóíêöèîíàëà FΣ.
Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ.

1. Åñëè ÔÏ Σ èìååò âèä (2.18), òî êîìïîíåíòû å¼ ÍÍÒ σ, à
òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèå èì ÔÑ, áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ çàïè-
ñÿìè

σ1, . . . , σn

(äëÿ êàæäîãî i ∈ {1, . . . , n} çàïèñü σi ñîîòâåòñòâóåò i�ìó
óðàâíåíèþ â Σ).

2. Åñëè ÔÏ îáîçíà÷àåòñÿ çàïèñüþ Σs, ãäå s � íåêîòîðûé ñèì-
âîë, òî å¼ ÍÍÒ è êîìïîíåíòû ýòîé ÍÍÒ (à òàêæå ñîîòâåò-
ñòâóþùèå èì ÔÑ) áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ çàïèñÿìè

σs, σs
1, . . .
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3. Åñëè Σ ñîñòîèò èç îäíîãî óðàâíåíèÿ, òî ñïèñîê σ ñîñòîèò èç
îäíîé ôóíêöèè. Â ýòîì ñëó÷àå ñèìâîë σ îáîçíà÷àåò òàêæå

• ôóíêöèþ, ÿâëÿþùóþñÿ åäèíñòâåííîé êîìïîíåíòîé ýòî-
ãî ñïèñêà, è

• ÔÑ, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò ýòà ôóíêöèÿ.

2.4.6 Íàõîæäåíèå íàèìåíüøèõ íåïîäâèæíûõ òî-

÷åê ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîãðàìì

ÍÍÒ ÔÏ Σ ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, ïóò¼ì

• âû÷èñëåíèÿ ñïèñêîâ òåðìîâ ēi, ñîîòâåòñòâóþøèõ ýëåìåíòàì
F i

Σ(0) (i = 0, 1, . . .), è

• íàõîæäåíèÿ ïî ēi ñïèñêà òåðìîâ ē, ñîîòâåòñòâóùåãî ýëåìåí-
òó sup F i

Σ(0) (êîòîðûé ñîâïàäàåò ñ σ ïî òåîðåìå 1).

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà íàõîæäåíèå äàííûì ìåòîäîì
ÍÍÒ ÔÏ

Σ :

{
ϕ(x) = (x > 100) ? x− 10

: ϕϕ(x+ 11)
(2.29)

Íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ÷òî äëÿ i = 1, . . . , 11

ei = (x > 100) ? x− 10
: (x > 101− i) ? 91 : ω

à äëÿ i ≥ 11

ei = (x > 100) ? x− 10
: (x > 90− 11 · (i− 11)) ? 91

: ω
(2.30)

Ïðè ôèêñèðîâàííîì x è äîñòàòî÷íî áîëüøèõ i âûðàæåíèå

x > 90− 11 · (i− 11)

â òåðìå (2.30) áóäåò èñòèííûì, ïîýòîìó ôóíêöèÿ σ ñîîòâåòñòâóåò
òåðìó

(x > 100)? x− 10 : 91
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Ïðè âû÷èñëåíèÿõ ñ òåðìàìè ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùè-
ìè òåîðåìàìè (íàçûâàåìûìè ïåðåñòàíîâî÷íûìè çàêîíàìè
äëÿ ôóíêöèè if_then_else).

Òåîðåìà 3
Ïóñòü çàäàíû ôóíêöèè

• p : A→ B̃

• h1, h2 : A→ D̃1

• g : D̃1 → D̃

Îïðåäåëèì ôóíêöèè f1, f2 : A→ D̃:

f1(a) = g(p(a)? h1(a) : h2(a))

f2(a) = p(a)? gh1(a) : gh2(a)

Òîãäà f2 ≤ f1, à åñëè g(ω) = ω, òî f2 = f1.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Äëÿ êàæäîãî a ∈ A èìååò ìåñòî îäèí èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ:

• p(a) = >
â ýòîì ñëó÷àå f2(a) = gh1(a) = f1(a)

• p(a) = ⊥
â ýòîì ñëó÷àå f2(a) = gh2(a) = f1(a)

• p(a) = ω
â ýòîì ñëó÷àå f2(a) = ω ≤ g(ω) = f1(a)

Òåîðåìà 4 (îáîáùåíèå òåîðåìû 3).
Ïóñòü çàäàíû ôóíêöèè

• p : A→ B̃

• ∀j ∈ {1, . . . , n} \ {i} hj : A→ D̃j

• h′i, h′′i : A→ D̃i

• g : D̃1 × . . .× D̃n → D̃
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Îïðåäåëèì ôóíêöèè f1, f2 : A→ D̃:

f1(a) = g

 h1(a), . . . , hi−1(a),
p(a)? h′i(a) : h′′i (a),
hi+1(a), . . . , hn(a)



f2(a) = p(a) ? g

 h1(a), . . . , hi−1(a),
h′i(a),
hi+1(a), . . . , hn(a)


: g

 h1(a), . . . , hi−1(a),
h′′i (a),
hi+1(a), . . . , hn(a)


Òîãäà

• f2 ≤ f1, è

• åñëè g(. . . , ω, . . .) = ω (ãäå ω â ñïèñêå àðãóìåíòîâ ñòîèò íà
i-ì ìåñòå), òî f2 = f1.

2.4.7 Ïðèìåðû íåïîäâèæíûõ òî÷åê ôóíêöèî-

íàëüíûõ ïðîãðàìì

1. ÔÏ {
ϕ1(x) = (x = 0)? 1 : ϕ1(x− 1) + ϕ2(x− 1)
ϕ2(x) = (x = 0)? 0 : ϕ2(x+ 1)

èìååò ñëåäóþùèå ÍÒ:(
(x = 0 ∨ x = 1)? 1 : n · (x− 1) + 1
(x = 0)? 0 : n

)

ãäå n � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò Ñ.

ÍÍÒ ýòîé ÔÏ =

(
(x = 0 ∨ x = 1)? 1 : ω
(x = 0)? 0 : ω

)

2. ÔÏ {
ϕ1(x) = (x > 100)? x− 10 : ϕ1ϕ2(x+ 11)
ϕ2(x) = (x > 100)? x− 10 : ϕ2ϕ1(x+ 11)
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èìååò åäèíñòâåííóþ ÍÒ(
(x > 100)? x− 10 : 91
(x > 100)? x− 10 : 91

)

3. ÔÏ
ϕ(x, y) = (x = y) ? y + 1

: ϕ(x, ϕ(x− 1, y + 1))

èìååò, íàïðèìåð, ñëåäóþùèå ÍÒ:

(a) (x = y)? y + 1 : x+ 1

(b) (x ≥ y)? x+ 1 : y − 1

(c) (x ≥ y ∧ even(x− y))? x+ 1 : ω
(ôóíêöèÿ even ïðèíèìàåò çíà÷åíèå > íà ÷¼òíûõ ÷èñ-
ëàõ, è ⊥ íà íå÷¼òíûõ)

Ïîñëåäíÿÿ ôóíêöèÿ � ÍÍÒ ýòîé ÔÏ.

4. Ó ÔÏ
ϕ(x) = ϕ(x)

êàæäàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ÍÒ, å¼ ÍÍÒ = mω .

5. Êàæäàÿ ÍÒ ÔÏ

ϕ(x̄) = e1? ϕ(x̄) : e2

èìååò âèä
e1? e : e2

ãäå e � ëþáîé òåðì òèïà type(e2), òàêîé, ÷òî V ar(e) ⊆ x̄.

ÍÍÒ ýòîé ÔÏ = e1? ω : e2.

6. Êàæäàÿ ÍÒ ÔÏ

ϕ(x) = (x = 0)? 1 : ϕ(x+ 1)

èìååò âèä
(x = 0)? 1 : i

ãäå i � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò Ñ.

ÍÍÒ ýòîé ÔÏ = (x = 0)? 1 : ω.
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2.4.8 Íåìîíîòîííûå ôóíêöèîíàëüíûå ïðîãðàì-

ìû

Ïîíÿòèå íåìîíîòîííîé ÔÏ (ÍÔÏ) îòëè÷àåòñÿ îò ïîíÿòèÿ
ÔÏ òîëüêî â ïóíêòå (2d) îïðåäåëåíèÿ â ïàðàãðàôå 2.4.1: ÍÔÏ
ìîãóò ñîäåðæàòü ÔÑ, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò íåìîíîòîííûå ôóíê-
öèè.

Ó ÍÔÏ ìîãóò îòñóòñòâîâàòü ÍÒ èëè ÍÍÒ, íàïðèìåð:

1. ÍÔÏ
ϕ(x) = (ϕ(x) ≡ 0)? 1 : 0

íå èìååò ÍÒ.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû ó ýòîé ÍÔÏ áûëà ÍÒ f , òî

• èç f(0) = 0 ñëåäîâàëî áû, ÷òî f(0) = 1, è

• èç f(0) 6= 0 ñëåäîâàëî áû, ÷òî f(0) = 0.

2. ÍÔÏ
ϕ(x) = (ϕ(x) ≡ 0)? 0 : 1

èìååò äâå ÍÒ (êîíñòàíòû 0 è 1), íî íå èìååò ÍÍÒ.

2.5 Àëãîðèòìè÷åñêàÿ ïîëíîòà ôóíêöè-

îíàëüíûõ ïðîãðàìì

Ñâîéñòâî àëãîðèòìè÷åñêîé ïîëíîòû ìíîæåñòâà ÔÏ çàêëþ÷à-
åòñÿ â òîì, ÷òî êàæäàÿ ÷àñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ íà ñòðîêàõ, âû÷èñ-
ëèìàÿ â èíòóèòèâíîì ñìûñëå, ìîæåò áûòü îïèñàíà íåêîòîðîé
ÔÏ. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äëÿ êàæäîé ÷àñòè÷íîé ôóíêöèè f
íà ñòðîêàõ, âû÷èñëèìîé â èíòóèòèâíîì ñìûñëå, ñóùåñòâóåò ìà-
øèíà Òüþðèíãà M , òàêàÿ, ÷òî f ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé, êîòîðóþ
âû÷èñëÿåò M .

Òåîðåìà 5
Äëÿ êàæäîé ìàøèíû Òüþðèíãà M ñóùåñòâóåò ÔÏ, îïèñûâà-

þùàÿ òó ôóíêöèþ, êîòîðóþ âû÷èñëÿåò M .
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Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïóñòü M � ìàøèíà Òüþðèíãà, êîìïîíåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿ-

þòñÿ

• ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé Q = {q0, q1, . . . , qn}, â êîòîðîì âûäå-
ëåíû

� íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå q0, è

� çàêëþ÷èòåëüíîå ñîñòîÿíèå qn

• àëôàâèò ñèìâîëîâ A = {a1, . . . , am}, êîòîðûå ìîãóò áûòü
íàïèñàíû â ÿ÷åéêàõ ëåíòû, ïðè÷¼ì A ñîäåðæèò ïðîáåëüíûé
ñèìâîë 2

• îòîáðàæåíèå ïåðåõîäîâ

δ : Q× A→ Q× A× {left, right}

Ñîïîñòàâèì êàæäîìó ñîñòîÿíèþ qi ∈ Q ôóíêöèîíàëüíóþ ïå-
ðåìåííóþ ϕi, ãäå

type(ϕi) = (string, string)→ string

(òèï string îïðåäåë¼í â ïàðàãðàôå 2.1.1).
ÔÏ ΣM , êîòîðàÿ îïèñûâàåò ôóíêöèþ, âû÷èñëÿåìóþ ìàøè-

íîé M , ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ óðàâíåíèé:

• óðàâíåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå òîé ôóíêöèè, êîòîðóþ âû÷èñ-
ëÿåò ìàøèíà M :

ϕ(x) = ϕ0(ε, x)

• åñëè qi � íåçàêëþ÷èòåëüíîå ñîñòîÿíèå, è

δ(qi, a1) = (qj, ak, right)
δ(qi, a2) = . . .

òî ÔÏ ΣM ñîäåðæèò óðàâíåíèå

ϕi(x, y) = (y = ε) ? ϕi(x,2)
: (ŷ = a1) ? ϕj(ak · x, y′)

: (ŷ = a2) ? . . .

ãäå
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� çíà÷åíèÿ, ïðèíèìàåìûå ïåðåìåííîé x, ñîîòâåòñòâóþò
çàïèñÿì íà ëåíòå ìàøèíû M ñëåâà îò ãîëîâêè, ÷èòàå-
ìûì ñïðàâà íàëåâî, è

� çíà÷åíèÿ, ïðèíèìàåìûå ïåðåìåííîé y, ñîîòâåòñòâóþò
çàïèñÿì íà ëåíòå ñïðàâà îò ãîëîâêè (âêëþ÷àÿ ñèìâîë
ïîä ãîëîâêîé)

• åñëè qi � íåçàêëþ÷èòåëüíîå ñîñòîÿíèå, è

δ(qi, a1) = (qj, ak, left)
δ(qi, a2) = . . .

òî ÔÏ ΣM ñîäåðæèò óðàâíåíèå

ϕi(x, y) =
= (y = ε) ? ϕi(x,2)
: (x = ε) ? ϕi(2, y)

: (ŷ = a1) ? ϕj(x
′, x̂ · ak · y′)

: (ŷ = a2) ? . . .

• óðàâíåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå çàêëþ÷èòåëüíîìó ñîñòîÿíèþ
qn:

ϕn(x, y) = (y = ε) ? ε
: (last(y) = 2) ? ϕn(x, rem(y)) : y

ãäå

� ôóíêöèÿ last âîçâðàùàåò ïîñëåäíèé ñèìâîë ñâîåãî àð-
ãóìåíòà, îíà îïèñûâàåòñÿ ÔÏ

ϕ(x) = (x′ = ε) ? x̂ : ϕ(x′)

� ôóíêöèÿ rem âîçâðàùàåò ñòðîêó, ïîëó÷àåìóþ óäàëå-
íèåì ïîñëåäíåãî ñèìâîëà èç ñâîåãî àðãóìåíòà, îíà îïè-
ñûâàåòñÿ ÔÏ

ϕ(x) = (x′ = ε) ? ε : x̂ · ϕ(x′)

� ôóíêöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèîíàëüíîé ïåðåìåí-
íîé ϕn, âîçâðàùàåò ñòðîêó, ïîëó÷àåìóþ èç çíà÷åíèÿ
âòîðîãî àðãóìåíòà óäàëåíèåì ïðîáåëîâ â åãî êîíöå.
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Ãëàâà 3

Âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé

íàèìåíüøèõ íåïîäâèæíûõ

òî÷åê ôóíêöèîíàëüíûõ

ïðîãðàìì

Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé
ÍÍÒ ÔÏ íà çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòîâ.

Â öåëÿõ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ, ìû ðàññìàòðèâàåì â ýòîé ãëàâå
ëèøü ÔÏ ñ îäíîé ôóíêöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé ϕ. Äëÿ êàæäîãî
òåðìà r, ðàññìàòðèâàåìîãî â ýòîé ãëàâå, âûïîëíåíî óñëîâèå

FV ar(r) ⊆ {ϕ}.

3.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ÍÍÒ ÔÏ çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîå-
íèè àëãîðèòìà, êîòîðûé

• ïî çàäàííîé ÔÏ Σ âèäà

Σ : ϕ(x̄) = e (3.1)

• è çàäàííîìó ñïèñêó d̄ ∈ Dx̄

(îáîçíà÷åíèå Dx̄ áûëî ââåäåíî â ïàðàãðàôå 2.3.2)
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äîëæåí âû÷èñëèòü çíà÷åíèå σ(d̄).
Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è íå òðåáóåòñÿ íà-

õîæäåíèå òåðìà, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèÿ σ.

3.2 Ìåòîä ðåøåíèÿ

Îäèí èç âîçìîæíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è çàêëþ÷à-
åòñÿ â òîì, ÷òî ïî çàäàííûì

• ÔÏ Σ âèäà (3.1), è

• ñïèñêó d̄ ∈ Dx̄

ñòðîèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òåðìîâ

C0
Σ,d̄ C1

Σ,d̄ C2
Σ,d̄ . . . (3.2)

íàçûâàåìàÿ âû÷èñëèòåëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ. Êàæ-
äûé å¼ ÷ëåí ÿâëÿåòñÿ, â íåêîòîðîì ñìûñëå, àïïðîêñèìàöèåé èñ-
êîìîãî çíà÷åíèÿ σ(d̄). Åñëè âû÷èñëèòåëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(3.2) êîíå÷íà, òî å¼ ïîñëåäíèé ýëåìåíò äîëæåí áûòü êîíñòàíòîé,
çíà÷åíèå êîòîðîé ðàâíî σ(d̄).

Âû÷èñëèòåëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (3.2) ñòðîèòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì.

1. Òåðì C0
Σ,d̄ èìååò âèä ϕ(d̄).

2. Åñëè òåðì Ci
Σ,d̄ ñîäåðæèò ôóíêöèîíàëüíóþ ïåðåìåííóþ ϕ,

òî òåðì Ci+1
Σ,d̄

ïîëó÷àåòñÿ èç Ci
Σ,d̄

(a) çàìåíîé â í¼ì íåêîòîðûõ ïîäòåðìîâ âèäà

ϕ(e1, . . . , en) (3.3)

íà òåðìû âèäà

e(e1/x1, . . . , en/xn) (3.4)

ãäå (x1, . . . , xn) � ýòî ñïèñîê x̄ â (3.1), è

(b) óïðîùåíèåì ïîëó÷èâøåãîñÿ òåðìà.
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3. Åñëè òåðì Ci
Σ,d̄ íå ñîäåðæèò ϕ, òî îí ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäíèì

÷ëåíîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (3.2).

Íèæå ìû áóäåì íàçûâàòü

• òå ïîäòåðìû âèäà (3.3) òåðìà Ci
Σ,d̄, êîòîðûå âûáèðàþòñÿ

äëÿ çàìåíû ñîãëàñíî ïóíêòó (2a), ðàñêðûâàåìûìè ïîä-
òåðìàìè, è

• çàìåíó (3.3) íà (3.4) � ðàñêðûòèåì ïîäòåðìà (3.3).

Åñëè ñðåäè ðàñêðûâàåìûõ ïîäòåðìîâ òåðìà Ci
Σ,d̄ îäíè ïîä-

òåðìû ñîäåðæàòñÿ â äðóãèõ, òî ðàñêðûòèå òàêèõ ïîäòåðìîâ îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ ïî ïðèíöèïó �îò ìåíüøèõ ê áîëüøèì�, ò.å. êàæäûé
ðàñêðûâàåìûé ïîäòåðì ðàñêðûâàåòñÿ òîëüêî ïîñëå òîãî, êàê áó-
äóò ðàñêðûòû âñå ñîäåðæàùèåñÿ â í¼ì ðàñêðûâàåìûå ïîäòåðìû.

Ïðåîáðàçîâàíèÿ òåðìîâ, óêàçàííûå â ïóíêòàõ (2a) è (2b), îáú-
ÿñíÿþòñÿ áîëåå ïîäðîáíî íèæå.

3.3 Âû÷èñëèòåëüíûå ïðàâèëà

Ïðàâèëî âûáîðà ðàñêðûâàåìûõ ïîäòåðìîâ òåðìà Ci
Σ,d̄ ìû áóäåì

íàçûâàòü âû÷èñëèòåëüíûì ïðàâèëîì. Íèæå áóäóò ðàññìàò-
ðèâàòüñÿ ñëåäóþùèå âû÷èñëèòåëüíûå ïðàâèëà.

1. PO (Parallel Outermost) � ðàñêðûâàþòñÿ âñå ñàìûå âíåø-
íèå ïîäòåðìû âèäà (3.3) (ò.å. íå ñîäåðæàùèåñÿ íè â êàêîì
ïîäòåðìå âèäà (3.3)).

2. LO (Left Outermost) � ðàñêðûâàåòñÿ ñàìûé ëåâûé èç ñàìûõ
âíåøíèõ ïîäòåðìîâ âèäà (3.3).

3. PI (Parallel Innermost) � ðàñêðûâàþòñÿ âñå ñàìûå âíóòðåí-
íèå ïîäòåðìû âèäà (3.3) (ò.å. íå ñîäåðæàùèå ïîäòåðìîâ âè-
äà (3.3)).

4. LI (Left Innermost) � ðàñêðûâàåòñÿ ñàìûé ëåâûé èç ñàìûõ
âíóòðåííèõ ïîäòåðìîâ âèäà (3.3).
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Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñèìâîë C â (3.2) îáîçíà÷àåò âû÷èñ-
ëèòåëüíîå ïðàâèëî, èñïîëüçóåìîå ïðè ïîñòðîåíèè ýòîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè. Åñëè ýòî ïðàâèëî èìååò ñïåöèàëüíîå îáîçíà÷åíèå,
òî ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü ýòî îáîçíà÷åíèå âìåñòî ñèìâîëà C
(ò.å., íàïðèìåð, åñëè ïðè ïîñòðîåíèè òåðìîâ âû÷èñëèòåëüíîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè èñïîëüçóåòñÿ ïðàâèëî PO, òî òåðìû, âõîäÿ-
ùèå â äàííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ìîãóò îáîçíà÷àòüñÿ çàïèñüþ
POi

Σ,d̄).

3.4 Óïðîùåíèå òåðìà

Óïðîùåíèå òåðìà, î êîòîðîì ãîâîðèòñÿ â ïóíêòå (2b) îïèñàíèÿ
ïîñòðîåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (3.2), ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óïðîùàþùèõ ïðåîáðàçîâà-
íèé.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèÿ óïðîùàþùåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ââå-
ä¼ì ñëåäóþùèå âñïîìîãàòåëüíûå ïîíÿòèÿ.

1. Òåðìû r è s íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè

∀f ∈ Dtype(ϕ) r[f/ϕ](x̄) = s[f/ϕ](x̄) (3.5)

ãäå x̄ ñîñòîèò èç ïåðåìåííûõ, âõîäÿùèõ â r è s.

Åñëè r è s ýêâèâàëåíòíû, òî ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ýòîò ôàêò
çàïèñüþ

r ≡ s.

2. Åñëè òåðì v èìååò âèä

g(v1, . . . , vn) (g ∈ Fun) (3.6)

òî çàïèñü v̂ îáîçíà÷àåò òåðì

g(h1, . . . , hn) (3.7)

ãäå ∀ i = 1, . . . , n

hi
def
=


vi, åñëè vi � êîíñòàíòà
xi (ïåðåìåííàÿ òîãî æå òèïà,

÷òî è vi), èíà÷å
(3.8)

ïðè÷¼ì âñå ïåðåìåííûå, âõîäÿùèå â (3.7), ðàçëè÷íû.
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Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òåðì s ïîëó÷åí èç òåðìà r óïðîùà-
þùèì ïðåîáðàçîâàíèåì, åñëè s ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì çàìåíû
â r ïîäòåðìà v âèäà (3.6) íà òåðì v′, êîòîðûé ðàâåí

• êîíñòàíòå d, åñëè v̂ ≡ d, èëè

• òåðìó vi, åñëè hi � ïåðåìåííàÿ, è v̂ ≡ hi.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðè äàííîé çàìåíå

• v′ ≡ v, ïîýòîìó s ≡ r, è

• äëèíà v′ ìåíüøå äëèíû v, ïîýòîìó äëèíà s ìåíüøå äëèíû
r.

Òåðì r íàçûâàåòñÿ íåóïðîùàåìûì, åñëè íå ñóùåñòâóåò òåð-
ìà, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ èç r óïðîùàþùèì ïðåîáðàçîâàíèåì.

Òåðì s íàçûâàåòñÿ óïðîùåíèåì òåðìà r, åñëè

• s � íåóïðîùàåìûé, è

• ëèáî s = r, ëèáî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òåðìîâ r1,
. . ., rn, òàêàÿ, ÷òî

� r1 = r, rn = s, è

� ∀ i = 1, . . . , n−1 ri+1 ïîëó÷åí èç ri óïðîùàþùèì ïðå-
îáðàçîâàíèåì.

Òåîðåìà 6
Äëÿ ëþáîãî òåðìà r ñóùåñòâóåò òåðì s, ÿâëÿþùèéñÿ åãî óïðî-

ùåíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òåðìîâ

r1 r2 . . . (3.9)

ñëåäóþùèì îáðàçîì: r1
def
= r, è äëÿ êàæäîãî òåðìà ri â (3.9)

• åñëè ri íåóïðîùàåìûé, òî îí � ïîñëåäíèé ýëåìåíò â (3.9),
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• èíà÷å îïðåäåëÿåì ri+1 êàê ðåçóëüòàò êàêîãî-ëèáî óïðîùà-
þùåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ òåðìà ri.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (3.9) íå ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íîé, ïîòîìó
÷òî äëèíà êàæäîãî å¼ òåðìà ri, ãäå i > 1, ìåíüøå äëèíû òåðìà
ri−1.

Èñêîìûé òåðì s ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäíèì ýëåìåíòîì â (3.9).

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (3.9) ñ çàäàííûì ïåðâûì ýëåìåíòîì r ìî-
æåò áûòü ïîñòðîåíà íåîäíîçíà÷íî, ò.ê. ïðè ïåðåõîäå îò ri ê ri+1

âîçìîæíî íåñêîëüêî âàðèàíòîâ âûáîðà óïðîùàþùåãî ïðåîáðàçî-
âàíèÿ.

Òåì íå ìåíåå, êàê óñòàíàâëèâàåò òåîðåìà 8, ïîñëåäíèé ýëå-
ìåíò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (3.9) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ å¼ ïåð-
âûì ýëåìåíòîì.

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ.

• Äëÿ ëþáûõ òåðìîâ r è s ìû áóäåì îáîçíà÷àòü çàïèñüþ

r → s (3.10)

òîò ôàêò, ÷òî s = r, èëè s ïîëó÷åí èç r óïðîùàþùèì ïðå-
îáðàçîâàíèåì.

• Åñëè r � òåðì, è s � âõîæäåíèå íåêîòîðîãî ïîäòåðìà â r,
òî äëÿ êàæäîãî òåðìà s′, òèï êîòîðîãî ðàâåí òèïó òåðìà s,
çàïèñü

r(s′/s)

îáîçíà÷àåò òåðì, ïîëó÷àåìûé èç r çàìåíîé âõîæäåíèÿ s íà
òåðì s′.

• Åñëè çàäàíû òåðì r è íåêîòîðûå âõîæäåíèÿ òåðìîâ s1 è s2

â òåðì r, òî

� çàïèñü s1 ⊂ s2 îçíà÷àåò, ÷òî âõîæäåíèå òåðìà s1 ñîäåð-
æèòñÿ âî âõîæäåíèè òåðìà s2 è íå ñîâïàäàåò ñ íèì, è

� çàïèñü s1 ⊆ s2 îçíà÷àåò, ÷òî s1 ⊂ s2 èëè âõîæäåíèå s1

ñîâïàäàåò ñ âõîæäåíèåì s2.
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Òåîðåìà 7
Åñëè

r → s1 è r → s2 (3.11)

òî
∃ s : s1 → s è s2 → s (3.12)

(â ëèòåðàòóðå ïî òåîðèè ïðîãðàììèðîâàíèÿ äàííîå ñâîéñòâî áè-
íàðíîãî îòíîøåíèÿ èíîãäà íàçûâàþò ñâîéñòâîì ðîìáà, èëè
ñâîéñòâîì ×¼ð÷à-Ðîññåðà, èëè êîíôëþåíòíîñòüþ).

Äîêàçàòåëüñòâî.

Åñëè s1 = r, òî s
def
= s2, è åñëè s2 = r, òî s

def
= s1.

Åñëè s1 = r(u′1/u1) è s2 = r(u′2/u2) òî âîçìîæíû ñëåäóþùèå
ñëó÷àè.

1. Âõîæäåíèÿ u1 è u2 â òåðì r ñîâïàäàþò.

Â ýòîì ñëó÷àå u′1 = u′2, ò.ê. íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ
i = 1, 2 âàðèàíòû

• ûi ≡ d, ãäå d � êîíñòàíòà, è

• ûi ≡ hj, ãäå ui èìååò âèä (3.6), è hj � ïåðåìåííàÿ,
îïðåäåë¼ííàÿ ñîãëàñíî (3.8)

ÿâëÿþòñÿ âçàèìîèñêëþ÷àþùèìè, è åñëè èìååò ìåñòî âòî-
ðîé âàðèàíò, òî íîìåð j îïðåäåë¼í îäíîçíà÷íî. Äîêàçàòåëü-
ñòâî ýòîãî ôàêòà îïèðàåòñÿ íà òî, ÷òî âñå ïîïîëíåííûå äî-
ìåíû ñîñòîÿò áîëåå ÷åì èç îäíîãî ýëåìåíòà.

2. u1 ⊂ u2.

Ïóñòü u2 è û2 èìåþò âèä

g(v1, . . . , vn) è g(h1, . . . , hn) (3.13)

ñîîòâåòñòâåííî.

Èç u1 ⊂ u2 ñëåäóåò, ÷òî u1 ⊆ vi, ãäå vi � îäèí èç ïîäòåðìîâ
òåðìà u2, óïîìÿíóòûõ â (3.13).

Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì y ïîäòåðì u2(u′1/u1) òåðìà s1. Íåòðóä-
íî âèäåòü, ÷òî s1 = r(y/u2).
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Òåðìû y è ŷ îòëè÷àþòñÿ îò òåðìîâ (3.13) íå áîëåå ÷åì â i-é
êîìïîíåíòå ñïèñêà, èäóùåãî ñðàçó ïîñëå ÔÑ g. Ìû îáîçíà-
÷èì ýòè i-å êîìïîíåíòû äëÿ y è ŷ çàïèñÿìè vyi è hyi ñîîò-
âåòñòâåííî.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ïðàâèë óïðîùåíèÿ, âîçìîæåí îäèí
èç ñëåäóþùèõ âàðèàíòîâ:

(a) û2 ≡ d, ãäå d � êîíñòàíòà.

Â ýòîì ñëó÷àå ŷ ≡ d, è s
def
= s2 = s1(d/y).

(b) û2 ≡ hj, ãäå hj � ïåðåìåííàÿ, è j 6= i.

Â ýòîì ñëó÷àå ŷ ≡ hj è u
′
2 = y′ = vj.

Â êà÷åñòâå s ìîæíî âçÿòü s2. Ïîñêîëüêó

• s1 = r(y/u2), è

• s = r(vj/u2)

òî s = s1(vj/y).

(c) û2 ≡ hi, ãäå hi � ïåðåìåííàÿ.

Â ýòîì ñëó÷àå u′2 = vi, è s2 = r(vi/u2).

Èç û2 ≡ hi ñëåäóåò, ÷òî ŷ ≡ hyi .

i. Åñëè hyi � ïåðåìåííàÿ, òî â êà÷åñòâå s ìîæíî âçÿòü
òåðì s1(vyi /y).
s2 → s ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà s = s2(u′1/u1). Ïî
ïðåäïîëîæåíèþ, u1 ⊆ vi, è ïîñëå çàìåíû u1 íà u

′
1

ïîäòåðì vi òåðìà s2 ïðåîáðàçóåòñÿ â òåðì vyi , â ðå-
çóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷àåòñÿ òåðì s.

ii. Åñëè hyi = d (êîíñòàíòà), òî

vyi = d è ŷ ≡ d

Â äàííîì ñëó÷àå s
def
= s1(d/y).

s2 → s ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà s = s2(d/vi), êîòîðîå
âåðíî ïîòîìó, ÷òî òåðì vyi
• ðàâåí êîíñòàíòå d, è

• ðàâåí òåðìó vi(u
′
1/u1)

÷òî ìîæåò áûòü òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà

vi = u1, u′1 = d è v̂i ≡ d.
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3. u2 ⊂ u1. Äàííûé ñëó÷àé àíàëîãè÷åí ïðåäûäóùåìó.

4. Âõîæäåíèÿ òåðìîâ u1 è u2 íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Â ýòîì ñëó÷àå u2 ⊆ s1, u1 ⊆ s2, è

s
def
= s1(u′2/u2) = s2(u′1/u1)

Òåîðåìà 8
Åñëè s1 è s2 � óïðîùåíèÿ òåðìà r, òî s1 = s2.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Åñëè r íåóïðîùàåìûé, òî r = s1 = s2.
Åñëè r óïðîùàåìûé, òî ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òåð-

ìîâ
r = s11, s12, . . . , s1n = s1

r = s11, s21, . . . , sm1 = s2

òàêèå, ÷òî èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

s11 → s12 → . . . → s1n

↓
s21

↓
. . .
↓
sm1

(3.14)

(ìû ìîæåì ðèñîâàòü ñòðåëêè, èçîáðàæàþùèå îòíîøåíèå (3.10),
íå òîëüêî ãîðèçîíòàëüíî, íî è âåðòèêàëüíî).

Äèàãðàììó (3.14) ìîæíî äîñòðîèòü äî äèàãðàììû

s11 → s12 → . . . → s1n

↓ ↓ ↓
s21 → s22 → . . . → s2n

↓ ↓ ↓
. . . . . . . . .
↓ ↓ ↓
sm1 → sm2 → . . . → smn

(3.15)
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ãäå òåðìû s22, . . ., smn îïðåäåëÿþòñÿ èíäóêòèâíî: åñëè äëÿ íåêî-
òîðûõ i ∈ {1, . . ., m − 1} è j ∈ {1, . . ., n − 1} óæå îïðåäåëåíû
òåðìû sij, si,j+1, si+1,j, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

sij → si,j+1

↓
si+1,j

òî òåðì si+1,j+1 îïðåäåëÿåòñÿ êàê òåðì, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëî-
âèÿì

si,j+1

↓
si+1,j → si+1,j+1

(ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî òåðìà ãàðàíòèðóåòñÿ ñâîéñòâîì ðîìáà).
Ïîñêîëüêó òåðìû s1 = s1n è s2 = sm1 íåóïðîùàåìû, òî âñå

òåðìû â ïîñëåäíåé ñòðîêå è â ïîñëåäíåì ñòîëáöå äèàãðàììû
(3.15) ñîâïàäàþò. Â ÷àñòíîñòè,

s1 = s1n = smn = sm1 = s2.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî òåðìà r ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-
íûé òåðì, ÿâëÿþùèéñÿ åãî óïðîùåíèåì.

3.5 Ôóíêöèÿ CΣ

Ïóñòü çàäàíû âû÷èñëèòåëüíîå ïðàâèëî C è ÔÏ Σ âèäà

Σ : ϕ(x̄) = e (3.16)

Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü çàïèñüþ CΣ ôóíêöèþ èç Dtype(ϕ), ñîïî-
ñòàâëÿþùóþ êàæäîìó d̄ ∈ Dx̄ çíà÷åíèå CΣ(d̄), êîòîðîå

• íàçûâàåòñÿ ðåçóëüòàòîì âû÷èñëåíèÿ ÔÏ Σ íà ñïèñêå d̄,
è

• îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

� ïî òðîéêå (C,Σ, d̄) ñòðîèòñÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü (3.2),
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� åñëè ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíå÷íà, òî CΣ(d̄) ðàâíî
çíà÷åíèþ ïîñëåäíåãî òåðìà â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(êîòîðûé, êàê íåòðóäíî âèäåòü, ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé),
è

� åñëè ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áåñêîíå÷íà, òî

CΣ(d̄)
def
= ω.

Òåîðåìà 9
Äëÿ ëþáîãî d̄ ∈ Dx̄ âåðíî íåðàâåíñòâî

CΣ(d̄) ≤ σ(d̄).

Äîêàçàòåëüñòâî.
Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (3.2) áåñêîíå÷íà, òî

CΣ(d̄) = ω ≤ σ(d̄).

Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (3.2) êîíå÷íà.
Âñå òåðìû â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

C0
Σ,d̄[σ/ϕ] C1

Σ,d̄[σ/ϕ] . . . (3.17)

ñîñòîÿò òîëüêî èç êîíñòàíò è ÔÑ, ïîýòîìó êàæäîìó èç ýòèõ òåð-
ìîâ ìîæíî ñîïîñòàâèòü íåêîòîðîå çíà÷åíèå. Äîêàæåì, ÷òî âñå
ýòè çíà÷åíèÿ ñîâïàäàþò.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (3.2) ÿâëÿåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òåðìîâ, â êîòîðîé êàæäûé òåðì, êðîìå ïåð-
âîãî, ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùåãî

• ðàñêðûòèåì íåêîòîðîãî ïîäòåðìà, èëè

• óïðîùàþùèì ïðåîáðàçîâàíèåì.

Ïîýòîìó ñîâïàäåíèå çíà÷åíèé âñåõ òåðìîâ â (3.17) ÿâëÿåòñÿ ñëåä-
ñòâèåì ñëåäóþùèõ äâóõ óòâåðæäåíèé.

1. Åñëè òåðìû s è r íå ñîäåðæàò ïåðåìåííûõ, è s ïîëó÷åí èç
r çàìåíîé ïîäòåðìà

ϕ(e1, . . . , en) (3.18)
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íà òåðì
e(e1/x1, . . . , en/xn) (3.19)

òî çíà÷åíèÿ òåðìîâ

s[σ/ϕ] è r[σ/ϕ] (3.20)

ñîâïàäàþò.

2. Åñëè òåðì s ïîëó÷åí èç òåðìà r óïðîùàþùèì ïðåîáðàçî-
âàíèåì, òî s ≡ r (â ÷àñòíîñòè, â òîì ñëó÷àå, êîãäà s è r íå
ñîäåðæàò ïåðåìåííûõ, çíà÷åíèÿ òåðìîâ (3.20) ñîâïàäàþò).

Óòâåðæäåíèå 2 âåðíî ïîòîìó, ÷òî ïðè óïðîùàþùåì ïðåîá-
ðàçîâàíèè ïðîèñõîäèò çàìåíà ïîäòåðìà íà òåðì, ýêâèâàëåíòíûé
çàìåíÿåìîìó.

Îáîñíóåì óòâåðæäåíèå 1.
Åñëè s ïîëó÷åí èç r çàìåíîé ïîäòåðìà (3.18) íà òåðì (3.19),

òî s[σ/ϕ] ïîëó÷åí èç r[σ/ϕ] çàìåíîé ïîäòåðìà

σ(e1[σ/ϕ], . . . , en[σ/ϕ]) (3.21)

íà òåðì
e[σ/ϕ](e1[σ/ϕ]/x1, . . . , en[σ/ϕ]/xn) (3.22)

Ôóíêöèÿ σ ÿâëÿåòñÿ ÍÒ ôóíêöèîíàëà, ñîïîñòàâëÿþùåãî êàæ-
äîé ôóíêöèè f ∈ Dtype(ϕ) ôóíêöèþ e[f/ϕ](x̄), ò.å. äëÿ êàæäîãî
ñïèñêà

(d1, . . . , dn) ∈ Dx̄

âåðíî ðàâåíñòâî

σ(d1, . . . , dn) = e[σ/ϕ](d1/x1, . . . , dn/xn). (3.23)

Ïîëàãàÿ â (3.23)

∀i = 1, . . . , n di
def
= ei[σ/ϕ]

ïîëó÷àåì, ÷òî çíà÷åíèÿ òåðìîâ (3.21) è (3.22) ñîâïàäàþò.
Ñëåäîâàòåëüíî, òåðì s[σ/ϕ] ïîëó÷àåòñÿ èç òåðìà r[σ/ϕ] çà-

ìåíîé åãî ïîäòåðìà íà òåðì, çíà÷åíèå êîòîðîãî ðàâíî çíà÷åíèþ
çàìåíÿåìîãî ïîäòåðìà.
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Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèÿ òåðìîâ (3.20) ñîâïàäàþò, ò.å. óòâåð-
æäåíèå 1 îáîñíîâàíî.

Èç óòâåðæäåíèé 1 è 2 ñëåäóåò, ÷òî çíà÷åíèÿ âñåõ òåðìîâ â
(3.17) ñîâïàäàþò.

Ïîñêîëüêó

• çíà÷åíèå ïåðâîãî òåðìà â (3.17) ðàâíî σ(d̄), è

• çíà÷åíèå ïîñëåäíåãî òåðìà â (3.17) ðàâíî CΣ(d̄)

òî ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî åñëè âû÷èñëèòåëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(3.2) êîíå÷íà, òî âåðíî ðàâåíñòâî

CΣ(d̄) = σ(d̄).

3.6 Âñïîìîãàòåëüíûå ïîíÿòèÿ

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû îïðåäåëÿåì ïîíÿòèÿ è äîêàçûâàåì òåî-
ðåìû, êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ â ïàðàãðàôå 3.7 ïðè äîêà-
çàòåëüñòâå òåîðåìû 14 î ñâîéñòâå áåçîïàñíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ
ïðàâèë.

3.6.1 Ïîëíûå ðàñêðûòèÿ

Ïóñòü çàäàíà ÔÏ Σ : ϕ(x̄) = e.

Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òåðìîâ e(0), e(1), . . . (íàçûâàå-
ìóþ ïîëíûì ðàñêðûòèåì äëÿ ÔÏ Σ) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• e(0) = ϕ(x̄), è

• ∀ i ≥ 0 òåðì e(i+1) ïîëó÷àåòñÿ èç e(i) ðàñêðûòèåì êàæäîãî
ïîäòåðìà âèäà ϕ(. . .), ïðè÷¼ì ýòè ðàñêðûòèÿ âûïîëíÿþò-
ñÿ ïî ïðèíöèïó �îò ìåíüøèõ ïîäòåðìîâ ê áîëüøèì�, ò.å.
êàæäûé ïîäòåðì âèäà ϕ(. . .) ðàñêðûâàåòñÿ ïîñëå òîãî, êàê
áóäóò ðàñêðûòû âñå ñîäåðæàùèåñÿ â í¼ì ïîäòåðìû âèäà
ϕ(. . .).

(ýòè ðàñêðûòèÿ â e(i) ìîæíî âûïîëíÿòü â ïîðÿäêå �ñïðàâà
íàëåâî�: ñíà÷àëà ðàñêðûâàåòñÿ ñàìûé ïðàâûé ïîäòåðì âèäà
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ϕ(. . .), çàòåì - ñàìûé ïðàâûé èç ïîäòåðìîâ âèäà ϕ(. . .), íà-
÷àëî êîòîðîãî ðàñïîëîæåíî ëåâåå íà÷àëà ïåðâîãî ðàñêðû-
òîãî ïîäòåðìà, è ò.ä.)

Òåîðåìà 10
Äëÿ ëþáîãî i ≥ 0 è ëþáîé ôóíêöèè f ∈ Dtype(ϕ)

e(i)[f/ϕ](x̄) = F i
Σ(f). (3.24)

Äîêàçàòåëüñòâî.
Äîêàæåì (3.24) èíäóêöèåé ïî i.
Ïðè i = 0 îáå ÷àñòè (3.24) ðàâíû ôóíêöèè f .
Ïóñòü (3.24) âåðíî äëÿ íåêîòîðîãî i ≥ 0 è ïðîèçâîëüíîé

ôóíêöèè f .
Îáîçíà÷èì íîâûé ÔÑ, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèÿ f ,

òîé æå áóêâîé f .
Èç îïðåäåëåíèÿ òåðìà e(i+1) ñëåäóåò, ÷òî òåðì

e(i+1)[f/ϕ]

ïîëó÷àåòñÿ èç e(i)[f/ϕ] çàìåíîé êàæäîãî ïîäòåðìà âèäà

f(e1, . . . , en) (3.25)

íà òåðì
e[f/ϕ](e1/x1, . . . , en/xn) (3.26)

ïðè÷¼ì äàííûå çàìåíû âûïîëíÿþòñÿ ïî ïðèíöèïó �îò ìåíüøèõ
ïîäòåðìîâ ê áîëüøèì�.

Îáîçíà÷èì çàïèñüþ FΣ(f) íîâûé ÔÑ, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò
ôóíêöèÿ FΣ(f).

Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèîíàëà FΣ ñëåäóåò, ÷òî òåðì (3.26) ýê-
âèâàëåíòåí òåðìó

FΣ(f)(e1, . . . , en) (3.27)

ïîýòîìó òåðì e(i+1)[f/ϕ] ýêâèâàëåíòåí òåðìó, ïîëó÷àåìîìó èç
òåðìà e(i)[f/ϕ] çàìåíîé êàæäîãî ïîäòåðìà âèäà (3.25) íà òåðì
(3.27), ò.å. çàìåíîé êàæäîãî âõîæäåíèÿ ÔÑ f íà ÔÑ FΣ(f).

Òàêèì îáðàçîì, âåðíî ñîîòíîøåíèå

e(i+1)[f/ϕ] ≡ e(i)[FΣ(f)/ϕ]
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îòêóäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî ôóíêöèé

e(i+1)[f/ϕ](x̄) = e(i)[FΣ(f)/ϕ](x̄) (3.28)

Ïîñêîëüêó ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî (3.24) âåðíî äëÿ êàæäîé
ôóíêöèè f , òî, â ÷àñòíîñòè, ïðàâàÿ ÷àñòü â (3.28) ðàâíà

F i
Σ(FΣ(f)) = F i+1

Σ (f).

3.6.2 Èíäåêñèðîâàííûå òåðìû

Èíäåêñèðîâàííûì òåðìîì (ÈÒ) íàçûâàåòñÿ òåðì r, òàêîé,
÷òî êàæäîìó âõîæäåíèþ ôóíêöèîíàëüíîé ïåðåìåííîé ϕ â r ñî-
ïîñòàâëåíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íàçûâàåìîå ãëóáèíîé ýòîãî âõîæ-
äåíèÿ, ïðè÷åì âûïîëíåíî óñëîâèå ìîíîòîííîñòè: åñëè u � ïîä-
òåðì òåðìà r, èìåþùèé âèä ϕ(. . .), òî ãëóáèíà ïåðâîãî âõîæäåíèÿ
ϕ â u ìåíüøå èëè ðàâíà ãëóáèíû îñòàëüíûõ âõîæäåíèé ϕ â u.

Äëÿ êàæäîãî ÈÒ r è êàæäîãî j ≥ 0

• in(r, j) îáîçíà÷àåò êîëè÷åñòâî âõîæäåíèé â r ñèìâîëà ϕ
ãëóáèíû j, è

• in(r) îáîçíà÷àåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {in(r, i) | i ≥ 0}.

3.6.3 Σ�ïåðåõîäû

Ïóñòü çàäàíà ÔÏ Σ : ϕ(x̄) = e , ãäå x̄ = (x1, . . .).
Σ�ïåðåõîäîì íàçûâàåòñÿ ïàðà ÈÒ (r, s), óäîâëåòâîðÿþùàÿ

îäíîìó èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé.

1. r → s, è ãëóáèíà êàæäîãî âõîæäåíèÿ ϕ â s ðàâíà ãëóáèíå
ñîîòâåòñòâóþùåãî âõîæäåíèÿ ϕ â r.
(ïîñêîëüêó â äàííîì ñëó÷àå s = r èëè s ïîëó÷àåòñÿ èç r
óäàëåíèåì íåêîòîðûõ ñèìâîëîâ èëè çàìåíîé èõ íà êîíñòàí-
òó, òî êàæäîìó âõîæäåíèþ ϕ â s ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîå
âõîæäåíèå ϕ â r)

2. s = r(u′/u), ãäå u = ϕ(e1, . . .), u′ = e(e1/x1, . . .), ïðè÷åì
äëÿ êàæäîãî âõîæäåíèÿ ϕ â s, ñîäåðæàùåãîñÿ â u′,
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• åñëè ýòî âõîæäåíèå ñîäåðæèòñÿ â ïîäòåðìå ei, ïîä-
ñòàâëåííîì âìåñòî ïåðåìåííîé xi â e, òî ãëóáèíà ýòî-
ãî âõîæäåíèÿ íà 1 áîëüøå ãëóáèíû ñîîòâåòñòâóþùåãî
âõîæäåíèÿ ϕ â u

• èíà÷å ãëóáèíà ýòîãî âõîæäåíèÿ íà 1 áîëüøå ãëóáèíû
ïåðâîãî âõîæäåíèÿ ϕ â u

è äëÿ êàæäîãî âõîæäåíèÿ ϕ â s, íå ñîäåðæàùåãîñÿ â u′, åãî
ãëóáèíà ðàâíà ãëóáèíå ñîîòâåòñòâóþùåãî âõîæäåíèÿ ϕ â r.

Åñëè ïàðà (r, s) ÿâëÿåòñÿ Σ�ïåðåõîäîì, òî ýòîò ôàêò îáîçíà-

÷àåòñÿ çàïèñüþ r
Σ→ s. Σ�ïåðåõîä (r, s) íàçûâàåòñÿ óïðîùåíèåì

èëè ðàñêðûòèåì, åñëè s ïîëó÷àåòñÿ èç r â ðåçóëüòàòå óïðîùà-
þùåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ èëè ðàñêðûòèÿ ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ ëþáûõ ÈÒ r è s çàïèñü r
Σ∗→ s îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òåðìîâ r0, . . ., rn, îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâàìè

r = r0
Σ→ . . .

Σ→ rn = s (3.29)

Â èçëàãàåìûõ íèæå òåîðåìàõ èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå îòíî-
øåíèå ïîðÿäêà íà ìíîæåñòâå áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë: åñëè ā = {ai | i ≥ 0} è b̄ = {bi | i ≥ 0} � äâå
òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òî

ā ≤ b̄ ⇔


ā = b̄, èëè

∃ i ≥ 0

{
ai < bi
∀ j : 0 ≤ j < i aj = bj

(òàêîé ïîðÿäîê íàçûâàåòñÿ ëåêñèêîãðàôè÷åñêèì).

Òåîðåìà 11

Åñëè r
Σ∗→ s, òî in(r) ≥ in(s).

Äîêàçàòåëüñòâî.

Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé r
Σ→ s.

1. s ïîëó÷àåòñÿ èç r óïðîùàþùèì ïðåîáðàçîâàíèåì, ò.å. óäà-
ëåíèåì íåêîòîðûõ ñèìâîëîâ (èëè çàìåíîé èõ íà êîíñòàíòó).
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Ïîñêîëüêó ãëóáèíà êàæäîãî âõîæäåíèÿ ϕ â s ñîâïàäàåò ñ
ãëóáèíîé ñîîòâåòñòâóþùåãî âõîæäåíèÿ ϕ â r, òî

∀ j ≥ 0 in(r, j) ≥ in(s, j)

îòêóäà ñëåäóåò in(r) ≥ in(s).

2. s = r(u′/u), ãäå u = ϕ(e1, . . .), u′ = e(e1/x1, . . .).

Ïóñòü ïåðâîå âõîæäåíèå ϕ â u èìååò ãëóáèíó k.

Â ýòîì ñëó÷àå

• ãëóáèíà âõîæäåíèé ϕ â u áîëüøå èëè ðàâíà k,

• äëÿ êàæäîãî j ≥ 0 ÷èñëî âõîæäåíèé ϕ ãëóáèíû j â s,
íàõîäÿùèõñÿ âíå u′, áóäåò òî æå, ÷òî è ÷èñëî âõîæäå-
íèé ϕ ãëóáèíû j â r, íàõîäÿùèõñÿ âíå u,

• â ïîäòåðìå u′ òåðìà s íåò âõîæäåíèé ϕ ãëóáèíû k, è

• äëÿ êàæäîãî j < k â ïîäòåðìå u òåðìà r âõîæäåíèÿ
ϕ ãëóáèíû j îòñóòñòâóþò, è â ïîäòåðìå u′ òåðìà s èõ
òîæå íåò.

Ñëåäîâàòåëüíî, âåðíû ñîîòíîøåíèÿ

• ∀ j : 0 ≤ j < k in(r, j) = in(s, j), è

• in(r, k) > in(s, k)

èç êîòîðûõ ñëåäóåò in(r) ≥ in(s).

Ïóñòü çàäàíû ÔÏ Σ : ϕ(x̄) = e, âû÷èñëèòåëüíîå ïðàâèëî C,
è ñïèñîê d̄ ∈ Dx̄.

Òåðìû âû÷èñëèòåëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Ci
Σ,d̄ | i ≥ 0}

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ÈÒ, òàêèå, ÷òî êàæäàÿ ïàðà ñîñåäíèõ
òåðìîâ óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

Ci
Σ,d̄

Σ∗→ Ci+1
Σ,d̄

(3.30)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ãëóáèíà âõîæäåíèÿ ϕ â C0
Σ,d̄ = ϕ(d̄) ðàâíà 0.

Òåîðåìà 12
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Åñëè âû÷èñëèòåëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Ci
Σ,d̄ | i ≥ 0} áåñ-

êîíå÷íà, òî ∀M ≥ 0 ∃N ≥ 0:

∀ j = 0, . . . ,M in(CN
Σ,d̄, j) = in(CN+1

Σ,d̄
, j) = . . . (3.31)

Äîêàçàòåëüñòâî.
Èíäóêöèÿ ïî M .

1. Åñëè M = 0, òî N = 1.

2. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî M ≥ 0 ñóùåñòâóåò íîìåð N , äëÿ êî-
òîðîãî âåðíî (3.31). Òîãäà èç òåîðåìû 11 è èç îïðåäåëåíèÿ
ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî ïîðÿäêà ñëåäóåò, ÷òî

in(CN
Σ,d̄,M + 1) ≥ in(CN+1

Σ,d̄
,M + 1) ≥ . . . (3.32)

Öåïî÷êà (3.32) íå ìîæåò áåñêîíå÷íî óáûâàòü, ò.å. ∃N ′ ≥ N :

in(CN ′

Σ,d̄,M + 1) = in(CN ′+1
Σ,d̄

,M + 1) = . . . (3.33)

Èç (3.31) è èç íåðàâåíñòâà N ′ ≥ N , ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäî-
ãî j = 0, . . . ,M öåïî÷êà (3.33), â êîòîðîé âòîðîé àðãóìåíò
ôóíêöèè in áóäåò çàìåí¼í íà j, òàêæå áóäåò âåðíîé.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿM+1 â êà÷åñòâå èñêîìîãî íîìåðà ìîæ-
íî âçÿòü N ′.

Òåîðåìà 13
Åñëè âû÷èñëèòåëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Ci

Σ,d̄ | i ≥ 0} áåñ-
êîíå÷íà, òî ∀M ≥ 0 ∃N : â êàæäîì ðàñêðûâàåìîì ïîäòåðìå
òåðìà CN

Σ,d̄ ïåðâîå âõîæäåíèå ϕ èìååò ãëóáèíó > M .

Äîêàçàòåëüñòâî.
Âûáåðåì N òàêèì, ÷òîáû áûëî âåðíî (3.31).
Åñëè ñóùåñòâóåò ðàñêðûâàåìûé ïîäòåðì òåðìà CN

Σ,d̄, â êîòî-
ðîì ïåðâîå âõîæäåíèå ϕ èìååò ãëóáèíó j ≤M , òî

in(CN
Σ,d̄, j) > in(CN+1

Σ,d̄
, j)

÷òî ïðîòèâîðå÷èò (3.31).

64



3.7 Áåçîïàñíûå âû÷èñëèòåëüíûå ïðàâè-

ëà

Ïóñòü çàäàíû ÔÏ Σ : ϕ(x̄) = e è âû÷èñëèòåëüíîå ïðàâèëî C.
Ïðàâèëî C íàçûâàåòñÿ áåçîïàñíûì äëÿ Σ, åñëè äëÿ ëþáîãî

d̄ ∈ Dx̄, òàêîãî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Ci
Σ,d̄ | i ≥ 0} áåñêîíå÷íà,

âûïîëíåíî óñëîâèå: ∀ i ≥ 0

Ci,ω
Σ,d̄

[σ/ϕ] = ω (3.34)

ãäå Ci,ω
Σ,d̄

ïîëó÷àåòñÿ èç Ci
Σ,d̄ çàìåíîé êàæäîãî ñàìîãî âíåøíåãî

ðàñêðûâàåìîãî ïîäòåðìà (ò.å. íå ñîäåðæàùåãîñÿ â äðóãîì ðàñ-
êðûâàåìîì ïîäòåðìå) íà êîíñòàíòó ω.

Òåîðåìà 14
Åñëè C áåçîïàñíî äëÿ Σ, òî ∀ d̄ ∈ Dx̄

CΣ(d̄) = σ(d̄). (3.35)

Äîêàçàòåëüñòâî.
Êàê áûëî óñòàíîâëåíî â òåîðåìå 9, ðàâåíñòâî (3.35) ìîæåò

íàðóøàòüñÿ òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà

ω < σ(d̄) (3.36)

è âû÷èñëèòåëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Ci
Σ,d̄ | i ≥ 0} áåñêîíå÷íà.

Ïîñêîëüêó σ = supF i
Σ( mω ), òî ∃n:

σ(d̄) = F n
Σ( mω )(d̄) = e(n)[ mω /ϕ](d̄) (3.37)

ãäå e(n) � ñîîòâåòñòâóþùèé òåðì èç ïîëíîãî ðàñêðûòèÿ äëÿ Σ
(âòîðîå ðàâåíñòâî âåðíî ñîãëàñíî òåîðåìå 10).

Èç îïðåäåëåíèÿ ïîëíîãî ðàñêðûòèÿ ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò
ÈÒ r0, . . ., rk, òàêèå, ÷òî

ϕ(d̄) = e(0)(d̄) = r0
Σ→ . . .

Σ→ rk = e(n)(d̄) (3.38)

ïðè÷¼ì äëÿ êàæäîãî i = 0, . . . , k − 1 òåðì ri+1 ïîëó÷àåòñÿ èç ri
ðàñêðûòèåì íåêîòîðîãî ïîäòåðìà.
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Èç (3.36), (3.37), è îïðåäåëåíèÿ rk ñëåäóåò, ÷òî

ω < rk[ mω /ϕ]. (3.39)

Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì M ìàêñèìàëüíóþ ãëóáèíó âõîæäåíèÿ
ϕ â rk.

Ïî òåîðåìå 13, ∃N : â êàæäîì ðàñêðûâàåìîì ïîäòåðìå òåðìà
CN

Σ,d̄ ïåðâîå âõîæäåíèå ϕ èìååò ãëóáèíó > M .
Ïîñêîëüêó äëÿ êàæäîãî i = 0, . . . , N − 1 âåðíî (3.30), òî ñó-

ùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÈÒ s0, . . ., sl, òàêàÿ, ÷òî

ϕ(d̄) = s0
Σ→ . . .

Σ→ sl = CN
Σ,d̄ (3.40)

Åñëè â (3.40) åñòü ïàðà ñîñåäíèõ Σ�ïåðåõîäîâ, ïåðâûé èç êî-
òîðûõ � óïðîùåíèå, à ñëåäóþùèé çà íèì � ðàñêðûòèå, òî ìû ïðå-
îáðàçóåì (3.40) â ñîîòâåòñòâèè ñî ñëåäóþùèì ïðàâèëîì. Ïóñòü i
� íàèìåíüøèé íîìåð, òàêîé, ÷òî (3.40) ñîäåðæèò ïàðó

si
Σ→ si+1 = si(u

′/u)
Σ→ si+2 = si+1(v′/v) (3.41)

ãäå u = g(u1, . . .), g ∈ Fun, è v = ϕ(v1, . . .).

1. Åñëè âõîæäåíèÿ u′ è v â si+1 íå ïåðåñåêàþòñÿ, èëè v ⊆ u′,
òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî v ⊆ si.

Çàìåíèì â (3.40) ïàðó (3.41) íà ïàðó Σ�ïåðåõîäîâ

si
Σ→ si(v

′/v)
Σ→ si+2

2. Åñëè u′ ⊂ v = ϕ(v1, . . .), òî u
′ ⊆ vj äëÿ íåêîòîðîãî j.

Â ýòîì ñëó÷àå ∃w = ϕ(w1, . . .) ⊆ si : u ⊆ wj.

Çàìåíèì â (3.40) ïàðó (3.41) íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

si
Σ→ si1

def
= si(e(w1/x1, . . .)/w)

Σ→ si2
Σ→ . . .

Σ→ sip = si+2

ãäå ∀ q = 1, . . . , p− 1 si(q+1) ïîëó÷àåòñÿ èç siq çàìåíîé u íà
u′ â îäíîì èç âõîæäåíèé wj.
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Îáîçíà÷èì ïîëó÷èâøóþñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òåì æå çíà-
êîñî÷åòàíèåì (3.40), ÷òî è èñõîäíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Åñëè
ïîëó÷èâøàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóäåò ñîäåðæàòü ïàðó ñîñåä-
íèõ Σ�ïåðåõîäîâ, ïåðâûé èç êîòîðûõ � óïðîùåíèå, à ñëåäóþùèé
çà íèì � ðàñêðûòèå, òî îïÿòü ïðåîáðàçóåì ýòó ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü â ñîîòâåòñòâèè ñ îïèñàííûì âûøå ïðàâèëîì, è ò.ä.. Áóäåì
âûïîëíÿòü òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå ïîëó÷èòñÿ
òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (3.40), â êîòîðîé ñíà÷àëà èäóò ðàñêðû-
òèÿ, à çàòåì - óïðîùåíèÿ. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äàííûé ïðîöåññ
çàâåðøàåòñÿ ïîñëå êîíå÷íîãî ÷èñëà øàãîâ.

Ïóñòü sm � òîò ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (3.40), íà êîòîðîì
çàêàí÷èâàþòñÿ ðàñêðûòèÿ è íà÷èíàþòñÿ óïðîùåíèÿ, ò.å. âñå Σ�
ïåðåõîäû â ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ϕ(d̄) = s0
Σ→ . . .

Σ→ sm (3.42)

ÿâëÿþòñÿ ðàñêðûòèÿìè, è âñå Σ�ïåðåõîäû â ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè

sm
Σ→ . . .

Σ→ sl = CN
Σ,d̄ (3.43)

ÿâëÿþòñÿ óïðîùåíèÿìè.
Äëÿ êàæäîãî òåðìà s è êàæäîãî i ≥ 0 áóäåì îáîçíà÷àòü çàïè-

ñüþ mω i(s) òåðì, ïîëó÷àåìûé èç s çàìåíîé êàæäîãî âõîæäåíèÿ

ϕ ãëóáèíû > i íà ÔÑ mω .
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

mω M(sm)[σ/ϕ] = ω (3.44)

(ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî òåðì CN,ω
Σ,d̄

[σ/ϕ], çíà÷åíèå êîòîðîãî ðàâ-

íî ω, ìîæíî ïîëó÷èòü èç ëåâîé ÷àñòè (3.44) óïðîùåíèÿìè è çà-
ìåíàìè íåêîòîðûõ âõîæäåíèé ω íà òåðìû âèäà σ(. . .)).

Åñëè sm ñîäåðæèò ïîäòåðì u âèäà ϕ(u1, . . .), â êîòîðîì ïåðâîå
âõîæäåíèå ϕ èìååò ãëóáèíó ≤M , òî äîáàâèì ê (3.42) Σ�ïåðåõîä

sm
Σ→ sm(u′/u) ãäå u′ = e(u1/x1, . . .) (3.45)

Èç (3.44) ñëåäóåò ðàâåíñòâî

mω M(sm(u′/u))[σ/ϕ] = ω
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êîòîðîå îáîñíîâûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìèmω M(u′)[σ/ϕ] ≤ mω M+1(u′)[σ/ϕ] = mω M(u)[σ/ϕ]

Îáîçíà÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Σ�ïåðåõîäîâ, ïîëó÷åííóþ äî-
áàâëåíèåì (3.45) ê (3.42), òîé æå çàïèñüþ, ÷òî è èñõîäíóþ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü (3.42).

Áóäåì âûïîëíÿòü îïèñàííóþ âûøå îïåðàöèþ äîáàâëåíèÿ Σ�
ïåðåõîäîâ ê (3.42) äî òåõ ïîð, ïîêà ïîñëåäíèé òåðì sm â ïîëó÷èâ-
øåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå ïåðåñòàíåò ñîäåðæàòü âõîæäåíèÿ ϕ
ãëóáèíû ≤ M . Èç âûøåñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ýòîãî òåðìà
âåðíî ðàâåíñòâî (3.44), èç êîòîðîãî ñëåäóåò ðàâåíñòâî

sm[ mω /ϕ] = ω (3.46)

Ïðåîáðàçóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (3.38) è (3.42) â òàêèå ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè Σ�ïåðåõîäîâ, â êîòîðûõ êàæäàÿ ïàðà ñîñåäíèõ
Σ�ïåðåõîäîâ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: ïóñòü äàííàÿ
ïàðà èìååò âèä

a
Σ→ b = a(u′/u)

Σ→ c = b(v′/v) (3.47)

òîãäà íîìåð ïîçèöèè â òåðìå a, â êîòîðîé ðàñïîëîæåí ïåðâûé
ñèìâîë ïîäòåðìà u, ìåíüøå íîìåðà ïîçèöèè â òåðìå b, â êîòîðîé
ðàñïîëîæåí ïåðâûé ñèìâîë ïîäòåðìà v.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äàííîå óñëîâèå íå âûïîëíåíî äëÿ íåêî-
òîðîé ïàðû ñîñåäíèõ ïåðåõîäîâ (3.47). Òîãäà âîçìîæåí îäèí èç
äâóõ ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ.

1. Âõîæäåíèÿ u′ è v â òåðì b íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Â ýòîì ñëó÷àå çàìåíèì (3.47) íà ïàðó Σ�ïåðåõîäîâ

a
Σ→ b′

def
= a(v′/v)

Σ→ b′(u′/u) = c

2. ∃w = ϕ(w1, . . .) ⊆ a : u ⊆ wj äëÿ íåêîòîðîãî j, v = w(u′/u).

Â ýòîì ñëó÷àå çàìåíèì ïàðó (3.47) íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
Σ�ïåðåõîäîâ

a
Σ→ b1

def
= a(e(w1/x1, . . .)/w)

Σ→ b2
Σ→ . . .

Σ→ bp = c

ãäå ∀ q = 1, . . . , p− 1 bq+1 ïîëó÷àåòñÿ èç bq çàìåíîé u íà u
′

â îäíîì èç âõîæäåíèé wi.
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Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîñëå êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðåîáðàçî-
âàíèé äàííîãî òèïà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (3.38) è (3.42) ïðåîáðà-
çóþòñÿ â òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Σ�ïåðåõîäîâ, êîòîðûå áóäóò
óäîâëåòâîðÿòü èçëîæåííîìó âûøå óñëîâèþ. Ìû áóäåì îáîçíà-
÷àòü ðåçóëüòàòû äàííûõ ïðåîáðàçîâàíèé òåìè æå çàïèñÿìè, ÷òî
è èñõîäíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (3.38) è (3.42).

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (3.38) è (3.42) îáëàäàþò
ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

• âñå Σ�ïåðåõîäû â íèõ ÿâëÿþòñÿ ðàñêðûòèÿìè, ïðè÷åì â
êàæäîì èç ýòèõ Σ�ïåðåõîäîâ (êðîìå ïîñëåäíèõ) ðàñêðûâà-
åìûé ïîäòåðì ðàñïîëîæåí ëåâåå ðàñêðûâàåìîãî ïîäòåðìà
â ñëåäóþùåì çà íèì Σ�ïåðåõîäå

• (3.38) èìååò âèä ϕ(d̄) = r0
Σ→ . . .

Σ→ rk, è âñå âõîæäåíèÿ ϕ
â rk èìåþò ãëóáèíó ≤M

• (3.42) èìååò âèä ϕ(d̄) = s0
Σ→ . . .

Σ→ sm, è âñå âõîæäåíèÿ
ϕ â sm èìåþò ãëóáèíó > M .

Îïðåäåëèì áèíàðíîå îòíîøåíèå R íà ìíîæåñòâå òåðìîâ êàê
ìíîæåñòâî ïàð âèäà (ri, sj), ãäå ri ∈ (3.38), sj ∈ (3.42), îáëàäàþ-
ùèõ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

• ri ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êîíêàòåíàöèè

a1 u1 . . . an un a (3.48)

ãäå n ≥ 0 (ò.å. êîìïîíåíòû a1, . . ., un ìîãóò îòñóòñòâîâàòü),
è

� u1, . . . , un � âõîæäåíèÿ ïîäòåðìîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ
èìååò âèä ϕ(. . .)

� a1, . . . , an, a � ñèìâîëüíûå ñòðîêè

� åñëè i < k, òî ðàñêðûâàåìûé ïîäòåðì òåðìà ri ñîäåð-
æèòñÿ â ïîäñòðîêå a

• sj ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êîíêàòåíàöèè

a1 v1 . . . an vn a (3.49)

ãäå n ≥ 0, è
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� v1, . . . , vn � âõîæäåíèÿ ïîäòåðìîâ

� a1, . . . , an, a � òå æå ñèìâîëüíûå ñòðîêè, ÷òî è â (3.48)

� åñëè j < m, òî ðàñêðûâàåìûé ïîäòåðì òåðìà sj ñîäåð-
æèòñÿ â ïîäñòðîêå a

Îòìåòèì, ÷òî
(s0, r0) ∈ R (3.50)

(â äàííîì ñëó÷àå n = 0 è a = ϕ(d̄)).
Åñëè (ri, sj) ∈ R è i < k, òî j < m, ò.ê. åñëè j = m, òî òåðì

sm ñîäåðæèò ïîäòåðì âèäà ϕ(. . .) òåðìà ri (â ïîäñòðîêå a), è

• âñå âõîæäåíèÿ ϕ â ýòîò ïîäòåðì èìåþò ãëóáèíó ≤M , íî

• âñå âõîæäåíèÿ ϕ â sm èìåþò ãëóáèíó > M .

Àíàëîãè÷íî, åñëè (ri, sj) ∈ R è j < m, òî i < k.
Äîêàæåì, ÷òî åñëè (ri, sj) ∈ R è i < k, òî ∃ i′ ≥ i è ∃ j′ ≥ j:

(i′, j′) 6= (i, j) è (ri′ , sj′) ∈ R. Îòìåòèì, ÷òî íà îñíîâàíèè (3.50)
îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü (rk, sm) ∈ R.

Îáîçíà÷èì ñèìâîëàìè α è β íîìåðà ïîçèöèé â ïîäñòðîêå a,
â êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû ïåðâûå ñèìâîëû ðàñêðûâàåìûõ ïîäòåð-
ìîâ u è v òåðìîâ ri è sj ñîîòâåòñòâåííî.

Ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ.

1. α = β.

Â äàííîì ñëó÷àå u = v, i′ = i+ 1, j′ = j + 1.

2. α < β.

Ýòîò ñëó÷àé íåâîçìîæåí, ò.ê. åñëè

• sj â ïîçèöèè α ïîäñòðîêè a ñîäåðæèò ñèìâîë ϕ ãëóáè-
íû ≤M , è

• ðàñêðûâàåìûé ïîäòåðì òåðìà sj ðàñïîëîæåí ïðàâåå
ýòîãî âõîæäåíèÿ ϕ

òî ïîñêîëüêó â êàæäîì èç Σ�ïåðåõîäîâ â (3.42) (êðîìå ïåð-
âîãî) ðàñêðûâàåìûé ïîäòåðì ðàñïîëîæåí ïðàâåå ðàñêðûâà-
åìîãî ïîäòåðìà â ïðåäûäóùåì Σ�ïåðåõîäå, òî
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• ñèìâîë ϕ ãëóáèíû ≤M áóäåò âõîäèòü â sj+1, . . ., sm,

• íî âñå âõîæäåíèÿ ϕ â sm èìåþò ãëóáèíó > M .

3. α > β.

Ïóñòü ri è sj ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êîíêàòåíàöèé (3.48)
è (3.49) ñîîòâåòñòâåííî, êîìïîíåíòû êîòîðûõ îáëàäàþò óêà-
çàííûìè âûøå ñâîéñòâàìè.

Ïðåäñòàâèì ïîäñòðîêó a â âèäå êîíêàòåíàöèè b v c, ãäå v �
ðàñêðûâàåìûé ïîäòåðì â sj.

Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî ∃ i′ ≥ i, ∃ j′ ≥ j: (i′, j′) 6= (i, j) è ri′
è sj′ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êîíêàòåíàöèé

ri′ = a1 u1 . . . an un b w c
sj′ = a1 v1 . . . an vn b w

′ c

ñîîòâåòñòâåííî, ãäå w è w′ � òåðìû, w èìååò âèä ϕ(. . .), è

• ëèáî i′ = k è j′ = m,

• ëèáî ðàñêðûâàåìûå òåðìû â ri′ è sj′ ñîäåðæàòñÿ â c.

Òàêèì îáðàçîì, âî âñåõ ñëó÷àÿõ ñóùåñòâóåò ïàðà (ri′ , sj′) ∈ R
ñ òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè.

Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, èç äîêàçàííîãî ñëåäóåò ñîîòíîøå-
íèå

(rk, sm) ∈ R
ò.å. rk è sm ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êîíêàòåíàöèé (3.48) è
(3.49) ñîîòâåòñòâåííî, êîìïîíåíòû êîòîðûõ îáëàäàþò óêàçàííû-
ìè âûøå ñâîéñòâàìè.

Îáîçíà÷èì çàïèñÿìè aω1 , u
ω
1 , . . ., v

ω
n , a

ω ðåçóëüòàòû çàìåíû â
ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïîíåíòàõ êîíêàòåíàöèé (3.48) è (3.49) ôóíê-

öèîíàëüíîé ïåðåìåííîé ϕ íà ÔÑ mω . Ïîñêîëüêó òåðìû u1, . . .,
un èìåþò âèä ϕ(. . .), òî uω1 ≡ ω, . . ., uωn ≡ ω, îòêóäà ñëåäóþò
ñîîòíîøåíèÿ

rk[ mω /ϕ] = aω1 u
ω
1 . . . aωn u

ω
n a

ω ≡
≡ aω1 ω . . . aωn ω a

ω ≤
≤ aω1 v

ω
1 . . . aωn v

ω
n a

ω = sm[ mω /ϕ]

êîòîðûå ïðîòèâîðå÷àò ñîîòíîøåíèÿì (3.39) è (3.46).
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3.8 Ñâîéñòâà ïðàâèë PO, LO, PI, LI

3.8.1 Áåçîïàñíîñòü ïðàâèëà PO

Òåîðåìà 15
Âû÷èñëèòåëüíîå ïðàâèëî ÐÎ áåçîïàñíî äëÿ ëþáîé ÔÏ.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé òåðì Ci

Σ,d̄ â âû÷èñëèòåëüíîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè, êîòîðàÿ ñòðîèòñÿ ïî ïðàâèëó ÐÎ.

Åñëè Ci
Σ,d̄ èìååò âèä ϕ(. . .), òî Ci,ω

Σ,d̄
[σ/ϕ] = ω, ò.å. â ýòîì ñëó÷àå

óñëîâèå (3.34) âûïîëíåíî.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà Ci

Σ,d̄ èìååò âèä

g(. . . ϕ(ē1) . . . ϕ(ēk) . . .) (3.51)

ãäå g ∈ Fun, è ϕ(ē1), . . ., ϕ(ēk) � ðàñêðûâàåìûå ïîäòåðìû.
Óñëîâèå (3.34) äëÿ òåðìà (3.51) èìååò âèä

g(. . . ω . . . ω . . .) = ω (3.52)

ãäå òåðì â ëåâîé ÷àñòè ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì çàìåíû ïîäòåðìîâ
ϕ(ēi) òåðìà (3.51) íà ω.

Äîêàæåì ñîîòíîøåíèå (3.52). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíî íåâåðíî,
ò.å. äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû d 6= ω âåðíî ñîîòíîøåíèå

g(. . . ω . . . ω . . .) = d

Òîãäà, â ñèëó ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè g, äëÿ êàæäîãî ñïèñêà b1,
. . ., bk êîíñòàíò ñîîòâåòñòâóþùèõ òèïîâ âåðíî ñîîòíîøåíèå

g(. . . b1 . . . bk . . .) = d (3.53)

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî çíà÷åíèå òåðìà Ci
Σ,d̄ ðàâíî d, ïîñêîëüêó

• ϕ(ē1), . . ., ϕ(ēk) � ñàìûå âíåøíèå ïîäòåðìû òåðìà Ci
Σ,d̄, èìå-

þùèå âèä ϕ(. . .), è

• â òåðìå Ci
Σ,d̄ íåò ïåðåìåííûõ.
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Ñîãëàñíî íèæåñëåäóþùåé ëåììå, èç ñîâïàäåíèÿ çíà÷åíèÿ òåð-
ìà Ci

Σ,d̄ ñ êîíñòàíòîé d ñëåäóåò ñîâïàäåíèå ñàìîãî òåðìà Ci
Σ,d̄ ñ

êîíñòàíòîé d, êîòîðîå ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ î òîì, ÷òî
Ci

Σ,d̄ èìååò âèä (3.51).

Ëåììà.
Äëÿ ëþáîãî íåóïðîùàåìîãî òåðìà v è ëþáîé êîíñòàíòû d 6= ω

âåðíà èìïëèêàöèÿ
v ≡ d ⇒ v = d (3.54)

(ãäå ðàâåíñòâî ïîíèìàåòñÿ êàê ñîâïàäåíèå òåðìîâ, à íå èõ çíà-
÷åíèé).

Äîêàçàòåëüñòâî.
Èíäóêöèÿ ïî äëèíå òåðìà v.
Ñîîòíîøåíèå v ≡ d íå ìîæåò áûòü âåðíûì, êîãäà

• v = d′, ãäå d′ � êîíñòàíòà è d′ 6= d

• v = x, ãäå x � ïåðåìåííàÿ, ò.ê. â ýòîì ñëó÷àå

v(d′/x) = d′ 6= d

åñëè d′ � êîíñòàíòà è d′ 6= d

• v èìååò âèä ϕ(. . .), ò.ê. â ýòîì ñëó÷àå

v[ mω /ϕ] ≡ ω 6= d

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñîîòíîøåíèå v ≡ d âåðíî, êîãäà

v = g(v1, . . . , vn), ãäå g ∈ Fun

Äîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå áóäåò âåðíî ñîâïàäåíèå òåðìîâ

v̂ = d (3.55)

êîòîðîå ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ î íåóïðîùàåìîñòè v.
(3.55) ñëåäóåò èç äîêàçûâàåìîãî íèæå ñîîòíîøåíèÿ

g(d1, . . . , dn) ≡ d, ãäå ∀ i = 1, . . . , n

di
def
=

{
vi åñëè vi � êîíñòàíòà
ω èíà÷å.

(3.56)
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Äëÿ êàæäîãî òåðìà u ìû áóäåì îáîçíà÷àòü çàïèñüþ uω òåðì,
ïîëó÷àåìûé èç u[ mω /ϕ] çàìåíîé âñåõ âõîäÿùèõ â íåãî ïåðåìåí-
íûõ íà êîíñòàíòó ω.

Èç v ≡ d ñëåäóåò, ÷òî

d ≡ vω = g(vω1 , . . . , v
ω
n) (3.57)

Äîêàæåì, ÷òî

∀ i = 1, . . . , n vωi ≡ di (3.58)

• Åñëè vi � êîíñòàíòà, òî di = vi = vωi .

• Åñëè vi � íå êîíñòàíòà, òî di = ω, è åñëè áû vωi íå áûë
ýêâèâàëåíòåí ω, ò.å.

vωi ≡ d′ 6= ω

òî áûëî áû âåðíî ñîîòíîøåíèå

vi ≡ d′ 6= ω (3.59)

Ïîñêîëüêó òåðì v íåóïðîùàåìûé, òî òåðì vi òîæå íåóïðî-
ùàåìûé. Ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ, âåðíà èìïëè-
êàöèÿ (3.54), ñ çàìåíîé v íà vi, ò.å. èç (3.59) ñëåäóåò ðàâåí-
ñòâî

vi = d′

êîòîðîå ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ î òîì, ÷òî vi � íå
êîíñòàíòà.

Ñîîòíîøåíèå (3.56) ñëåäóåò èç (3.57) è (3.58).
Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèå v ≡ d ìîæåò áûòü âåðíî òîëüêî

â òîì ñëó÷àå, êîãäà v ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé d.

3.8.2 Áåçîïàñíîñòü ïðàâèëà LO

Òåîðåìà 16
Åñëè â ÔÏ Σ êàæäîìó âõîäÿùåìó â íå¼ ÔÑ, çà èñêëþ÷åíè-

åì if _then_else, ñîïîñòàâëåíà ôóíêöèÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ åñòåñòâåí-
íûì ïðîäîëæåíèåì, òî âû÷èñëèòåëüíîå ïðàâèëî LÎ ÿâëÿåòñÿ
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áåçîïàñíûì äëÿ Σ.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì r ðàñêðûâàåìûé ïîäòåðì â òåðìå Ci

Σ,d̄

âû÷èñëèòåëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êîòîðàÿ ñòðîèòñÿ ïî ïðà-
âèëó LÎ.

Åñëè r = Ci
Σ,d̄, òî C

i,ω
Σ,d̄

[σ/ϕ] = ω, ò.å. â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèå

(3.34) âûïîëíåíî.
Ïóñòü r 6= Ci

Σ,d̄. Òàê êàê r � ñàìûé âíåøíèé ïîäòåðì âèäà

ϕ(. . .) â òåðìå Ci
Σ,d̄, òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü r1, . . ., rn

ïîäòåðìîâ òåðìà Ci
Σ,d̄, îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

• r1 = r, rn = Ci
Σ,d̄

• ∀ j = 1, . . . , n− 1 òåðì rj+1 èìååò âèä

g(v1, . . . , vm) (g ∈ Fun) (3.60)

ãäå äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ {1, . . . ,m} vk = rj.

Òåðì r ÿâëÿåòñÿ ïîäòåðìîì âñåõ òåðìîâ r1, . . ., rn. Îáîçíà-
÷èì çàïèñüþ rωj (ãäå j = 1, . . . , n) òåðì, ïîëó÷àåìûé èç òåðìà rj
çàìåíîé åãî ïîäòåðìà r íà êîíñòàíòó ω.

Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî j, ÷òî ∀ j = 1, . . . , n

rωj = ω. (3.61)

Äëÿ j = 1 ñîîòíîøåíèå (3.61), î÷åâèäíî, âåðíî.
Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî j ∈ {1, . . . , n− 1}

• âåðíî (3.61),

• rj+1 èìååò âèä (3.60), è

• ∃ k ∈ {1, . . . ,m} : vk = rj

òîãäà
rωj+1 = g(v1, . . . , vk−1, r

ω
j , vk+1, . . . , vm) (3.62)

Åñëè g 6= if _then_else, òî ñîîòíîøåíèå

rωj+1 = ω
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ñëåäóåò èç (3.61), (3.62), è ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì, ÷òî ôóíêöèÿ,
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÔÑ g, ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì ïðîäîëæåíèåì.

Ïóñòü g = if _then_else. Äîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå íîìåð
k, òàêîé, ÷òî vk = rj, ðàâåí 1.

Åñëè k 6= 1, òî r âõîäèò â v2 èëè v3. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, r ÿâ-
ëÿåòñÿ ñàìûì ëåâûì èç ñàìûõ âíåøíèõ ïîäòåðìîâ âèäà ϕ(. . .) â
òåðìå Ci

Σ,d̄. Ïîýòîìó v1 íå ñîäåðæèò âõîæäåíèé ϕ. Ñëåäîâàòåëü-
íî, v1 ñîñòîèò òîëüêî èç êîíñòàíò è ÔÑ. Ïîñêîëüêó v1 íåóïðî-
ùàåìûé, òî, çíà÷èò, îí ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè if _then_else, åñëè v1 ÿâëÿ-
åòñÿ êîíñòàíòîé, òî òåðì

rj+1 = if _then_else(v1, v2, v3)

ÿâëÿåòñÿ óïðîùàåìûì. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî òåðì rj+1 �
íåóïðîùàåìûé, ïîñêîëüêó îí ÿâëÿåòñÿ ïîäòåðìîì íåóïðîùàåìî-
ãî òåðìà Ci

Σ,d̄.
Èòàê, k = 1, è

rj+1 = if _then_else(rj, v2, v3)

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

rωj+1 = if _then_else(rωj , v2, v3) (3.63)

Ó÷èòûâàÿ

• èíäóêòèâíîå ïðåäïîëîæåíèå rωj = ω, è

• îïðåäåëåíèå ôóíêöèè if_then_else

çàêëþ÷àåì, ÷òî (3.63) = ω.
Òàêèì îáðàçîì, ∀ j = 1, . . . , n âåðíî (3.61).
Â ÷àñòíîñòè, rωn = ω, ïîýòîìó

Ci,ω
Σ,d̄

[σ/ϕ] = rωn [σ/ϕ] = ω.

76



3.8.3 Ïðèìåð íåáåçîïàñíîñòè ïðàâèëà LO

Â èçëàãàåìîì íèæå ïðèìåðå èñïîëüçóåòñÿ ÔÑ · òèïà

(int, int)→ int

êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùàÿ ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ:

• íà Z× Z îíà ñîâïàäàåò ñ îáû÷íûì óìíîæåíèåì

• 0 · ω = ω · 0 = 0

• ∀ d ∈ Z \ {0} d · ω = ω · d = ω

• ω · ω = ω

Ðàññìîòðèì ÔÏ

Σ :
ϕ(x) = (x = 0) ? 0

: ϕ(x+ 1) · ϕ(x− 1)

σ ïðèíèìàåò íà âñåõ àðãóìåíòàõ çíà÷åíèå 0. Îäíàêî âû÷èñëåíèå
ϕ(1) ïî ïðàâèëó LO áóäåò áåñêîíå÷íûì.

3.8.4 Ïðèìåð íåáåçîïàñíîñòè ïðàâèë PI è LI

Ïóñòü ÔÏ Σ èìååò âèä

Σ :
ϕ(x, y) = (x = 0) ? 1

: ϕ(x− 1, ϕ(x, y))

Òîãäà

• σ = (x ≥ 0)? 1 : ω, íî

• PIΣ = LIΣ = (x = 0)? 1 : ω.

Íàïðèìåð, âû÷èñëåíèå ϕ(1, 0) ïî ïðàâèëó LI ïîðîäèò áåñêîíå÷-
íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

LI0
Σ = ϕ(1, 0)

LI1
Σ = ϕ(0, ϕ(1, 0))

LI2
Σ = ϕ(0, ϕ(0, ϕ(1, 0)))

. . .
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Ãëàâà 4

Âåðèôèêàöèÿ

ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîãðàìì

4.1 Çàäà÷à âåðèôèêàöèè ôóíêöèîíàëü-

íûõ ïðîãðàìì

Çàäà÷à âåðèôèêàöèè ÔÏ çàêëþ÷àåòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå òîãî,
÷òî ÍÍÒ àíàëèçèðóåìûõ ÔÏ îáëàäàþò çàäàííûìè ñâîéñòâàìè.
Íàèáîëåå ÷àñòî ýòè ñâîéñòâà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óòâåðæäåíèÿ
âèäà

∀ x̄ e (4.1)

ãäå e � òåðì òèïà bool, è x̄ � ñïèñîê ïåðåìåííûõ èç V ar(e). Óòâåð-
æäåíèå (4.1) ñ÷èòàåòñÿ âåðíûì, åñëè äëÿ êàæäîãî d̄ ∈ Dx̄ çíà÷å-
íèå òåðìà e(d̄) ðàâíî >.

Ê ÷èñëó îñíîâíûõ ìåòîäîâ âåðèôèêàöèè ÔÏ îòíîñÿòñÿ èçëà-
ãàåìûå íèæå ìåòîäû âû÷èñëèòåëüíîé èíäóêöèè è ñòðóêòóðíîé
èíäóêöèè.

4.2 Ìåòîä âû÷èñëèòåëüíîé èíäóêöèè

4.2.1 Îïèñàíèå ìåòîäà

Ìíîãèå çàäà÷è âåðèôèêàöèè ÔÏ ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê ñëåäóþ-
ùåé çàäà÷å: ïóñòü çàäàíû
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• ïîëíîå ×ÓÌ P ,

• íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë F : P → P , è

• ïîäìíîæåñòâî Q ⊆ P , êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì, ò.å.
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ: äëÿ êàæäîé öåïè

p0 ≤ p1 ≤ . . .

ýëåìåíòîâ P âåðíà èìïëèêàöèÿ(
∀ i ≥ 0 pi ∈ Q

)
⇒ sup pi ∈ Q

Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ÍÍÒ ôóíêöèîíàëà F (êîòîðóþ ìû íèæå
áóäåì îáîçíà÷àòü çàïèñüþ fixF ) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

fixF ∈ Q (4.2)

Ìåòîä âû÷èñëèòåëüíîé èíäóêöèè (ÂÈ) çàêëþ÷àåòñÿ â
ñâåäåíèè çàäà÷è äîêàçàòåëüñòâà ñîîòíîøåíèÿ (4.2) ê ïðîâåðêå
ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé:

1. 0 ∈ Q (ãäå 0 � íàèìåíüøèé ýëåìåíò ×ÓÌ P )

2. ∀ p ∈ Q F (p) ∈ Q

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî åñëè ýòè óñëîâèÿ âûïîëíåíû, òî äëÿ
êàæäîãî i ≥ 0 âåðíî ñîîòíîøåíèå F i(0) ∈ Q, îòêóäà íà îñíîâàíèè
çàìêíóòîñòè Q ñëåäóåò, ÷òî fixF = supF i(0) ∈ Q.

Âòîðîå èç ýòèõ óñëîâèé ìîæíî çàìåíèòü íà ñëåäóþùåå óñëî-
âèå: äëÿ êàæäîãî i > 0 âåðíà èìïëèêàöèÿ(

∀ j < i F j(0) ∈ Q
)
⇒ F i(0) ∈ Q (4.3)

P è F ìîãóò èìåòü, íàïðèìåð, ñëåäóþùèé âèä:

• P = PΣ, ãäå Σ � ÔÏ, è F = FΣ, èëè

• P = PΣ × PΣ′ × . . ., ãäå

� Σ, Σ′, . . . � ÔÏ,
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� îòíîøåíèå ïîðÿäêà íà P îïðåäåëÿåòñÿ ïîêîìïîíåíòíî:

(p1, p
′
1, . . .) ≤ (p2, p

′
2, . . .) ⇔ p1 ≤ p2, p′1 ≤ p′2, . . .

� íàèìåíüøèì ýëåìåíòîì P ÿâëÿåòñÿ ñïèñîê íàèìåíü-
øèõ ýëåìåíòîâ ×ÓÌ PΣ, PΣ′ , . . .

è ∀ f̄ = (f, f ′, . . .) ∈ P F (f̄)
def
= (FΣ(f), FΣ′(f ′), . . .)

Ïðè âåðèôèêàöèè ÔÏ ìåòîäîì ÂÈ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëå-
äóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

• Åñëè Q1 è Q2 � çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà ïîëíîãî ×ÓÌ P ,
òî ïîäìíîæåñòâî Q1 ∩Q2 òîæå çàìêíóòî.

• Äëÿ ëþáûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ F1 è F2 íà P ïîä-
ìíîæåñòâà

{p ∈ P | F1(p) ≤ F2(p)} è {p ∈ P | F1(p) = F2(p)}

ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè.

4.2.2 Ïðèìåðû âåðèôèêàöèè ôóíêöèîíàëüíûõ

ïðîãðàìì ìåòîäîì âû÷èñëèòåëüíîé èíäóê-

öèè

Â ýòîì ïàðàãðàôå èçëàãàþòñÿ íåêîòîðûå ïðèìåðû âåðèôèêàöèè
ÔÏ ìåòîäîì ÂÈ. Âî âñåõ ýòèõ ïðèìåðàõ ïðîâåðêà ïåðâîãî óñëî-
âèÿ (0 ∈ Q) îïóùåíà ïî ïðè÷èíå åå òðèâèàëüíîñòè. Ìû áóäåì
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèè, èñïîëüçóåìûå â ÔÏ â ýòîì ïóíêòå
(p, h, k, . . .), ïðèíèìàþò çíà÷åíèå ω íà àðãóìåíòå ω.

Ïðèìåð 1

Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ∀x σσ(x) = σ(x), ãäå

Σ : ϕ(x) = p(x) ?x : ϕϕh(x)

Îïðåäåëèì Q
def
= {f ∈ PΣ | σf = f}.
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Ïóñòü f ∈ Q. Äîêàæåì, ÷òî FΣ(f) ∈ Q, ò.å.

σFΣ(f) = FΣ(f) (4.4)

Ëåâ.×.(4.4) = σ(p(x)?x : ffh(x)) =
= p(x)? σ(x) : σffh(x) =
= p(x)? (p(x)? x : σσh(x)) : σffh(x) =
= p(x)? x : σffh(x) =
= p(x)? x : ffh(x) = Ïðàâ.×.(4.4)

Îòìåòèì, ÷òî åñëè îïðåäåëèòü Q
def
= {f ∈ PΣ | ff = f}, òî

òîãäà äîêàçàòü òðåáóåìîå ñâîéñòâî íå ïîëó÷èòñÿ.

Ïðèìåð 2

Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ∀x, y h σ(x, y) = σ(x, h(y)), ãäå

Σ : ϕ(x, y) = p(x)? y : hϕ(k(x), y)

Îïðåäåëèì Q
def
= {f ∈ PΣ | ∀x, y hf(x, y) = f(x, h(y))}.

Ïóñòü f ∈ Q. Äîêàæåì, ÷òî FΣ(f) ∈ Q, ò.å. ∀x, y

h(FΣ(f)(x, y)) = FΣ(f)(x, h(y)) (4.5)

Ëåâ.×.(4.5) = h(p(x)? y : hf(k(x), y)) =
= p(x)? h(y) : hhf(k(x), y) =
= p(x)? h(y) : hf(k(x), h(y)) = Ïðàâ.×.(4.5)

Ïðèìåð 3

Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ∀x σ1(x) = σ3(x), ãäå

Σ :


ϕ1(x) = p(x)? ϕ1ϕ2h(x) : ϕ2g(x)
ϕ2(x) = q(x)? kϕ2ϕ1(x) : kh(x)
ϕ3(x) = p(x)? ϕ3kϕ4h(x) : kϕ4g(x)
ϕ4(x) = q(x)? kϕ4ϕ3(x) : h(x)

Îïðåäåëèì Q
def
= {f̄ ∈ PΣ | (f1 = f3) ∧ (f2 = kf4)}.

Ïóñòü f̄ ∈ Q. Äîêàæåì, ÷òî FΣ(f̄) ∈ Q, ò.å.

(FΣ(f̄))1 = (FΣ(f̄))3 (4.6)
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(FΣ(f̄))2 = k(FΣ(f̄))4 (4.7)

Ëåâ.×.(4.6) = p(x)? f1f2h(x) : f2g(x) =
= p(x)? f3kf4h(x) : kf4g(x) = Ïðàâ.×.(4.6)
Ëåâ.×.(4.7) = q(x)? kf2f1(x) : kh(x) =
= k(q(x)? f2f1(x) : h(x)) =
= k(q(x)? kf4f3(x) : h(x)) = Ïðàâ.×.(4.7)

Ïðèìåð 4

Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ∀x σ(x, 0, x) = σ′(x, 0), ãäå

Σ : ϕ(x, y, z) = (x = 0)? y : ϕ(x− 1, y + z, z)
Σ′ : ϕ(x, y) = (x = 0)? y : ϕ(x− 1, y + 2x− 1)

Ìû äîêàæåì áîëåå îáùåå ñîîòíîøåíèå:

∀x, y (σ(y, x(x− y), x) = σ′(y, x2 − y2)) (4.8)

Èñêîìîå ñîîòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì (4.8) (ïðè
y = x).

Îïðåäåëèì

• P def
= PΣ × PΣ′

• F : P → P, F (f, f ′)
def
= (FΣ(f), FΣ′(f ′)), è

• Q def
=

{
(f, f ′) ∈ P

∣∣∣∣∣ ∀x, y f(y, x(x− y), x) =
= f ′(y, x2 − y2)

}

Ïóñòü (f, f ′) ∈ Q. Äîêàæåì, ÷òî (FΣ(f), FΣ′(f ′)) ∈ Q, ò.å. ∀x, y

FΣ(f)(y, x(x− y), x) = FΣ′(f ′)(y, x2 − y2) (4.9)

Ëåâ.×.(4.9) =
= (y = 0)? x(x− y) : f(y − 1, x(x− y) + x, x) =
= (y = 0)? x2 : f(y − 1, x(x− (y − 1)), x) =
= (y = 0)? x2 : f ′(y − 1, x2 − (y − 1)2) =
= (y = 0)? x2 − y2 : f ′(y − 1, (x2 − y2) + 2y − 1) =
= Ïðàâ.×.(4.9)
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Ïðèìåð 5

Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ∀x σ(x) = σ′(x), ãäå

Σ : ϕ(x, y) = p(x)? y : hϕ(k(x), y)
Σ′ : ϕ(x, y) = p(x)? y : ϕ(k(x), h(y))

Ìû äîêàæåì áîëåå ñèëüíîå ñîîòíîøåíèå:

∀x, y
{
σ(x, y) = σ′(x, y)
σ′(x, h(y)) = hσ′(x, y)

}

(ãäå çàïèñü âèäà

{
e1

e2

}
ÿâëÿåòñÿ äðóãîé ôîðìîé çàïèñè e1∧ e2).

Îïðåäåëèì

• P è F òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, è

• Q def
= {(f, f ′) ∈ P | ∀x, y

{
f(x, y) = f ′(x, y)
f ′(x, h(y)) = hf ′(x, y)

}
}

Ïóñòü (f, f ′) ∈ Q. Äîêàæåì, ÷òî (FΣ(f), FΣ′(f ′)) ∈ Q, ò.å. ∀x, y

FΣ(f)(x, y) = FΣ′(f ′)(x, y) (4.10)

FΣ′(f ′)(x, h(y)) = hFΣ′(f ′)(x, y) (4.11)

Ëåâ.×.(4.10) = p(x)? y : hf(k(x), y) =
= p(x)? y : hf ′(k(x), y) =
= p(x)? y : f ′(k(x), h(y)) = Ïðàâ.×.(4.10)
Ëåâ.×.(4.11) = p(x)? h(y) : f ′(k(x), hh(y)) =
= p(x)? h(y) : hf ′(k(x), h(y)) =
= h(p(x)? y : f ′(k(x), h(y))) = Ïðàâ.×.(4.11)

Äðóãîé ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà ñîîòíîøåíèÿ σ = σ′ çàêëþ÷à-
åòñÿ â òîì, ÷òî âìåñòî óñëîâèÿ 2 â îïðåäåëåíèè ìåòîäà ÂÈ, ò.å.
âìåñòî èìïëèêàöèè

(f, f ′) ∈ Q ⇒ F (f, f ′) ∈ Q

äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: ∀ i ≥ 0 âåðíà èìïëèêàöèÿ
(4.3), â êîòîðîé

Q
def
= {(f, f ′) ∈ P | f = f ′}
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Äëÿ êàæäîãî i ≥ 0 ýëåìåíò F i(0) ÿâëÿåòñÿ ïàðîé ôóíêöèé,
êîòîðóþ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü çàïèñüþ (f i, (f ′)i).

(4.3) äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

1. Åñëè i = 0, òî (4.3) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óòâåðæäåíèå

f 0 = (f ′)0

ò.å. mω = mω , ÷òî, î÷åâèäíî, âåðíî.

2. Åñëè i = 1, òî (4.3) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óòâåðæäåíèå

(f 0 = (f ′)0) ⇒ (f 1 = (f ′)1)

ò.å. FΣ( mω ) = FΣ′( mω ). Äàííîå ðàâåíñòâî îáîñíîâûâàåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:
FΣ( mω )(x, y) = p(x)? y : h mω (k(x), y) =
= p(x)? y : h(ω) = p(x)? y : ω =

= p(x)? y : mω (k(x), h(y)) = FΣ′( mω )(x, y)

3. Ïóñòü i > 1. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà

f i = (f ′)i

ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðåäïîëîæåíèå îá èñòèííîñòè ðà-
âåíñòâ

f i−1 = (f ′)i−1 è f i−2 = (f ′)i−2

f i(x, y) = p(x)? y : hf i−1(k(x), y) =
= p(x)? y : h(f ′)i−1(k(x), y) =
= p(x)? y : h(pk(x)? y : (f ′)i−2(kk(x), h(y))) =
= p(x)? y : h(pk(x)? y : f i−2(kk(x), h(y))) =
= p(x)? y : (pk(x)? h(y) : hf i−2(kk(x), h(y))) =
= p(x)? y : f i−1(k(x), h(y)) =
= p(x)? y : (f ′)i−1(k(x), h(y)) = (f ′)i(x, y)

4.3 Ìåòîä ñòðóêòóðíîé èíäóêöèè

4.3.1 Îïèñàíèå ìåòîäà

Ìåòîä ñòðóêòóðíîé èíäóêöèè (ÑÈ) äëÿ âåðèôèêàöèè ÔÏ
ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ â òîì ñëó÷àå, êîãäà
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• äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå î ÔÏ èìååò âèä (4.1), è

• ñóùåñòâóåò ôóíäèðîâàííîå ×ÓÌ P , òàêîå, ÷òî êàæäîìó
ýëåìåíòó d̄ ∈ Dx̄ ìîæåò áûòü ñîïîñòàâëåí íåêîòîðûé ýëå-
ìåíò c(d̄) ∈ P .

Íàïîìíèì, ÷òî ×ÓÌ íàçûâàåòñÿôóíäèðîâàííûì (Ô×ÓÌ),
åñëè â í¼ì íåò áåñêîíå÷íî óáûâàþùèõ öåïåé, ò.å. ïîäìíîæåñòâ
âèäà {p0, p1, . . .}, ãäå p0 > p1 > . . ..

Ïðèâåäåì äâà ïðèìåðà Ô×ÓÌ.

1. Ìíîæåñòâî N íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ îáû÷íûì îòíîøåíèåì
ïîðÿäêà.

2. Ìíîæåñòâî P n ñïèñêîâ äëèíû n, ñîñòîÿùèõ èç ýëåìåíòîâ
Ô×ÓÌ P , ñ ëåêñèêîãðàôè÷åñêèì îòíîøåíèåì ïîðÿäêà:
íåðàâåíñòâî

(p1, . . . , pn) < (p′1, . . . , p
′
n)

âåðíî, åñëè p1 < p′1, èëè ñóùåñòâóåò i ∈ {2, . . . , n}, òàêîé,
÷òî p1 = p′1, . . ., pi−1 = p′i−1, pi < p′i.

Ìåòîä ÑÈ äëÿ îáîñíîâàíèÿ óòâåðæäåíèÿ

∀ d̄ ∈ Dx̄ e(d̄) = >

â ñëó÷àå, êîãäà îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ c âèäà

c : Dx̄ → P (4.12)

ãäå P � Ô×ÓÌ, çàêëþ÷àåòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå òîãî, ÷òî äëÿ ïðî-
èçâîëüíîãî d̄ ∈ Dx̄ âåðíî óòâåðæäåíèå

(∀ d̄′ ∈ Dx̄ c(d̄′) < c(d̄) ⇒ e(d̄′) = >) ⇒ e(d̄) = >. (4.13)

Äàííûé ìåòîä îáîñíîâûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè äëÿ
íåêîòîðîãî d̄ ∈ Dx̄ çíà÷åíèå e(d̄) áûëî áû ðàâíî ⊥, òî ∃ d̄0 ∈ Dx̄:

• e(d̄0) = ⊥, è

• ∀ d̄′ ∈ Dx̄ c(d̄′) < c(d̄0) ⇒ e(d̄′) = >.

(íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè òàêîãî d̄0 íå ñóùåñòâóåò, òî â P
ìîæíî ïîñòðîèòü áåñêîíå÷íî óáûâàþùóþ öåïü). Ýòà ñèòóàöèÿ
ïðîòèâîðå÷èò óòâåðæäåíèþ (4.13) äëÿ d̄ = d̄0.
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4.3.2 Ïðèìåðû âåðèôèêàöèè ôóíêöèîíàëüíûõ

ïðîãðàìì ìåòîäîì ñòðóêòóðíîé èíäóêöèè

Â èçëàãàåìûõ íèæå ïðèìåðàõ 1, 2 è 3 Ô×ÓÌ P ñîâïàäàåò ñ Dx̄, è
(4.12) ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííîé ôóíêöèåé. Â ïðèìåðàõ 4 è 5 Dx̄ =
S, P = N, è ôóíêöèÿ c : S → N ñîïîñòàâëÿåò êàæäîé ñòðîêå
å¼ äëèíó (ò.å. êîëè÷åñòâî ñèìâîëîâ â íåé). Â ýòèõ ïðèìåðàõ äëÿ
ëþáûõ x, y ∈ S çàïèñü x < y îçíà÷àåò, ÷òî äëèíà x ìåíüøå äëèíû
y.

Ïðèìåð 1 (ôóíêöèÿ Àêêåðìàíà)

Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ∀x, y ∈ N σ(x, y) 6= ω, ãäå

Σ :


ϕ(x, y) = (x = 0) ? y + 1

: (y = 0) ? ϕ(x− 1, 1)
: ϕ(x− 1, ϕ(x, y − 1))

(ïåðåìåííûå x, y èìåþò òèï nat).
Ïîñêîëüêó D(x,y) = N2 � Ô×ÓÌ îòíîñèòåëüíî ëåêñèêîãðàôè-

÷åñêîãî ïîðÿäêà, òî òðåáóåìîå ñâîéñòâî ìîæíî äîêàçàòü ìåòîäîì
ÑÈ.

• Åñëè x = 0, òî σ(x, y) = y + 1 6= ω.

• Ïóñòü x > 0, è ∀ (x′, y′) < (x, y) σ(x′, y′) 6= ω. Äîêàæåì, ÷òî
σ(x, y) 6= ω.

� Åñëè y = 0, òî σ(x, y) = σ(x− 1, 1).

Ò.ê. (x− 1, 1) < (x, y), òî, ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëî-
æåíèþ, σ(x− 1, 1) 6= ω.

� Åñëè y 6= 0, òî, ò.ê. (x, y− 1) < (x, y), òî, ïî èíäóêòèâ-
íîìó ïðåäïîëîæåíèþ,

σ(x, y − 1) 6= ω

îòêóäà, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî

(x− 1, σ(x, y − 1)) < (x, y)

ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ñîîòíîøåíèå σ(x, y) 6= ω.
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Ïðèìåð 2 (âû÷èñëåíèå ôàêòîðèàëà)

Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ∀x ∈ N

σ′(x, 0) = σ(x) (4.14)

ãäå
Σ : ϕ(x) = (x = 0)? 1 : x · ϕ(x− 1)
Σ′ : ϕ(x, y) = (x = y)? 1 : ϕ(x, y + 1) · (y + 1)

(ïåðåìåííûå x, y èìåþò òèï nat).
Ìû äîêàæåì áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå: ∀x ∈ N

∀ y ∈ N
(
σ′(x+ y, y) · σ(y) = σ(x+ y)

)
(4.15)

(4.14) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì (4.15) (ïðè y = 0).

• Åñëè x = 0, òî (4.15) èìååò âèä

∀ y ∈ N (σ′(y, y) · σ(y) = σ(y))

÷òî âåðíî, ò.ê. ∀ y ∈ N σ′(y, y) = 1.

• Ïóñòü x > 0, è äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî z < x âåðíî
óòâåðæäåíèå

∀ y ∈ N
(
σ′(z + y, y) · σ(y) = σ(z + y)

)
Äîêàæåì, ÷òî òîãäà áóäåò âåðíî è (4.15).

Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî y

σ′(x+ y, y) · σ(y) =
= σ′(x+ y, y + 1) · (y + 1) · σ(y) =
= σ′(x+ y, y + 1) · σ(y + 1) =
= σ′((x− 1) + (y + 1), y + 1) · σ(y + 1) =
= σ((x− 1) + (y + 1)) = σ(x+ y)
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Ïðèìåð 3 (ôóíêöèÿ Ôèáîíà÷÷è)

Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ∀x ∈ N

σ′(x, 1, 1) = σ(x) (4.16)

ãäå
Σ : ϕ(x) = (x ∈ {0, 1})? 1 : ϕ(x− 1) + ϕ(x− 2)
Σ′ : ϕ(x, a, b) = (x = 0)? a : ϕ(x− 1, b, a+ b)

(ïåðåìåííûå x, a, b èìåþò òèï nat).
Ìû äîêàæåì áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå: ∀x ∈ N

∀ y ∈ N σ(x+ y) = σ′(x, σ(y), σ(y + 1)) (4.17)

((4.16) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì (4.17) (ïðè y = 0).

• Åñëè x = 0, òî (4.17) èìååò âèä

∀ y ∈ N σ(y) = σ′(0, σ(y), σ(y + 1))

÷òî âåðíî ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ÔÏ Σ′.

• Ïóñòü x > 0, è äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî z < x âåðíî
óòâåðæäåíèå

∀ y ∈ N σ(z + y) = σ′(z, σ(y), σ(y + 1))

Äîêàæåì, ÷òî òîãäà áóäåò âåðíî è (4.17).

Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî y

σ(x+ y) =
= σ((x− 1) + (y + 1)) =
= σ′(x− 1, σ(y + 1), σ(y + 2)) =
= σ′(x− 1, σ(y + 1), σ(y + 1) + σ(y)) =
= σ′(x, σ(y), σ(y + 1))
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Ïðèìåð 4 (ôóíêöèÿ èíâåðòèðîâàíèÿ ñòðîê)

Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ∀x ∈ S

r(x) 6= ω è rr(x) = x (4.18)

ãäå r � ôóíêöèÿ èíâåðòèðîâàíèÿ ñòðîê, îïðåäåëÿåìàÿ ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì: r(x)
def
= σ(x, ε), ãäå

Σ : ϕ(x, y) = (x = ε)? y : ϕ(x′, x̂ · y)

(ïåðåìåííûå x, y èìåþò òèï string).
Ìû äîêàæåì áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå: ∀x ∈ S

∀ y ∈ S σ(x, y) 6= ω è rσ(x, y) = σ(y, x) (4.19)

(4.18) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì (4.19) (ïðè y = ε).

• Åñëè x = ε, òî (4.19) èìååò âèä

∀ y ∈ S σ(ε, y) 6= ω è rσ(ε, y) = σ(y, ε) (4.20)

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ÔÏ Σ è ôóíêöèè r, (4.20) ìîæíî
ïåðåïèñàòü â âèäå

∀ y ∈ S y 6= ω è r(y) = r(y)

÷òî, î÷åâèäíî, âåðíî.

• Ïóñòü x 6= ε, è äëÿ êàæäîé ñòðîêè z < x âåðíî óòâåðæäåíèå

∀ y ∈ S σ(z, y) 6= ω è rσ(z, y) = σ(y, z) (4.21)

Äîêàæåì, ÷òî òîãäà áóäåò âåðíî è (4.19).

Èñïîëüçóÿ (4.21) äëÿ z
def
= x′ (÷òî âîçìîæíî, ò.ê. x′ < x) è

îïðåäåëåíèå ÔÏ Σ, ïîëó÷àåì: äëÿ êàæäîé ñòðîêè y

� σ(x, y) = σ(x̂ · x′, y) = σ(x′, x̂ · y) 6= ω

� rσ(x, y) = rσ(x̂ · x′, y) = rσ(x′, x̂ · y) = σ(x̂ · y, x′) =
= σ(y, x̂ · x′) = σ(y, x).
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Ïðèìåð 5 (ñîðòèðîâêà)

Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ∀x ∈ S

ord(sort(x)) = 1 (4.22)

ãäå

• sort � ôóíêöèÿ ñîðòèðîâêè ñòðîê, îïðåäåëÿåìàÿ ÔÏ
sort(x) = (x = ε)? ε : insert(x̂, sort(x′))
insert(a, y) = (y = ε) ? a · ε

: (a ≤ ŷ) ? a · y
: ŷ · insert(a, y′)

• ord � ôóíêöèÿ ïðîâåðêè óïîðÿäî÷åííîñòè ñòðîêè, îïðåäå-
ëÿåìàÿ ÔÏ

ord(x) = (x = ε) ? 1
: (x′ = ε) ? 1

: (x̂ ≤ (x′)∧) ? ord(x′)
: 0

Íèæå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü òåðì âèäà insert(a, y) ñîêðàù¼í-
íîé çàïèñüþ a→ y.

Åñëè x = ε, òî sort(x) = ε, è

ord(sort(x)) = ord(ε) = 1

Åñëè x 6= ε, òî äîêàçûâàåìîå ðàâåíñòâî (4.22) ìîæíî ïåðåïè-
ñàòü â âèäå

ord(x̂→ sort(x′)) = 1 (4.23)

Ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ, âåðíî ðàâåíñòâî

ord(sort(x′)) = 1

èç êîòîðîãî ñëåäóåò (4.23) ïî íèæåñëåäóþùåé ëåììå.

Ëåììà.
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Èìååò ìåñòî èìïëèêàöèÿ

ord(y) = 1 ⇒ ord(a→ y) = 1 (4.24)

Äîêàçàòåëüñòâî.
Äîêàçûâàåì ëåììó èíäóêöèåé ïî y.
Åñëè y = ε, òî ïðàâàÿ ÷àñòü â (4.24) èìååò âèä

ord(a · ε) = 1

÷òî âåðíî ïî îïðåäåëåíèþ ord.
Ïóñòü y 6= ε, è äëÿ êàæäîãî z < y âåðíà èìïëèêàöèÿ

ord(z) = 1 ⇒ ord(a→ z) = 1 (4.25)

Îáîçíà÷èì c
def
= ŷ, d

def
= y′.

(4.24) èìååò âèä

ord(c · d) = 1 ⇒ ord(a→ c · d) = 1 (4.26)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èìïëèêàöèè (4.26) íóæíî äîêàçàòü, ÷òî
ïðè óñëîâèè ord(c · d) = 1 âåðíû èìïëèêàöèè

(a) a ≤ c ⇒ ord(a · (c · d)) = 1,

(b) c < a ⇒ ord(c · (a→ d)) = 1

(a) âåðíî ïîòîìó, ÷òî èç a ≤ c ñëåäóåò

ord(a · (c · d)) = ord(c · d) = 1

Äîêàæåì (b).

• d = ε. Â ýòîì ñëó÷àå ïðàâàÿ ÷àñòü â (b) èìååò âèä

ord(c · (a · ε)) = 1 (4.27)

(4.27) ñëåäóåò èç c < a.

• d 6= ε. Îáîçíà÷èì p
def
= d̂, q

def
= d′.

Â ýòîì ñëó÷àå íàäî äîêàçàòü, ÷òî ïðè c < a

ord(c · (a→ p · q)) = 1 (4.28)
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1. Åñëè a ≤ p, òî (4.28) èìååò âèä

ord(c · (a · (p · q))) = 1 (4.29)

Ò.ê. c < a ≤ p, òî (4.29) ñëåäóåò èç ðàâåíñòâ

ord(c · (a · (p · q))) = ord(a · (p · q)) = ord(p · q) =
= ord(c · (p · q)) = ord(c · d) = 1

2. Åñëè p < a, òî (4.28) èìååò âèä

ord(c · (p · (a→ q))) = 1 (4.30)

Ïîñêîëüêó ïî ïðåäïîëîæåíèþ

ord(c · d) = ord(c · (p · q)) = 1

òî c ≤ p, è ïîýòîìó (4.30) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

ord(p · (a→ q)) = 1 (4.31)

Ïðè p < a

a→ d = a→ p · q = p · (a→ q)

ïîýòîìó (4.31) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

ord(a→ d) = 1 (4.32)

(4.32) ñëåäóåò ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ äëÿ

ëåììû (ò.å. èç èìïëèêàöèè (4.25), â êîòîðîé z
def
= d) èç

ðàâåíñòâà
ord(d) = 1

êîòîðîå îáîñíîâûâàåòñÿ öåïî÷êîé ðàâåíñòâ

1 = ord(c · d) = ord(c · (p · q)) = (ò.ê. c ≤ p)
= ord(p · q) = ord(d).
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4.4 Äðóãèå ìåòîäû âåðèôèêàöèè ôóíê-

öèîíàëüíûõ ïðîãðàìì

4.4.1 Îöåíêà íàèìåíüøåé íåïîäâèæíîé òî÷êè

ôóíêöèîíàëüíîé ïðîãðàììû ñâåðõó

Åñëè ïðîâåðÿåìîå ñâîéñòâî ÔÏ Σ èìååò âèä σ ≤ f , ãäå

• f � çàäàííàÿ ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ, è

• îòíîøåíèå ïîðÿäêà íà ôóíêöèÿõ ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå îïðå-
äåëåíèÿ èç ïóíêòà 2.1.5

òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ñâîéñòâà äîñòàòî÷íî äîêàçàòü íåðà-
âåíñòâî

FΣ(f) ≤ f

Ïðèìåð

Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî σ ≤ f , ãäå

Σ : ϕ(x) = (x > 100)? x− 10 : ϕϕ(x+ 11)

f
def
= (x > 100)? x− 10 : 91

Äîêàæåì, ÷òî FΣ(f) ≤ f , ò.å.

(x > 100)? (x− 10) : ff(x+ 11) ≤ f

Ïîñêîëüêó

f(x+ 11) =
= (x+ 11 > 100)? x+ 11− 10 : 91 =
= (x ≥ 90)? x+ 1 : 91

òî
ff(x+ 11) =
= f((x ≥ 90)? x+ 1 : 91) =
= (x ≥ 90)? f(x+ 1) : f(91) =
= (x ≥ 90)? f(x+ 1) : 91
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Òàêèì îáðàçîì,

FΣ(f) = (x > 100) ? (x− 10)
: (x ≥ 90) ? f(x+ 1)

: 91
(4.33)

Ïîäâûðàæåíèå f(x + 1) â (4.33) âû÷èñëÿåòñÿ òîëüêî äëÿ x ∈
{90, . . . , 100}, è äëÿ âñåõ òàêèõ çíà÷åíèé x çíà÷åíèå f(x+1) ðàâíî
91. Îòñþäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî (4.33) = f .

4.4.2 Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôóíêöè-

îíàëüíûõ ïðîãðàìì

Èíîãäà äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâ ÍÍÒ ÔÏ ìîæíî ñóùåñòâåííî
óïðîñòèòü, åñëè âìåñòî àíàëèçèðóåìîé ÔÏ Σ ðàññìàòðèâàòü ÔÏ
Σ′, ïîëó÷àåìóþ èç Σ

• ðàñêðûòèåì íåêîòîðûõ ïîäòåðìîâ, èëè

• çàìåíàìè âèäà [σ/ϕ].

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî Σ è Σ′ èìåþò îäèíàêîâûå ÍÍÒ. Íèæå ìû
äîêàçûâàåì ýòî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà Σ′ ïîëó÷àåòñÿ èç Σ ðàñêðûòè-
åì îäíîãî ïîäòåðìà èëè îäíîé çàìåíîé âèäà [σ/ϕ].

Òåîðåìà 17
Ïóñòü çàäàíà ÔÏ Σ âèäà

Σ : ϕ(x̄) = e

è òåðì e′ ïîëó÷àåòñÿ èç e ðàñêðûòèåì îäíîãî ïîäòåðìà.
Òîãäà σ = σ′, ãäå Σ′ : ϕ(x̄) = e′.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Äëÿ êàæäîãî d̄ ∈ Dx̄ òåðì e′(d̄) ïîëó÷àåòñÿ èç òåðìà e(d̄)

çàìåíîé ïîäòåðìà âèäà ϕ(e1, . . . , en) íà òåðì e(e1/x1, . . . , en/xn).
Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1 â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 9, çíà÷åíèÿ
òåðìîâ e(d̄)[σ/ϕ] è e′(d̄)[σ/ϕ] ñîâïàäàþò. Ïîñêîëüêó çíà÷åíèå ïåð-
âîãî èç ýòèõ òåðìîâ ðàâíî σ(d̄), òî

σ(d̄) = e′[σ/ϕ](d̄)
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ò.å. σ � ÍÒ Σ′, îòêóäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî σ′ ≤ σ.
Äîêàæåì ìåòîäîì ÂÈ îáðàòíîå íåðàâåíñòâî: σ ≤ σ′.
Îïðåäåëèì

• P def
= PΣ × PΣ′

• F : P → P , F (f, f ′)
def
= (FΣ(f), FΣ′(f ′)) = (e[f/ϕ], e′[f ′/ϕ])

• Q def
= {(f, f ′) ∈ P |

{
f ≤ f ′

f ≤ e[f/ϕ]

}
}

Äîêàæåì, ÷òî âåðíà èìïëèêàöèÿ p ∈ Q ⇒ F (p) ∈ Q, ò.å.{
f ≤ f ′

f ≤ e[f/ϕ]

}
⇒

{
e[f/ϕ] ≤ e′[f ′/ϕ]
e[f/ϕ] ≤ e[e[f/ϕ]/ϕ]

}
(4.34)

Îáîçíà÷èì êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû â ïðàâîé ÷àñòè (4.34) ÷åðåç
A è B, è äîêàæåì, ÷òî êàæäûé èç íèõ ñëåäóåò èç ëåâîé ÷àñòè
(4.34).

A: Èç f ≤ f ′ è ìîíîòîííîñòè FΣ′ ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

e′[f/ϕ] ≤ e′[f ′/ϕ] (4.35)

Èñêîìîå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç (4.35) è èç íåðàâåíñòâà

e[f/ϕ] ≤ e′[f/ϕ] (4.36)

(4.36) âåðíî ïîòîìó, ÷òî

� e′[f/ϕ] ïîëó÷àåòñÿ èç e[f/ϕ] çàìåíîé ïîäòåðìà âèäà
f(e1, . . . , en) íà e[f/ϕ](e1/x1, . . . , en/xn), è

� èç f ≤ e[f/ϕ] ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

f(e1, . . . , en) ≤ e[f/ϕ](e1/x1, . . . , en/xn)

B: Èç f ≤ e[f/ϕ] è ìîíîòîííîñòè FΣ ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

e[f/ϕ] ≤ e[e[f/ϕ]/ϕ].
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Òàêèì îáðàçîì, fixF = (σ, σ′) ∈ Q, îòêóäà ñëåäóåò σ ≤ σ′.

Òåîðåìà 18
Ïóñòü çàäàíà ÔÏ Σ âèäà

Σ : ϕ(x̄) = e

è òåðì e′ ïîëó÷àåòñÿ èç e çàìåíîé îäíîãî èç âõîæäåíèé ôóíêöè-
îíàëüíîé ïåðåìåííîé ϕ íà ÔÑ σ.

Òîãäà σ = σ′, ãäå Σ′ : ϕ(x̄) = e′.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ò.ê. e′[σ/ϕ] = e[σ/ϕ] = σ, òî σ � ÍÒ Σ′, ïîýòîìó σ′ ≤ σ.
Äîêàæåì ìåòîäîì ÂÈ, ÷òî σ ≤ σ′.
Îïðåäåëèì

• P def
= PΣ × PΣ′

• F : P → P , F (f, f ′)
def
= (FΣ(f), FΣ′(f ′))

• Q def
= {(f, f ′) ∈ P |

{
f ≤ f ′

f ≤ σ

}
}

Äîêàæåì, ÷òî âåðíà èìïëèêàöèÿ p ∈ Q ⇒ F (p) ∈ Q, ò.å.{
f ≤ f ′

f ≤ σ

}
⇒

{
e[f/ϕ] ≤ e′[f ′/ϕ]
e[f/ϕ] ≤ σ

}
(4.37)

Îáîçíà÷èì êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû â ïðàâîé ÷àñòè (4.37) ÷åðåç
A è B, è äîêàæåì, ÷òî êàæäûé èç íèõ ñëåäóåò èç ëåâîé ÷àñòè
(4.37).

A: Èç f ≤ f ′ è ìîíîòîííîñòè FΣ′ ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

e′[f/ϕ] ≤ e′[f ′/ϕ] (4.38)

Èñêîìîå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç (4.38) è èç íåðàâåíñòâà

e[f/ϕ] ≤ e′[f/ϕ] (4.39)

(4.39) âåðíî ïîòîìó, ÷òî
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� e[f/ϕ] ïîëó÷àåòñÿ èç e çàìåíîé âñåõ âõîæäåíèé ϕ íà
f ,

� e′[f/ϕ] ìîæíî ïîëó÷èòü èç e çàìåíîé

∗ îäíîãî èç âõîæäåíèé ϕ íà σ, è

∗ îñòàëüíûõ âõîæäåíèé ϕ � íà f

� f ≤ σ.

B: Èç f ≤ σ è ìîíîòîííîñòè FΣ ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå

e[f/ϕ] ≤ e[σ/ϕ] = σ.

Òàêèì îáðàçîì, fixF = (σ, σ′) ∈ Q, îòêóäà ñëåäóåò σ ≤ σ′.

Ïðèâåäåì äâà ïðèìåðà âåðèôèêàöèè ÔÏ ñ èñïîëüçîâàíèåì
ýêâèâàëåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ÔÏ.

Ïðèìåð 1

Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî σ = σ′, ãäå

Σ : ϕ(x) = (x > 10)? x− 10 : ϕϕ(x+ 13)
Σ′ : ϕ(x) = (x > 10)? x− 10 : ϕ(x+ 3)

ãäå x � òèïà nat.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σ′′ ÔÏ, ïîëó÷àåìóþ èç Σ ðàñêðûòèåì ïîä-

òåðìà, íà÷èíàþùåãîñÿ ñî âòîðîãî ϕ:

Σ′′ : ϕ(x) = (x > 10)? x− 10 : A

ãäå A = ϕ

(
(x+ 13 > 10) ? x+ 13− 10

: ϕϕ(x+ 13 + 13)

)
Ñîãëàñíî òåîðåìå 17, σ = σ′′.
Ò.ê. x ≥ 0, òî x + 13 > 10, ïîýòîìó ìîæíî óïðîñòèòü A äî

ϕ(x+ 3), â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷èì Σ′.
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Ïðèìåð 2

Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî σ1 = σ3, ãäå

Σ :


ϕ1(x) = p(x)? ϕ3ϕ2ϕ2f(x) : g(x)
ϕ2(x) = q(x)? ϕ3h(x) : k(x)
ϕ3(x) = p(x)? ϕ1ϕ4f(x) : g(x)
ϕ4(x) = q(x)? ϕ2ϕ3h(x) : ϕ2k(x)

Çàìåíèì â Σ ïåðâîå âõîæäåíèå ϕ2 â e1 è îáà âõîæäåíèÿ ϕ2 â e4 íà
ÔÑ σ2. ÔÏ, ïîëó÷èâøóþñÿ â ðåçóëüòàòå ýòîé çàìåíû, îáîçíà÷èì
òåì æå ñèìâîëîì Σ. Ñîãëàñíî âûøåñêàçàííîìó, ÍÍÒ ÔÏ

Σ :


ϕ1(x) = p(x)? ϕ3σ2ϕ2f(x) : g(x)
ϕ2(x) = q(x)? ϕ3h(x) : k(x)
ϕ3(x) = p(x)? ϕ1ϕ4f(x) : g(x)
ϕ4(x) = q(x)? σ2ϕ3h(x) : σ2k(x)

ñîâïàäàåò ñ ÍÍÒ èñõîäíîé ÔÏ.
Îïðåäåëèì çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî Q ⊆ PΣ:

Q
def
= {f̄ ∈ PΣ |

{
f1 = f3

σ2f2 = f4

}
}

Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî âåðíà èìïëèêàöèÿ

p ∈ Q ⇒ FΣ(p) ∈ Q

ò.å. èç

{
f1 = f3

σ2f2 = f4

}
ñëåäóåò, ÷òî

{
p(x)? f3σ2f2f(x) : g(x) = p(x)? f1f4f(x) : g(x)
σ2(q(x)? f3h(x) : k(x)) = q(x)? σ2f3h(x) : σ2k(x)

}

Èç çàìêíóòîñòè Q ñëåäóåò, ÷òî fixFΣ
∈ Q, ò.å.{

σ1 = σ3

σ2σ2 = σ4

}
îòêóäà ñëåäóåò èñêîìîå ðàâåíñòâî σ1 = σ3.

Îòìåòèì, ÷òî â äàííîì ïðèìåðå äîêàçàòü òðåáóåìîå ñâîé-
ñòâî áåç èñïîëüçîâàíèÿ ýêâèâàëåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé äîâîëüíî
ñëîæíî.
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Ãëàâà 5

Çàäà÷è

5.1 Íàõîæäåíèå íàèìåíüøèõ íåïîäâèæ-

íûõ òî÷åê ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîãðàìì

1. Íàéòè ÍÍÒ ÔÏ

Σ : ϕ(x, y) = (x = 0)? 0 : 1 + ϕ(x− 1, ϕ(y − 2, x))

ãäå x, y � òèïà int.

2. Íàéòè ÍÍÒ ÔÏ

Σ : ϕ(x, y) = (x = 0)? 1 : ϕ(x− 1, ϕ(x− y, y))

ãäå x, y � òèïà int.

5.2 Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî íàèìåíü-

øàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ôóíêöèî-

íàëüíîé ïðîãðàììû èìååò çàäàííûé

âèä

1. Äîêàçàòü, ÷òî σ = (xy = 0)? x+ y : 1, ãäå x, y � òèïà nat, è

Σ :

{
ϕ(x, y) = (xy = 0) ? x+ y

: ϕ(x− 1, ϕ(x, y − 1))
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2. Äîêàçàòü, ÷òî σ = x+ y + 1, ãäå x, y � òèïà nat, è

Σ :

{
ϕ(x, y) = (xy = 0) ? x+ y + 1

: ϕ(ϕ(x− 1, 1), y − 1)

3. Äîêàçàòü, ÷òî σ = (x = 0)? y : 1, ãäå x, y � òèïà nat, è

Σ :


ϕ(x, y) = (x = 0) ? y

: (y = 0) ? ϕ(x− 1, 1)
: ϕ(x− 1, ϕ(x, y − 1))

4. Äîêàçàòü, ÷òî

σ =

{
(x > a) ? x− b

: a− b+ c− rem(a− x, c)

ãäå x � òèïà int, è

• Σ : ϕ(x) = (x > a)? x− b : ϕϕ(x+ b+ c)

• a, b, c ∈ Z, b, c > 0

• rem � ôóíêöèÿ âçÿòèÿ îñòàòêà îò äåëåíèÿ íàöåëî.

5. Äîêàçàòü, ÷òî

σ = (x > 10)? x− 10 : rem(x+ 1, 3) + 1

ãäå x � òèïà nat, è

• Σ : ϕ(x) = (x > 10)? x− 10 : ϕϕ(x+ 13)

• rem � ôóíêöèÿ âçÿòèÿ îñòàòêà îò äåëåíèÿ íàöåëî.

6. Äîêàçàòü, ÷òî σ = (x < 0)? x+ 1 : 0, ãäå x � òèïà int, è

Σ : ϕ(x) = (x < 0)? x+ 1 : ϕϕ(x− 2)

7. Äîêàçàòü, ÷òî σ = (x > 100)? x − 10 : 91, ãäå x � òèïà int,
è

Σ :


ϕ(x) = (x > 100) ? x− 10

: ϕ . . . ϕ︸ ︷︷ ︸
k

(x+ 10(k − 1) + 1)

ãäå k � ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî, òàêîå, ÷òî k ≥ 2.
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8. Äîêàçàòü, ÷òî σ1 = (x ≤ 2)? x : 4, ãäå x � òèïà nat, è

Σ :


ϕ1(x) = ϕ2(x, 0, 0)
ϕ2(x, y, z) = ϕ3(even(x)? x

2
: 3x+ 1, x, y, z)

ϕ3(u, x, y, z) = (u = z)? u : ϕ2(u, x, y)

ãäå x, y, z, u � òèïà nat, è even � ôóíêöèÿ ïðîâåðêè ÷¼ò-
íîñòè.

5.3 Ñîâïàäåíèå ôóíêöèé, îïðåäåëÿåìûõ

ðàçëè÷íûìè ôóíêöèîíàëüíûìè ïðî-

ãðàììàìè

1. Âåðíî ëè, ÷òî σ = σ′, ãäå

Σ :


ϕ(x, y) = (x = 0) ? y

: (x > 0) ? ϕ(x− 1, y + 1)
: ϕ(x+ 1, y − 1)

Σ′ :


ϕ(x, y) = (x = 0) ? y

: (x > 0) ? ϕ(x− 2, y + 2)
: ϕ(x+ 2, y − 2)

2. Äîêàçàòü, ÷òî σ = σ′1, ãäå

Σ : ϕ(x) = (x = 0)? 0 : ϕh(x)

Σ′ :

{
ϕ1(x) = (x = 0)? 0 : ϕ1ϕ2(x)
ϕ2(x) = (x = 0)? 0 : ϕ2ϕ2h(x)

(x � òèïà nat)

3. Äîêàçàòü, ÷òî σ = σ′1, ãäå

Σ : ϕ(x) = (x = 0)? 0 : (p(x)? ϕg(x) : ϕh(x))

Σ′ :

{
ϕ1(x) = (x = 0)? 0 : ϕ1ϕ2(x)
ϕ2(x) = (x = 0)? 0 : (p(x)? g(x) : ϕ2ϕ2h(x))

(x � òèïà nat)
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4. Äîêàçàòü, ÷òî σ = σ′, ãäå

Σ : ϕ(x) = p(x)? ϕϕf(x) : x
Σ′ : ϕ(x) = p(x)? ϕf(x) : x

5. Äîêàçàòü, ÷òî σ1 = σ′, ãäå

Σ :

{
ϕ1(x) = p(x)? ϕ2ϕ1f(x) : x
ϕ2(x) = p(x)? x : ϕ1g(x)

Σ′ : ϕ(x) = p(x)? ϕgϕf(x) : x

6. Äîêàçàòü, ÷òî σ1 = σ′1, ãäå

Σ :

{
ϕ1(x) = p(x)? ϕ1ϕ2f(x) : g(x)
ϕ2(x) = p(x)? ϕ2h(x) : x

Σ′ :

{
ϕ1(x) = p(x)? ϕ2f(x) : g(x)
ϕ2(x) = p(x)? ϕ2h(x) : g(x)

7. Äîêàçàòü, ÷òî σ1 = σ′1, ãäå

Σ :


ϕ1(x) = p(x)? ϕ1ϕ2h(x) : ϕ3(x)
ϕ2(x) = q(x)? fϕ2ϕ1(x) : fh(x)
ϕ3(x) = qg(x)? ϕ3(x) : lgg(x)

Σ′ :


ϕ1(x) = p(x)? ϕ1fϕ2h(x) : lϕ3g(x)
ϕ2(x) = q(x)? fϕ2ϕ1(x) : h(x)
ϕ3(x) = q(x)? ϕ3(x) : g(x)

8. Äîêàçàòü, ÷òî σ1 = σ′1, ãäå

Σ :



ϕ1(x) = p(x)? ϕ2ϕ3f(x) : ϕ2fϕ4g(x)
ϕ2(x) = q(x)? ϕ2f(x) : h(x)
ϕ3(x) = r(x)? fϕ4gϕ5f(x) : ϕ5gk(x)
ϕ4(x) = s(x)? ϕ4k(x) : g(x)
ϕ5(x) = s(x)? ϕ5k(x) : fg(x)

Σ′ :



ϕ1(x) = p(x)? ϕ2gϕ3f(x) : ϕ2g(x)
ϕ2(x) = s(x)? ϕ2k(x) : ϕ4fg(x)
ϕ3(x) = r(x)? ϕ5f(x) : k(x)
ϕ4(x) = q(x)? ϕ4f(x) : h(x)
ϕ5(x) = s(x)? ϕ5k(x) : fg(x)
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9. Äîêàçàòü, ÷òî σ1 = σ′1, ãäå

Σ :



ϕ1(x) =
p(x) ?

(
q(x) ? ϕ3ϕ2g(x)

: ϕ2ϕ3g(x)

)
: h(x)

ϕ2(x) = q(x)? ϕ1f(x) : k(x)
ϕ3(x) = q(x)? ϕ4f(x) : k(x)
ϕ4(x) = p(x)? ϕ5g(x) : h(x)
ϕ5(x) = q(x)? ϕ2ϕ4f(x) : ϕ3k(x)

Σ′ :

{
ϕ1(x) = p(x)? ϕ2ϕ2g(x) : h(x)
ϕ2(x) = q(x)? ϕ1f(x) : k(x)

10. Äîêàçàòü, ÷òî σ = σ′, ãäå

Σ : ϕ(x) = (x = 0)? 1 : 2 · ϕ(x− 1)

Σ′ : ϕ(x) = (x = 0)? 1 :

(
odd(x) ? 2 · ϕ(x−1

2
)2

: ϕ(x
2
)2

)

11. Äîêàçàòü, ÷òî ∀x σ(x, 0, 0) = σ′(x, 0), ãäå

Σ : ϕ(x, y, z) =
= (y = x)? z : ϕ(x, y + 1, z + 3y(y + 1) + 1)

Σ′ : ϕ(x, y) = (x = 0)? y : ϕ(x− 1, y + 3x(x− 1) + 1)

12. Äîêàçàòü, ÷òî ∀x σ(x) = σ′(x, 0) = σ′′(x, 1, 0), ãäå

Σ : ϕ(x) = (x = 0)? 0 : x+ ϕ(x− 1)
Σ′ : ϕ(x, y) = (x = 0)? y : ϕ(x− 1, x+ y)
Σ′′ : ϕ(x, y, z) = (y = x+ 1)? z : ϕ(x, y + 1, y + z)

13. Äîêàçàòü, ÷òî ∀x, y > 0 σ(x, y) = σ′(x, y), ãäå

Σ :


ϕ(x, y) = (x = 0)? 0

: (ϕ(x− 1, y) + 1 = y)? 0
: ϕ(x− 1, y) + 1

Σ′ : ϕ(x, y) = (x < y)? x : ϕ(x− y, y)

(îáå ÔÏ âû÷èñëÿþò îñòàòîê îò äåëåíèÿ x íà y).
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14. Äîêàçàòü, ÷òî ∀x σ(x) = σ′(x, 1) = σ′′(x, 0) = σ′′′(x, 0, 1),
ãäå

Σ : ϕ(x) = (x = 0)? 1 : x · ϕ(x− 1)
Σ : ϕ(x, y) = (x = 0)? y : ϕ(x− 1, xy)
Σ′′ : ϕ(x, y) = (y = x)? 1 : (y + 1) · ϕ(x, y + 1)
Σ′′′ : ϕ(x, y, z) = (y = x)? z : ϕ(x, y + 1, (y + 1) · z)

15. Äîêàçàòü, ÷òî σ1 = r, ãäå

Σ :

{
ϕ1(x) = (x = ε)? x : ϕ2(x̂, ϕ1(x′))
ϕ2(x, y) = (y = ε)? x : ŷ · ϕ2(x, y′)

è r � ôóíêöèÿ èíâåðòèðîâàíèÿ ñòðîê, îïðåäåë¼ííàÿ â ïðè-
ìåðå 4 ïóíêòà 4.3.2.

16. Äîêàçàòü, ÷òî σ = r, ãäå

Σ :

{
ϕ(x) = (x = ε)? ε

: (x′ = ε)? x : (ϕ(x′))∧ · ϕ(x̂ · ϕ(ϕ(x′)′))

è r � ôóíêöèÿ èíâåðòèðîâàíèÿ ñòðîê, îïðåäåë¼ííàÿ â ïðè-
ìåðå 4 ïóíêòà 4.3.2.

17. Äîêàçàòü, ÷òî ∀x σ(x) = σ′(x,NIL), ãäå

Σ :

{
ϕ(x) = atom(x) ? cons(x,NIL)

: append(ϕ(car(x)), ϕ(cdr(x)))

Σ′ :

{
ϕ(x, y) = atom(x) ? cons(x, y)

: ϕ(car(x), ϕ(cdr(x), y))

è atom, cons, car, cdr � ôóíêöèè ÿçûêà LISP, NIL � êîí-
ñòàíòà, êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò ïóñòîé ñïèñîê.

(îáå ÔÏ îïðåäåëÿþò LISP-ôóíêöèè ñïëþùèâàíèÿ äåðåâà,
íàïðèìåð (a(bc)(de)) ïðåîáðàçóåòñÿ â (abcde))
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5.4 Ñâîéñòâà íàèìåíüøèõ íåïîäâèæíûõ

òî÷åê ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîãðàìì

1. Äîêàçàòü, ÷òî âåðíà èìïëèêàöèÿ

x ≥ y ⇒ σ(x) ≥ σ′(y) ≥ 1

ãäå x, y � òèïà nat, è

Σ : ϕ(x) = (x = 0) ∨ (x = 1)? 1 : ϕ(x− 1) + ϕ(x− 2)
Σ′ : ϕ(x) = (x = 0) ∨ (x = 1)? 1 : 2 · ϕ(x− 2)

2. Äîêàçàòü, ÷òî âåðíà èìïëèêàöèÿ

x > y ⇒ σ(x, x) > σ(y, y)

ãäå x, y � òèïà nat, è

Σ :


ϕ(x, y) = (x = 0) ? y + 1

: (y = 0) ? ϕ(x− 1, 1)
: ϕ(x− 1, ϕ(x, y − 1))

3. Äîêàçàòü, ÷òî âåðíà èìïëèêàöèÿ

x > 1 ⇒ σ(x) = ω èëè σ(x) ≤ x

2

ãäå x � òèïà int, è

• Σ :


ϕ(x) = (x ≤ 1) ? 1

: even(x) ? div(x, 2)
: ϕϕ(3 · div(x, 2) + 2)

• even � ôóíêöèÿ ïðîâåðêè ÷¼òíîñòè

• div � ôóíêöèÿ öåëî÷èñëåííîãî äåëåíèÿ

4. Äîêàçàòü, ÷òî

(a) ∀x σ(x) = σ′(x, 0, 1)

(b) ∀x, y σ′′(x, y) ≤
(
σ(x) = σ′(x, y, σ(y))

)
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ãäå x, y � òèïà nat, è

Σ : ϕ(x) = (x = 0)? 1 : x · ϕ(x− 1)
Σ′ : ϕ(x, y, z) = (x = y)? z : ϕ(x, y + 1, (y + 1)z)
Σ′′ : ϕ(x, y) = (x = y)? > : ϕ(x, y + 1)

5. Äîêàçàòü, ÷òî ∀x σ(x) 6= ω, ãäå x � òèïà nat, è

Σ : ϕ(x) = even(x)?
x

2
: ϕϕ(3x+ 1)

(èñïîëüçîâàòü áèíàðíîå ïðåäñòàâëåíèå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë)

6. Âåðíî ëè, ÷òî ∀x > 0 σ(x) 6= ω, ãäå
Σ : ϕ(x) = (x = 1)? 0 : (even(x)? ϕ(x

2
) : ϕ(3x+ 1))

7. Äîêàçàòü, ÷òî ∀x > 0 σ(x) = σ′1(x), ãäå x � òèïà nat, è

Σ :

{
ϕ(x) = (x = 1) ? 0

: (even(x)? ϕ(x
2
) : ϕ(3x+ 1))

Σ′ :

{
ϕ1(x) = (x = 1)? 0 : ϕ1ϕ2(x)
ϕ2(x) = (x = 1)? 1 : (even(x)? x

2
: ϕ2ϕ2(3x+1

2
))

8. Äîêàçàòü, ÷òî σ(x, h(y)) = hσ(x, y), ãäå
Σ : ϕ(x, y) = p(x)? y : ϕ(k(x), h(y))

9. Äîêàçàòü, ÷òî σ1(x, x) = σ2(x), ãäå

Σ :

{
ϕ1(x, y) = p(x)? ϕ2(y) : ϕ1(h(x), y)
ϕ2(x) = p(x)? x : ϕ2h(x)

10. Äîêàçàòü, ÷òî σ1σ2 = σ3σ4, ãäå

Σ :


ϕ1(x) = q(x)? g(x) : ϕ3ϕ4f(x)
ϕ2(x) = p(x)? x : ϕ2f(x)
ϕ3(x) = p(x)? g(x) : ϕ1ϕ2f(x)
ϕ4(x) = q(x)? x : ϕ4f(x)

11. Äîêàçàòü, ÷òî σ1 = σ4, ãäå

Σ :



ϕ1(x) = p(x)?

(
q(x) ? ϕ3ϕ2g(x)

: ϕ2ϕ3g(x)

)
: h(x)

ϕ2(x) = q(x)? ϕ1f(x) : k(x)
ϕ3(x) = q(x)? ϕ4f(x) : k(x)
ϕ4(x) = p(x)? ϕ5g(x) : h(x)
ϕ5(x) = q(x)? ϕ2ϕ4f(x) : ϕ3k(x)
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Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ñíà÷àëà äîêàçàòü, ÷òî

σ5 = σ3σ2 = σ2σ3 è σ3 = σ2

12. Äîêàçàòü, ÷òî ∀x, y ∈ N

(a) succ(σ(x, y)) = σ(x, succ(y))

(b) σ(σ(x, y), z) = σ(σ(x, z), y)

(c) σ(x, y) = σ(y, x)

ãäå

• succ � ôóíêöèÿ �ñëåäóþùåå ÷èñëî�
• pred � ôóíêöèÿ �ïðåäûäóùåå ÷èñëî�
• Σ : ϕ(x, y) = (x = 0)? y : ϕ(pred(x), succ(y))
(σ ÿâëÿåòñÿ ñëîæåíèåì íàòóðàëüíûõ ÷èñåë)

13. Äîêàçàòü, ÷òî

∀x 6= ε σ(x, σ′(x)) = 1

ãäå x � òèïà string, è

• Σ : ϕ(x, y) = (x = ε)? 0 : ((x̂ = y)? 1 : ϕ(x′, y))
ãäå y � òèïà char

• Σ′ : ϕ(x) = (x = ε)? ω : ((x′ = ε)? x̂ : ϕ(x′))

(σ(x, y) = ðåçóëüòàò ïðîâåðêè âõîæäåíèÿ ñèìâîëà y â ñòðî-
êó x, è σ′(x) = ïîñëåäíèé ñèìâîë â ñòðîêå x)

14. Äîêàçàòü ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ôóíêöèè sort (îïðåäåëåíèå
êîòîðîé ñì. â ïðèìåðå 5 ïóíêòà 4.3.2):

(a) ∀x ∈ S sort(sort(x)) = sort(x)

(b) ∀x, y ∈ S sort(x ∗ y) = sort(y ∗ x)
ãäå ∗ îáîçíà÷àåò ôóíêöèþ êîíêàòåíàöèè ñòðîê, îïè-
ñûâàåìóþ ÔÏ (1.1)
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(c) ∀x ∈ S sort(x ∗ x) = dup(sort(x))
ãäå ôóíêöèÿ dup : S→ S ÿâëÿåòñÿ ÍÍÒ ÔÏ

Σ : ϕ(x) = (x = ε)? ε : x̂ · (x̂ · ϕ(x′))

(d) ∀x ∈ S sort(r(x)) = sort(x)
ãäå r : S→ S � ôóíêöèÿ èíâåðòèðîâàíèÿ ñòðîê, îïðå-
äåë¼ííàÿ â ïðèìåðå 4 ïóíêòà 4.3.2.

15. Îïðåäåëèòü ÔÏ, îäíà èç êîìïîíåíò ÍÍÒ êîòîðîé ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ôóíêöèþ

equal : S2 → {0, 1}

ïðèíèìàþùóþ íà ïàðå ñòðîê (x, y) ∈ S2 çíà÷åíèå

• 1, åñëè êàæäûé ñèìâîë âõîäèò â ñòðîêó x ñòîëüêî æå
ðàç, ñêîëüêî ðàç îí âõîäèò â ñòðîêó y, è

• 0, èíà÷å,

è äîêàçàòü ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ôóíêöèè equal:

(a) ∀x ∈ S equal(x, sort(x)) = 1

(b) ∀x ∈ S equal(x, x) = 1

(c) ∀x, y ∈ S equal(x, y) = equal(y, x)

(d) ∀x, y, z ∈ S equal(x, y) · equal(y, z) ≤ equal(x, z).
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Çàêëþ÷åíèå

Â êíèãå áûëà èçëîæåíà îäíà èç ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ôóíê-
öèîíàëüíûõ ïðîãðàìì, îñíîâàííàÿ íà ïîíÿòèè íàèìåíüøåé íåïî-
äâèæíîé òî÷êè íåïðåðûâíîãî ôóíêöèîíàëà íà ïîëíîì ÷àñòè÷-
íî óïîðÿäî÷åííîì ìíîæåñòâå. Áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå âû÷èñëè-
òåëüíîãî ïðàâèëà, è îïèñàíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå (Òåîðåìà 14),
ïðè âûïîëíåíèè êîòîðîãî ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ âû÷èñëèòåëü-
íûì ïðàâèëîì è ôóíêöèîíàëüíîé ïðîãðàììîé, ñîâïàäàåò ñ íàè-
ìåíüøåé íåïîäâèæíîé òî÷êîé ýòîé ôóíêöèîíàëüíîé ïðîãðàììû.
Òàêæå áûëè èçëîæåíû îñíîâíûå ìåòîäû âåðèôèêàöèè ôóíêöè-
îíàëüíûõ ïðîãðàìì � âû÷èñëèòåëüíàÿ èíäóêöèÿ è ñòðóêòóðíàÿ
èíäóêöèÿ. Â ñëåäóþùåé ÷àñòè áóäóò èçëîæåíû äðóãèå ìàòåìà-
òè÷åñêèå ìîäåëè ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîãðàìì, îñíîâàííûå íà λ�
èñ÷èñëåíèè è íà òåîðèè òèïîâ.

Ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûå àêòóàëüíûå ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå ñ
èçëîæåííûì ìàòåðèàëîì.

1. Íàõîæäåíèå íåîáõîäèìîãî è äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ, êîòî-
ðîìó äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü âû÷èñëèòåëüíîå ïðàâèëî C è
ôóíêöèîíàëüíàÿ ïðîãðàììà Σ, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðîãî
ôóíêöèè CΣ è σ ñîâïàäàþò.

2. Ïîñòðîåíèå ìåòîäîâ àâòîìàòèçèðîâàííîé âåðèôèêàöèè ôóíê-
öèîíàëüíûõ ïðîãðàìì. Íàõîæäåíèå äîñòàòî÷íî øèðîêîãî
êëàññà ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîãðàìì (âêëþ÷àþùåãî âñå ðàñ-
ñìîòðåííûå â ýòîé êíèãå ôóíêöèîíàëüíûå ïðîãðàììû íà
ñèìâîëüíûõ ñòðîêàõ), òàêîãî, ÷òî ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ
ñîâïàäåíèÿ íàèìåíüøèõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê äâóõ ðàçëè÷-
íûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîãðàìì èç ýòîãî êëàññà àëãîðèò-
ìè÷åñêè ðàçðåøèìà.
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3. Ïîñòðîåíèå àâòîìàòèçèðîâàííûõ ìåòîäîâ ñèíòåçà ôóíêöè-
îíàëüíûõ ïðîãðàìì, ãäå ïðîáëåìà ñèíòåçà ïîíèìàåòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: ïî çàäàííîé ñèñòåìå Sys ôóíêöèîíàëü-
íûõ óðàâíåíèé, íåèçâåñòíûìè â êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ôóíê-
öèîíàëüíûå ïåðåìåííûå ϕ1, . . . , ϕn, ñîîòâåòñòâóþùèå ÍÍÒ
íåêîòîðûõ ÔÏ, îïðåäåëèòü, ðàçðåøèìà ëè ýòà ñèñòåìà, è
åñëè äà, òî ïîñòðîèòü ýòî ðåøåíèå, ò.å. íàéòè òàêîé ñïèñîê
Σ1, . . . ,Σn ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîãðàìì, ÷òî ïîäñòàíîâêà èõ
ÍÍÒ âìåñòî ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïåðåìåí-
íûõ ϕ1, . . . , ϕn â ñèñòåìó Sys áóäåò ïðèâîäèòü ê èñòèííûì
ðàâåíñòâàì.

4. Íàõîæäåíèå ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè ôóíêöèîíàëüíûõ ïðî-
ãðàìì è âû÷èñëèòåëüíûõ ïðàâèë, ò.å. òàêèõ ìåòîäîâ, êîòî-
ðûå ïîçâîëÿþò ïî çàäàííîé ÔÏ Σ è çàäàííîìó âû÷èñëè-
òåëüíîìó ïðàâèëó C ïîñòðîèòü (åñëè ýòî âîçìîæíî) òàêèå
ÔÏ Σ′ è âû÷èñëèòåëüíîå ïðàâèëî C ′, ÷òî ÷òî CΣ = C ′Σ′ è
äëÿ êàæäîãî àðãóìåíòà d̄ ôóíêöèè CΣ âû÷èñëåíèå çíà÷å-
íèÿ C ′Σ′(d̄) òðåáóåò ìåíüøåãî ÷èñëà øàãîâ ÷åì âû÷èñëåíèå
çíà÷åíèÿ CΣ(d̄).

Îòìåòèì, ÷òî ôîðìóëèðîâêà äàííîé çàäà÷è ìîæåò óòî÷-
íÿòüñÿ è ìîäèôèöèðîâàòüñÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Îäíî
èç òàêèõ óòî÷íåíèé çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ðàññìàòðè-
âàòü âû÷èñëèòåëüíûå ïðàâèëà, ñâÿçàííûå ñ ïàðàëëåëüíûì
âûïîëíåíèåì îïåðàöèé íàä òåðìàìè.
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Abstract

Andrew M. Mironov
A theory of functional programs

The book covers mathematical models and methods for the analysis
of functional programs. First part of the book is related to a theory of
functions which are computed by functional programs (these functions
are called least �xed points of functional programs). Basic methods of
veri�cation of functional programs are described in this part, namely:
a method of computational induction and a method of structural
induction. The book contains a large number of problems related to
properties of functions computed by functional programs. In second
part of the book a model of functional programs based on lambda-
calculus and theory of types will be presented.

The book is intended for university students studying in the
�eld "theoretical foundations of computer science"and "information
security". It is also of interest for specialists in these areas.
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