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Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â ðàìêàõ òåîðèè âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè �
àêòèâíî ðàçâèâàþùåéñÿ îáëàñòè èíôîðìàòèêè � ïîÿâëÿþòñÿ íîâûå ðå-
çóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ NP-ïîëíîòû çàäà÷, îòíîñÿùèõñÿ ê ðàçëè÷íûì ðàç-
äåëàì èíôîðìàòèêè è ìàòåìàòèêè. Äîêàçàòåëüñòâî NP-ïîëíîòû íåêîòî-
ðîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ çíà÷èòåëüíûì ðåçóëüòàòîì, ïîñêîëüêó îíî ïîëíîñòüþ
îïðåäåëÿåò ìåñòî äàííîé çàäà÷è â èåðàðõèè êëàññîâ ñëîæíîñòè.

Â îáùåì ñëó÷àå äîêàçàòåëüñòâî NP-òðóäíîñòè íåêîòîðîé çàäà÷è ÿâ-
ëÿåòñÿ â îïðåäåëåííîì ñìûñëå îòðèöàòåëüíûì ðåçóëüòàòîì � îí ïîêàçûâà-
åò, ÷òî äàííàÿ çàäà÷à ¾äîñòàòî÷íî ñëîæíà¿. Â ÷àñòíîñòè, åñëè êëàññ ñëîæ-
íîñòè P íå ðàâåí êëàññó ñëîæíîñòè NP (îäèí èç âàæíåéøèõ îòêðûòûõ
âîïðîñîâ ìàòåìàòèêè), òî äëÿ NP-òðóäíîé çàäà÷è íå ñóùåñòâóåò ïîëèíî-
ìèàëüíîãî ðåøåíèÿ.

Îäíàêî áûâàþò ñèòóàöèè, â êîòîðûõ äîêàçàòåëüñòâî NP-òðóäíîñòè
çàäà÷è âåñüìà æåëàòåëüíî. Ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå èãð äëÿ îä-
íîãî èãðîêà (ãîëîâîëîìîê). Åñëè íåêîòîðàÿ ãîëîâîëîìêà îêàçûâàåòñÿ NP-
òðóäíîé, òî ñóùåñòâóþò ¾ñêîëü óãîäíî ñëîæíûå¿ ýêçåìïëÿðû ýòîé ãîëîâî-
ëîìêè. Ñîîòâåòñòâåííî, ÷åëîâåê, ðàçãàäûâàþùèé ýòó ãîëîâîëîìêó, îáÿçàí
èñïîëüçîâàòü ïðè ðåøåíèè äîñòàòî÷íî ñëîæíûå öåïî÷êè ðàññóæäåíèé, â
÷åì è çàêëþ÷àåòñÿ ýñòåòè÷åñêîå óäîâîëüñòâèå îò ðåøåíèÿ ãîëîâîëîìîê.
Ä. Ýïïøòåéí, ïðîôåññîð Êàôåäðû èíôîðìàòèêè Êàëèôîðíèéñêîãî óíè-
âåðñèòåòà (Computer Science Department, University of California) ïèøåò:
¾Åñòü ëþáîïûòíàÿ ñâÿçü ìåæäó âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòüþ è êà÷åñòâîì
ãîëîâîëîìêè. Íà ìîé âçãëÿä, ëó÷øèå ãîëîâîëîìêè � NP-ïîëíûå¿ [10].

Ìíîãèå ãîëîâîëîìêè ÿâëÿþòñÿ çàäà÷àìè íà ïðÿìîóãîëüíîì êëåò-
÷àòîì ïîëå. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà NP-òðóäíîñòè çàäà÷ íà êëåò÷àòîì ïîëå
ðàñïðîñòðàíåí ñëåäóþùèé ïîäõîä: ¾íà ÿçûêå çàäà÷è¿ âûðàæàåòñÿ áóëåâà
ôîðìóëà, è òåì ñàìûì çàäà÷à âûïîëíèìîñòè áóëåâîé ôîðìóëû ñâîäèòñÿ ê
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çàäà÷å íà êëåò÷àòîì ïîëå. Ïðè ýòîì äëÿ âûðàæåíèÿ ëîãè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ
èñïîëüçóþòñÿ ¾óñòðîéñòâà¿ � ÷àñòè ïîëÿ, íåñóùèå íåêîòîðóþ ëîãè÷åñêóþ
ôóíêöèîíàëüíîñòü. Äîêàçàòåëüñòâî NP-òðóäíîñòè çàäà÷è â òàêîì ñëó÷àå
çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè äîñòàòî÷íîãî íàáîðà óñòðîéñòâ. Çà÷àñòóþ ýòî
êðàéíå ñëîæíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ çàäà÷à. Òàê, Ð. Õ¼ðí èç Ëàáîðàòîðèè èí-
ôîðìàòèêè è èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà Ìàññà÷óñåòñêîãî òåõíîëîãè÷åñêî-
ãî èíñòèòóòà (MIT Computer Science and Arti�cial Intelligence Laboratory)
ïèøåò: ¾Èíîãäà óñòðîéñòâà ìîãóò áûòü ÷ðåçâû÷àéíî ñëîæíû, è äëÿ òîãî,
÷òîáû èõ ïðèäóìàòü, íóæíà óäèâèòåëüíàÿ èçîáðåòàòåëüíîñòü¿ [13].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëîæåí íîâûé ïîäõîä ê äîêàçàòåëüñòâó NP-
ïîëíîòû çàäà÷ íà êëåò÷àòîì ïîëå � àâòîìàòè÷åñêîå ïîñòðîåíèå äîñòà-
òî÷íîãî íàáîðà óñòðîéñòâ. Ïðè òàêîì ïîäõîäå íà ïîðÿäîê óìåíüøàåòñÿ
íåîáõîäèìîñòü ïðèìåíåíèÿ åñòåñòâåííîãî èíòåëëåêòà è ìàòåìàòè÷åñêîé èí-
òóèöèè. Êîíñòðóêöèè, ñïåöèôè÷åñêèå äëÿ êàæäîé çàäà÷è, êîòîðûå ìîæíî
ïîñòðîèòü âðó÷íóþ, ëèøü õîðîøî ïîíèìàÿ ñóòü, ñòðóêòóðó è ¾âûðàçèòåëü-
íûå âîçìîæíîñòè¿ êîíêðåòíîé çàäà÷è, ïðåäëàãàåòñÿ íàõîäèòü àâòîìàòè÷å-
ñêè ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåííîãî â íàñòîÿùåé ðàáîòå àëãîðèòìà.

Èçëàãàåìûé ïîäõîä ìîæåò ïîçâîëèòü ñýêîíîìèòü âðåìÿ, çàòðà÷èâà-
åìîå íà äîêàçàòåëüñòâî NP-ïîëíîòû êàæäîé êîíêðåòíîé çàäà÷è, à òàêæå
ïîâûñèòü íàäåæíîñòü (âåðîÿòíîñòü óñïåõà), ïîñêîëüêó ðàáîòà ïðåäëîæåí-
íîãî àëãîðèòìà íà êîìïüþòåðå � äåòåðìèíèðîâàííûé ïðîöåññ; ýòîãî íåëü-
çÿ ñ óâåðåííîñòüþ ñêàçàòü ïðî ìûñëèòåëüíûé ïðîöåññ ÷åëîâåêà, äîêàçûâà-
þùåãî òî æå óòâåðæäåíèå âðó÷íóþ.
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Ãëàâà 1. NP-ïîëíîòà è äâóìåðíûå
ëîêàëüíî çàâèñèìûå çàäà÷è

Â äàííîé ãëàâå ïðèâåäåí îáçîð ïðåäìåòíîé îáëàñòè.
Â ðàçä. 1.1 îïèñàí êëàññ çàäà÷ íà êëåò÷àòîì ïîëå ñ ëîêàëüíûìè

óñëîâèÿìè.
Â ðàçä. 1.2 îïðåäåëåíî ïîíÿòèå NP-ïîëíîòû è ïðåâåäåíû ïðèìåðû

NP-ïîëíûõ çàäà÷, â òîì ÷èñëå çàäà÷ íà êëåò÷àòîì ïîëå.
Â ðàçä. 1.3 îïèñàí ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà NP-ïîëíîòû äâóìåðíûõ

çàäà÷, çàêëþ÷àþùèéñÿ â ïðèìåíåíèè óñòðîéñòâ è ïðîâîäîâ.
Â ðàçä. 1.4 îïèñàíû àëãîðèòìû äèíàìè÷åñíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

ïî ïðîôèëþ, íà êîòîðûõ áàçèðóåòñÿ ïðåäëîæåííûé â íàñòîÿùåé ðàáîòå
ïîäõîä.

Â ðàçä. 1.5 ïðèâåäåíà ïîñòàíîâêà çàäà÷è àâòîìàòèçàöèè äîêàçàòåëü-
ñòâà NP-ïîëíîòû äâóìåðíûõ ëîêàëüíî çàâèñèìûõ çàäà÷.

1.1. Äâóìåðíûå ëîêàëüíî çàâèñèìûå çàäà÷è

Â äàííîì ðàçäåëå ôîðìàëèçîâàí êëàññ çàäà÷, ê êîòîðûì ïðèìåíèì
îïèñûâàåìûé â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìåòîä, è ïðèâåäåíû ïðèìåðû òàêèõ çà-
äà÷.

1.1.1. Îïðåäåëåíèå

Ðàññìîòðèì øåñòåðêó (A,B, a0, b0, s, V ), çàäàþùóþ ñëåäóþùèå îáú-
åêòû:

• A � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òèïîâ êëåòîê;

• B � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé êëåòîê;

• a0 ∈ A � òèï êëåòêè ¾ïóñòàÿ êëåòêà¿;

• b0 ∈ B � çíà÷åíèå êëåòêè ¾ïóñòàÿ êëåòêà¿;
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• s ∈ Z+ � ëèíåéíûé ðàçìåð êâàäðàòà, êîòîðîãî õâàòàåò äëÿ îïèñàíèÿ
ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è;

• V ⊂ (A × B)s2 � ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ êâàäðàòîâ ðàçìåðà s × s,
ïðè÷åì êâàäðàò, ñîñòîÿùèé èç s2 ýëåìåíòîâ (a0, b0), ïðèíàäëåæèò V.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïîëåì íàçûâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèê, êàæäàÿ êëåòêà êî-
òîðîãî � ýëåìåíò ìíîæåñòâà A.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Çàïîëíåíèåì G ïîëÿ F íàçûâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèê òî-
ãî æå ðàçìåðà, ÷òî è F , êàæäàÿ êëåòêà êîòîðîãî � ýëåìåíò ìíîæåñòâà B,
òàêîé ÷òî äëÿ F è G âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:
¾Óñëîâèå êîððåêòíîãî çàïîëíåíèÿ¿. Ðàññìîòðèì ëþáîé êâàäðàò s×s,
èìåþùèé îáùèå êëåòêè ñ ïîëåì F , à èìåííî, ëèáî ëåæàùèé öåëèêîì âíóò-
ðè F , ëèáî ÷àñòè÷íî ëåæàùèé âíóòðè è ÷àñòè÷íî âûõîäÿùèé çà ãðàíèöó.
Â ïðÿìîóãîëüíèêå G ðàññìîòðèì êâàäðàò s×s, ðàñïîëîæåííûé â òàêîé æå
ïîçèöèè. Ñêîìáèíèðóåì èõ, ïîëó÷èâ êâàäðàò R, â êîòîðîì êàæäàÿ êëåò-
êà � ýòî ïàðà èç òèïà ñîîòâåòñòâóþùåé êëåòêè â ïîëå F è çíà÷åíèÿ ñîîò-
âåòñòâóþùåé êëåòêè â ïðÿìîóãîëüíèêå G. Äëÿ êëåòîê æå, ðàñïîëîæåííûõ
ñíàðóæè F è G, ïîëîæèì â R çíà÷åíèå (a0, b0). Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì
êâàäðàò èç s · s ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A×B. Ýòîò êâàäðàò äîëæåí ïðèíàä-
ëåæàòü V .

Îïðåäåëåíèå 1.3. Äâóìåðíàÿ ëîêàëüíî çàâèñèìàÿ çàäà÷à (2-Dimensional
Locally Dependent, 2-DLD), çàäàííàÿ øåñòåðêîé (A,B, a0, b0, s, V ), ôîðìó-
ëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: äàíî ïîëå, òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü, ñóùåñòâó-
åò ëè åãî çàïîëíåíèå.

Â ðàçä. 2.1 áóäåò äîêàçàíî, ÷òî êëàññ çàäà÷ 2-DLD âëîæåí â êëàññ
çàäà÷ NP.

1.1.2. Ïðèìåðû

Îïðåäåëåíèå 1.4. Çàäà÷à çàìîùåíèÿ ôèêñèðîâàííûì íàáîðîì ïîëèìèíî
ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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Ïàðàìåòð. Êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïîëèìèíî ñ çàäàííîé îðèåíòàöèåé (ïî-
ëèìèíî íåëüçÿ ïîâîðà÷èâàòü è ïåðåâîðà÷èâàòü).
Âõîä. Ïðÿìîóãîëüíèê, êëåòêè êîòîðîãî ïîêðàøåíû â äâà öâåòà � áåëûé
è ÷åðíûé.
Âîïðîñ. Ìîæíî ëè çàìîñòèòü âñå áåëûå êëåòêè äàííîãî ïðÿìîóãîëüíèêà
(áåç íàëîæåíèé è âûõîäîâ çà ãðàíèöó ïðÿìîóãîëüíèêà) äàííûìè ïîëèìè-
íî, åñëè êàæäîå ïîëèìèíî ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî ðàç?

Çàìåòèì, ÷òî íàáîð ïîëèìèíî ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì, à íå âõîäîì çà-
äà÷è, òàêèì îáðàçîì, çàäà÷, çàäàííûõ îïðåäåëåíèåì 1.4, áåñêîíå÷íî ìíî-
ãî � ñòîëüêî æå, ñêîëüêî êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ ïîëèìèíî.

Òàêæå çàìåòèì, ÷òî çàïðåò ïîâîðîòà ïîëèìèíî ëèøü ðàñøèðÿåò ðàñ-
ñìàòðèâàåìîå ñåìåéñòâî çàäà÷. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè â íàáîð ïîëèìèíî äî-
áàâèòü âñå âîçìîæíûå ïîâåðíóòûå êîïèè âñåõ ïðèñóòñòâóþùèõ òàì ïîëè-
ìèíî, òåì ñàìûì ñòàíîâÿòñÿ ðàçðåøåííûìè ïîâîðîòû. Àíàëîãè÷íî, ïðè
äîáàâëåíèè ê èìåþùèìñÿ ïîëèìèíî èõ ïåðåâåðíóòûõ êîïèé, ñòàíîâÿòñÿ
ðàçðåøåííûìè îòðàæåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 1.5. Çàäà÷à çàìîùåíèÿ ïðèíàäëåæèò 2-DLD (ÿâëÿåòñÿ
äâóìåðíîé ëîêàëüíî çàâèñèìîé çàäà÷åé).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâåäåì øåñòåðêó (A,B, a0, b0, s, V ), çàäàþùóþ äàí-
íóþ çàäà÷ó çàìîùåíèÿ.

Ìíîæåñòâî òèïîâ êëåòîê A = {a0, a1} ñîñòîèò èç òèïà a0 � ¾÷åðíàÿ
êëåòêà¿ è òèïà a1 � ¾áåëàÿ êëåòêà¿.

Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé êëåòîê B ñîäåðæèò çíà÷åíèå b0 � ¾÷åðíàÿ
êëåòêà¿, à òàêæå äëÿ êàæäîãî ïîëèìèíî èç èìåþùåãîñÿ íàáîðà ñòîëüêî
ýëåìåíòîâ, ñêîëüêî êëåòîê â ýòîì ïîëèìèíî, � ïî îäíîìó ýëåìåíòó íà êëåò-
êó. Íàïðèìåð, äëÿ T-òåòðàìèíî ( ) ñîçäàþòñÿ ÷åòûðå ýëåìåíòà ìíîæå-
ñòâà B: ¾ëåâàÿ êëåòêà T-òåòðàìèíî¿, ¾öåíòðàëüíàÿ êëåòêà T-òåòðàìèíî¿,
¾íèæíÿÿ êëåòêà T-òåòðàìèíî¿ è ¾ïðàâàÿ êëåòêà T-òåòðàìèíî¿.

Íàêîíåö, ïîëîæèì s = 2, è îïèøåì ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ êâàäðà-
òîâ 2 × 2. Äëÿ ýòîãî ïðèâåäåì ñïèñîê ïðàâèë, ïðè íåâûïîëíåíèè õîòÿ áû
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îäíîãî èç êîòîðûõ êâàäðàò 2 × 2 ñòàíîâèòñÿ çàïðåùåííûì (à ïðè âûïîë-
íåíèè âñåõ � ðàçðåøåííûì):

• Êëåòêå òèïà a0 (¾÷åðíàÿ êëåòêà¿) ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü òîëüêî
çíà÷åíèå b0.

• Êëåòêå òèïà a1 (¾áåëàÿ êëåòêà¿) íå ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü çíà÷åíèå
b0.

• Ïóñòü â íåêîòîðîì ïîëèìèíî èç èìåþùåãîñÿ íàáîðà åñòü äâå ñîñåä-
íèå ïî ãîðèçîíòàëè êëåòêè, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò â ìíîæåñòâå B

çíà÷åíèÿ bi (äëÿ ëåâîé êëåòêè) è bj (äëÿ ïðàâîé). Òîãäà â êâàäðàòå
2×2 â ëåâîé ïîëîâèíå ìîæåò ñòîÿòü çíà÷åíèå bi òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà â ñîîòâåòñòâóþùåé êëåòêå â ïðàâîé ïîëîâèíå ñòîèò çíà÷åíèå
bj.

• Àíàëîãè÷íîå ïðàâèëî äëÿ ïàð ñîñåäíèõ ïî âåðòèêàëè êëåòîê â èìå-
þùèõñÿ ïîëèìèíî.
Áëàãîäàðÿ ïåðâûì äâóì ïðàâèëàì, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðåãèîíà óñòà-

íàâëèâàåòñÿ, ÷òî ïîëèìèíî ðàñïîëîæåíû íà âñåõ áåëûõ êëåòêàõ è òîëüêî
íà íèõ, à áëàãîäàðÿ ïîñëåäíèì äâóì � ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå çàïîëíåíèå ÿâ-
ëÿåòñÿ êîððåêòíûì çàìîùåíèåì ðåãèîíà äàííûì íàáîðîì ïîëèìèíî.

Òàêæå â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ çàäà÷à N-CROSS SUM, ÿâ-
ëÿþùàÿ îáîáùåíèåì ïîïóëÿðíîé ãîëîâîëîìêè ¾êàêóðî¿ [17]. Îïèøåì åå
ïðàâèëà.

Îïðåäåëåíèå 1.6. Çàäà÷à N-CROSS SUM ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:
Ïàðàìåòð. Öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî N � ìàêñèìàëüíîå äîïóñòèìîå
çíà÷åíèå â êëåòêå.
Âõîä. Ïðÿìîóãîëüêîå ïîëå, ñîñòîÿùåå èç áåëûõ è ÷åðíûõ êëåòîê ñî ñëå-
äóþùèìè óñëîâèÿìè è îãðàíè÷åíèÿìè:

• Ðÿä èç áåëûõ êëåòîê èäóùèõ ïîäðÿä ïî ãîðèçîíòàëè èëè ïî âåð-
òèêàëè, îãðàíè÷åííûé ïî êðàÿì ÷åðíûìè êëåòêàìè è/èëè êðàÿìè
ïîëÿ, íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé.
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• Êàæäàÿ ãðóïïà ñîñòîèò íå ìåíåå ÷åì èç äâóõ êëåòîê.

• Äëÿ êàæäîé ãðóïïû çàäàíî ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî, íàçûâàåìîå
ïîäñêàçêîé.

Âîïðîñ. Ìîæíî ëè çàïèñàòü â áåëûå êëåòêè ïîëîæèòåëüíûå öåëûå ÷èñëà
òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

• Â êàæäóþ áåëóþ êëåòêó çàïèñàíî ÷èñëî îò 1 äî N .

• Â êàæäîé ãðóïïå ñóììà ÷èñåë, çàïèñàííûõ â êëåòêè ýòîé ãðóïïû,
ðàâíÿåòñÿ ïîäñêàçêå, äàííîé äëÿ ýòîé ãðóïïû.

• Â êàæäîé ãðóïïå âñå ÷èñëà ðàçëè÷íû.

Íåêîòîðûå èñòî÷íèêè [16] äîáàâëÿþò óñëîâèå, ÷òî ìíîæåñòâî áåëûõ
êëåòîê äîëæíî áûòü ñâÿçíî, îäíàêî òàì æå îòìå÷åíî, ÷òî ýòî óñëîâèå íå
èìååò áîëüøîãî çíà÷åíèÿ, òàê êàê çàäà÷ó ñ íåñâÿçíûì íàáîðîì áåëûõ êëå-
òîê ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåñêîëüêî íåçàâèñèìûõ çàäà÷ ñî ñâÿçíûìè
íàáîðàìè. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå óñëîâèå ñâÿçíîñòè íå íàêëàäûâàåòñÿ.

Ãîëîâîëîìêà êàêóðî åñòü íå ÷òî èíîå êàê ýêçåìïëÿð çàäà÷è 9-CROSS
SUM.

Ïðèìåð 1.7. Íà ðèñ. 1.1 ïðèâåäåí ýêçåìïëÿð çàäà÷è 9-CROSS SUM. Çäåñü
è äàëåå èñïîëüçóåòñÿ ñòàíäàðòíàÿ íîòàöèÿ [17]: ÷èñëî â ïðàâîé ÷àñòè ÷åð-
íîé êëåòêè ÿâëÿåòñÿ ïîäñêàçêîé äëÿ ãîðèçîíòàëüíîé ãðóïïû êëåòîê, ðàñ-
ïîëîæåííîé ñïðàâà îò íåå, à ÷èñëî â íèæíåé ÷àñòè � äëÿ âåðòèêàëüíîé
ãðóïïû êëåòîê ñíèçó îò íåå.

13

24

16
9 17

17 10

13 5 8
24 8 3 4 9
16 9 7 9 17

17 10

Ðèñ. 1.1. Ýêçåìïëÿð çàäà÷è 9-CROSS SUM è åãî ðåøåíèå
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1.2. NP-ïîëíûå çàäà÷è

Ïîíÿòèå NP-ïîëíîòû áûëî ââåäåíî Ñ. Êóêîì. Êëàññ NP-ïîëíûõ çà-
äà÷ âåñüìà îáøèðåí è âêëþ÷àåò â ñåáÿ âàæíûå çàäà÷è èç ðàçëè÷íûõ ðàç-
äåëîâ ìàòåìàòèêè, èíôîðìàòèêè è äàæå äðóãèõ íàóê [9]. Âàæíîé îñîáåí-
íîñòüþ çàäà÷ ýòîãî êëàññà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî âñå îíè â íåêîòîðîì ñìûñëå
¾îäèíàêîâî ñëîæíûå¿. Òàê, åñëè õîòÿ áû îäíà NP-ïîëíàÿ çàäà÷à èìååò ïî-
ëèíîìèàëüíîå ðåøåíèå, òî ïîëèíîìèàëüíîå ðåøåíèå èìåþò è âñå îñòàëüíûå
NP-ïîëíûå çàäà÷è (êàê è âîîáùå âñå çàäà÷è èç êëàññà NP). Âïðî÷åì, áîëü-
øèíñòâî ñïåöèàëèñòîâ ïîëàãàþò, ÷òî íè îäíà NP-ïîëíàÿ çàäà÷à íå èìååò
ïîëèíîìèàëüíîãî ðåøåíèÿ, òî åñòü P 6= NP [4].

1.2.1. Îïðåäåëåíèå è ïðèìåðû

Ïðèâåäåì îïðåäåëåíèå êëàññà çàäà÷ NP è NP-ïîëíûõ çàäà÷. Çäåñü
è äàëåå ïîä ñëîâîì ¾çàäà÷à¿ áóäåì ïîäðàçóìåâàòü ¾çàäà÷ó ðåøåíèÿ¿
(decision problem) � çàäà÷ó, ïîäðàçóìåâàþùóþ îòâåò ¾äà¿ èëè ¾íåò¿.

Îïðåäåëåíèå 1.8. Çàäà÷à ïðèíàäëåæèò êëàññó NP, åñëè ñóùåñòâóåò íåäå-
òåðìèíèðîâàííàÿ ìàøèíà Òüþðèíãà, ðåøàþùóþ ýòó çàäà÷ó çà ïîëèíîìè-
àëüíîå âðåìÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.9. Çàäà÷à L íàçûâàåòñÿ NP-ïîëíîé, åñëè
• L ïðèíàäëåæèò NP.
• Äëÿ âñÿêîé çàäà÷è L′ èç NP ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíîå ñâåäåíèå

L′ ê L.
Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå îñíîâ òåîðèè âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè, â

òîì ÷èñëå îïðåäåëåíèå ìàøèíû Òüþðèíãà è îñíîâíûõ êëàññîâ çàäà÷, èìå-
åòñÿ â êíèãå [6].

Îïðåäåëåíèå 1.10. Çàäà÷à 1-in-3 SAT ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:
Âõîä. Êîíúþíêöèÿ ïðåäèêàòîâ âèäà R(L1, L2, L3), ãäå L1, L1 è L3 � ëèòå-
ðàëû, à R � ïðåäèêàò, îçíà÷àþùèé ¾Èç ýòèõ òðåõ çíà÷åíèé ðîâíî îäíî �
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èñòèíà¿. R ìîæíî âûðàçèòü ôîðìàëüíî:

R(A,B, C) = (A ∧ ¬B ∧ ¬C) ∨ (¬A ∧B ∧ ¬C) ∨ (¬A ∧ ¬B ∧ C)

Âîïðîñ. Ìîæíî ëè ïðèñâîèòü ïåðåìåííûì áóëåâû çíà÷åíèÿ òàê, ÷òîáû
äàííàÿ êîíúþíêöèÿ áûëà èñòèíà?

Íàïðèìåð, íèæåïðèâåäåííûé ýêçåìïëÿð çàäà÷è 1-in-3 SAT èìå-
åò îòâåò ¾äà¿ (ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò, íàïðèìåð, ñëåäóþùåå ðåøåíèå:
A = B = true, C = D = false):

R(A,¬B, C) ∧R(B,C,D) ∧R(¬A,¬B,¬C)

Â ðàáîòå [15] ïîêàçàíî, ÷òî 1-in-3 SAT ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé çàäà÷åé.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ýòîò ôàêò àêòèâíî èñïîëüçóåòñÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.11. Çàäà÷à î ðàñêðàñêå ãðàôà â k öâåòîâ (k-COLOR [4])
ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Ïàðàìåòð. Öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî k.
Âõîä. Ãðàô G.
Âîïðîñ. Ìîæíî ëè ðàñêðàñèòü âåðøèíû ãðàôà G â k öâåòîâ òàê, ÷òîáû
êàæäîå ðåáðî ñîåäèíÿëî äâå âåðøèíû ðàçíîãî öâåòà?

Äàííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé ïðè k ≥ 3 [4].

1.2.2. Ïðèìåðû NP-ïîëíûõ äâóìåðíûõ ëîêàëüíî çàâèñèìûõ
çàäà÷

Â ðàáîòå [16] ïîêàçàíî, ÷òî N-CROSS SUM ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé
ïðè N ≥ 7. Âîïðîñ î ïðèíàäëåæíîñòè êëàññó P è î NP-ïîëíîòå çàäà÷è
N-CROSS SUM äëÿ N ∈ [3, 6] ÿâëÿëñÿ îòêðûòûì [16, 18]. Â íàñòîÿùåé ðà-
áîòå ÷àñòü ýòîé çàäà÷è ðåøåíà � â ðàçäåëå 4.2 áóäåò äîêàçàíà NP-ïîëíîòà
çàäà÷è N-CROSS SUM äëÿ N ≥ 4.

Îïðåäåëåíèå 1.12. Çàäà÷åé (p, q)-çàìîùåíèÿ áóäåì íàçûâàòü çàäà÷ó çà-
ìîùåíèÿ (îïðåäåëåíèå 1.4) äëÿ ñëåäóþùåãî íàáîðà ïîëèìèíî: ãîðèçîíòàëü-
íî ðàñïîëîæåííàÿ ïîëîñà 1×p è âåðòèêàëüíî ðàñïîëîæåííàÿ ïîëîñà q×1.
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Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, áóäåì â äàëüíåéøåì ïîëàãàòü p ≤ q. Â ðàáîòå
[8] ïîêàçàíî, ÷òî ïðè p ≥ 2 è q ≥ 3 çàäà÷à (p, q)-çàìîùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ NP-
ïîëíîé.

1.2.3. Ïðèìåð íå NP-ïîëíîé äâóìåðíîé ëîêàëüíî çàâèñèìîé
çàäà÷è

Ïðèìåð 1.13. Çàìîùåíèå äîìèíî � òî æå ñàìîå, ÷òî (2, 2)-çàìîùåíèå, òî
åñòü çàäà÷à çàìîùåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì, ñîñòîÿùèì èç äâóõ äîìèíî: è .

Çàäà÷à çàìîùåíèÿ äîìèíî èìååò ïîëèíîìèàëüíîå ðåøåíèå. Äëÿ çà-
ìîùåíèÿ äàííîãî ðåãèîíà ñëåäóåò ðàññìîòðåòü ãðàô, âåðøèíàìè êîòîðîãî
ÿâëÿþòñÿ áåëûå êëåòêè äàííîãî ðåãèîíà, à ðåáðî ñîåäèíÿåò äâå êëåòêè,
ñîñåäíèå ïî ñòîðîíå. Ýòîò ãðàô ÿâëÿåòñÿ äâóäîëüíûì: åñëè ðàñêðàñèòü
ïëîñêîñòü â øàõìàòíîì ïîðÿäêå, òî êëåòêè îäíîãî öâåòà ÿâëÿþòñÿ îäíîé
äîëåé, à êëåòêè äðóãîãî � äðóãîé. Çàìîùåíèþ ðåãèîíà äîìèíî â ðàññìîò-
ðåííîì ãðàôå ñîîòâåòñòâóåò òàêîé íàáîð ðåáåð, ÷òî êàæäàÿ âåðøèíà ïðè-
íàäëåæèò ðîâíî îäíîìó ðåáðó, òî åñòü ïîëíîå ïàðîñî÷åòàíèå. Ïîñêîëüêó
ïîèñê ìàêñèìàëüíîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ â äâóäîëüíîì ãðàôå îñóùåñòâèì çà
ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ [4], òî è çàäà÷à çàìîùåíèÿ äîìèíî ïðèíàäëåæèò P.

1.3. Ïðèìåíåíèå óñòðîéñòâ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
NP-ïîëíîòû

Êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà NP-ïîëíîòû çà-
äà÷è äîñòàòî÷íî äîêàçàòü åå ïðèíàäëåæíîñòü êëàññó çàäà÷ NP è åå NP-
òðóäíîñòü. Íàèáîëåå åñòåñòâåííûé è ÷àñòî ïðèìåíÿåìûé ñïîñîá äîêàçà-
òåëüñòâà NP-òðóäíîñòè çàäà÷è � ïîëèíîìèàëüíîå ñâåäåíèå ê ýòîé çàäà÷å
èçâåñòíîé NP-ïîëíîé çàäà÷è.

Âåñüìà ðàñïðîñòðàíåíî â êà÷åñòâå ñâîäèìîé NP-ïîëíîé çàäà÷è èñ-
ïîëüçîâàòü çàäà÷ó âûïîëíèìîñòè áóëåâîé ôîðìóëû (SAT) èëè îäíó èç åå
ìîäèôèêàöèé. Â ýòîì ñëó÷àå ïî èñõîäíîé ôîðìóëå ñòðîèòñÿ ýêçåìïëÿð
ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è, ýêâèâàëåíòíûé ôîðìóëå, òî åñòü äàþùèé îòâåò
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¾äà¿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôîðìóëà âûïîëíèìà. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ
ýòîãî ýêçåìïëÿðà òðåáóåòñÿ ¾íà ÿçûêå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è¿ âûðàçèòü
ïåðåìåííûå, âñòðå÷àþùèåñÿ â ôîðìóëå, è ëîãè÷åñêèå îïåðàòîðû, ñâÿçû-
âàþùèå èõ äðóã ñ äðóãîì. Ýòî äåëàåòñÿ ñ ïîìîùüþ óñòðîéñòâ (gadgets),
êîòîðûå ïîçâîëÿþò ¾ïåðåâåñòè¿ èñõîäíóþ áóëåâó ôîðìóëó íà ÿçûê ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé çàäà÷è. Óñòðîéñòâà ñîåäèíÿþòñÿ ìåæäó ñîáîé ïðîâîäàìè,
ïîçâîëÿþùèìè ïåðåäàâàòü èíôîðìàöèþ îò îäíîãî óñòðîéñòâà ê äðóãîìó.

Â äàííîì ðàçäåëå îïèñàíà îáùàÿ ñõåìà ñâåäåíèÿ çàäà÷è âûïîëíè-
ìîñòè ê ïðîèçâîëüíîé çàäà÷å, è ïðèâåäåíû ïðèìåðû íàáîðîâ óñòðîéñòâ,
ïîçâîëÿþùèå ýòî ñäåëàòü.

1.3.1. Îáùàÿ ñõåìà ñâåäåíèÿ

Åñëè êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ âõîäèò â ôîðìóëó òîëüêî îäèí ðàç, òî ôîð-
ìóëà, êàê ëåãêî ïîíÿòü, âûïîëíèìà (òàêèå ôîðìóëû íàçûâàþòñÿ áåñïî-
âòîðíûå). Ïîýòîìó, èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü ïîâòîðíûå ôîðìóëû. Ñî-
îòâåòñòâåííî, ïîñëå ñîçäàíèÿ ïåðåìåííîé íåîáõîäèìî ñîçäàòü íåñêîëüêî
åå ýêçåìïëÿðîâ, òî åñòü íåñêîëüêî ïðîâîäîâ, ïåðåäàþùèõ îäèíàêîâîå çíà-
÷åíèå � çíà÷åíèå ýòîé ïåðåìåííîé. Íàèáîëåå ïðîñòîå óñòðîéñòâî, ïîçâî-
ëÿþùåå ýòîãî äîáèòüñÿ � óñòðîéñòâî ¾ðàçäâîåíèå ïðîâîäà¿ (splitter, fork),
êîòîðîå èç îäíîãî ïðîâîäà äåëàåò äâà, ïåðåäàþùèõ òàêîå æå çíà÷åíèå. Ïðè-
ìåíèâ ýòî óñòðîéñòâî íåñêîëüêî ðàç, ìîæíî äîáèòüñÿ ëþáîãî íåîáõîäèìîãî
÷èñëà ýêçåìïëÿðîâ êàæäîé ïåðåìåííîé.

Òåïåðü íåîáõîäèìûé íàáîð ýêçåìïëÿðîâ ïåðåìåííûõ ñîçäàí, íî ýê-
çåìïëÿðû îäíîé ïåðåìåííîé ðàñïîëîæåíû íà ïëîñêîñòè ðÿäîì äðóã ñ äðó-
ãîì. Äëÿ îïèñàíèÿ æå èñêîìîé ôîðìóëû ìîæåò ïîòðåáîâàòüñÿ çàìåòíî èç-
ìåíèòü ïîðÿäîê ðàñïîëîæåíèÿ ýêçåìïëÿðîâ íà ïëîñêîñòè. Ýòîãî ëåãêî äî-
áèòüñÿ, åñëè äâà ïðîâîäà, ïåðåäàþùèõ ïðîèçâîëüíóþ èíôîðìàöèþ, ìîæ-
íî ïåðåêðåñòèòü. Óñòðîéñòâî, äåëàþùåå ýòî, íàçûâàåòñÿ ¾ïåðåêðåùèâàíèå
ïðîâîäîâ¿ (crossover). Ñ åãî ïîìîùüþ ìîæíî, íàïðèìåð, ïðîèçâîëüíîå ÷èñ-
ëî èäóùèõ ïàðàëëåëüíî ïðîâîäîâ ðàñïîëîæèòü â òðåáóåìîì ïîðÿäêå.
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Çàòåì ê ïðîâîäàì, ðàñïîëîæåííûì íà ïëîñêîñòè â ñîîòâåòñòâèè ñ
ïîçèöèÿìè ïåðåìåííûõ â ôîðìóëå, (à òî÷íåå íå ê ïðîâîäàì, à ê çíà÷åíè-
ÿì, ïåðåäàâàåìûì ïðîâîäàìè) ñëåäóåò ïðèìåíèòü ëîãè÷åñêèå îïåðàöèè, èç
êîòîðûõ ñêëàäûâàåòñÿ ôîðìóëà. Íàïðèìåð, äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ðåàëèçî-
âàòü íà ÿçûêå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ïîëíûé íàáîð áóëåâûõ ôóíêöèé [2].

Íàêîíåö, òðåáóåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî çíà÷åíèå ôîðìóëû èñòèííî. Äëÿ
ýòîãî ìîæíî, íàïðèìåð, èñïîëüçîâàòü óñòðîéñòâî ¾âàëèäàòîð èñòèííîñòè¿,
êîòîðîå, áóäó÷è ïðèìåíåíî ê ïðîâîäó, ïåðåäàþùåìó èòîãîâîå çíà÷åíèå
ôîðìóëû, ãàðàíòèðóåò, ÷òî âñå ïîëå â öåëîì èìååò çàïîëíåíèå òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ïî ýòîìó ïðîâîäó ïåðåäàåòñÿ çíà÷åíèå èñòèíà, òî åñòü
êîãäà íàáîð áóëåâûõ çíà÷åíèé, èñïîëüçîâàííûé ïðè ñîçäàíèè ïåðåìåííûõ,
äåëàåò ôîðìóëó èñòèííîé, à ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî ôîðìóëà âûïîëíèìà.

Çäåñü, âïðî÷åì, åñòü ìåñòî äëÿ óïðîùåíèÿ êîíñòðóêöèè. Òàê, åñëè
ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ êîíúþíêöèåé íåñêîëüêèõ ïðåäèêàòîâ, òî äëÿ ïðîâåðêè
åå èñòèíîñòè äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü èñòèíîñòü êàæäîãî èç ïðåäèêàòîâ (íà-
ïðèìåð, ñ ïîìîùüþ óñòðîéñòâà ¾âàëèäàòîð èñòèííîñòè¿). Â ýòîì ñëó÷àå íå
òðåáóåòñÿ ñîáèðàòü âîåäèíî ïðîâîäà, ïåðåäàþùèå çíà÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ýòèì ïðåäèêàòàì.

1.3.2. Ïðèìåðû íàáîðîâ óñòðîéñòâ

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâ NP-ïîëíîòû çàäà÷ Minesweeper (Ñàïåð, [14]),
TipOver [13] è Cubic [12] áûë ïðèìåíåí ñëåäóþùèé íàáîð óñòðîéñòâ:

• ¾íà÷àëî/êîíåö ïðîâîäà¿;
• ¾ðàçäâîåíèå ïðîâîäà¿;
• ¾ïåðåêðåùèâàíèå ïðîâîäîâ¿;
• ¾ëîãè÷åñêîå È¿;
• ¾ëîãè÷åñêîå ÈËÈ¿;
• ¾ëîãè÷åñêîå ÍÅ¿.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ê çàäà÷àì íà êëåò÷àòîì ïîëå ñâîäÿò íå òîëü-
êî çàäà÷ó âûïîëíèìîñòè è åå ìîäèôèêàöèè. Òàê â ðàáîòå [11] ê çàäà÷å
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Corral Puzzles ñâîäèòñÿ çàäà÷à ðàñêðàñêè ïëàíàðíîãî ãðàôà â òðè öâåòà
(îïðåäåëåíèå 1.11), ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ïðîâîäà è óñòðîé-
ñòâà:

• ïðîâîä, ïåðåäàþùèé îäíî èç òðåõ çíà÷åíèé (¾êðàñíûé¿, ¾çåëåíûé¿,
¾ñèíèé¿);

• ¾ñîçäàíèå ïðîâîäà¿;

• ¾ðàçäâîåíèå ïðîâîäà¿;

• ¾ñòûêîâêà ïðîâîäîâ, âîçìîæíàÿ ëèøü ïðè ðàçëè÷íûõ ïåðåäàâàåìûõ
çíà÷åíèÿõ¿.

1.4. Äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå ïî
ïðîôèëþ

Ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ áûë ïðåäëîæåí Ð. Áåëëìà-
íîì â 1955 ãîäó. Ñóòü ýòîãî ïîäõîäà ñîñòîèì â òîì, ÷òîáû âìåñòå ñ çàäà÷åé,
êîòîðóþ òðåáóåòñÿ ðåøèòü, òàêæå ðåøèòü íåêîòîðîå ìíîæåñòâî åå ïîäçà-
äà÷ [4]. Ïðè ýòîì äëÿ ðåøåíèÿ îäíèõ ïîäçàäà÷ òðåáóåòñÿ çíàòü ðåøåíèå
äðóãèõ, ïîýòîìó âàæåí ïîðÿäîê ðåøåíèÿ ïîäçàäà÷.

1.4.1. Äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå ïî ïðÿìîìó ïðîôèëþ

Äèíàìè÷åñêèì ïðîãðàììèðîâàíèåì ïî ïðîôèëþ íàçûâàþò äèíàìè-
÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå íà ãðàôå, â êîòîðîì êàæäàÿ âåðøèíà ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé íåêîòîðîå ñîñòîÿíèå (ïðîôèëü) [5]. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îòëè÷àòü
ïîíÿòèå ïðîôèëÿ îò ïîíÿòèÿ èçëîìàííîãî ïðîôèëÿ (ðàçä. 1.4.2), áóäåì
íàçûâàòü ðàññìàòðèâàåìîå ïîíÿòèå ïðÿìûì ïðîôèëåì.

Â äâóìåðíûõ çàäà÷àõ íà êëåò÷àòîì ïîëå ÷àùå âñåãî ïðÿìîé ïðî-
ôèëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñðåç ïîëÿ. Íåñòðîãî ãîâîðÿ, ïðÿìîé ïðîôèëü â
òàêîì ñëó÷àå � ýòî âñÿ íåîáõîäèìàÿ èíôîðìàöèÿ äëÿ äàëüíåéøåé îáðà-
áîòêè ïîëÿ, åñëè îáðàáîòàíî íåñêîëüêî ïåðâûõ ñòîëáöîâ. (Çäåñü è äàëåå
áóäåì, íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ðàññìàòðèâàòü âåðòèêàëüíûå ïðîôèëè).
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Ïðèìåð 1.14. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ðàññòàíîâêå êîðîëåé. Îíà ôîðìóëè-
ðóåòñÿ òàê: ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàññòàâèòü íà ïîëå h×w íåñêîëüêî
øàõìàòíûõ êîðîëåé òàê, ÷òîáû îíè íå áèëè äðóã äðóãà?

Ïðÿìûì ïðîôèëåì â äàííîé çàäà÷å � òî åñòü èíôîðìàöèåé, íåîáõî-
äèìîé äëÿ äàëüíåéøåé îáðàáîòêè êëåòîê ïðàâåå íåêîòîðîãî âåðòèêàëüíîãî
ñðåçà � ÿâëÿþòñÿ äàííûå, êàêèå êëåòêè ñëåäóþùåãî ñòîëáöà ïîáèòû êî-
ðîëÿìè, ñòîÿùèìè â ïðåäûäóùåì ñòîëáöå (ðèñ. 1.2, ïîáèòûå êëåòêè îêðà-
øåíû â ñåðûé öâåò). Òàêèì îáðàçîì, ïðîôèëü ñîñòîèò èç h áèò, ãäå h �
âûñîòà ïîëÿ. Ñîîòâåòñòâåííî, ÷èñëî ïðîôèëåé íå ïðåâûøàåò 2h. Ýòî �
îöåíêà ñâåðõó, òàê êàê íåêîòîðûå ïðîôèëè ïðîòèâîðå÷èâû (íàïðèìåð, åñ-
ëè êëåòêà ïîáèòà, òî äîëæíà áûòü ïîáèòà òàêæå îäíà èç äâóõ ñîñåäíèõ ñ
íåé êëåòîê).

K

K

Ðèñ. 1.2. Ïðÿìîé ïðîôèëü â çàäà÷å î ðàññòàíîâêå êîðîëåé

Äëÿ ïåðåõîäà îò îäíîãî ñëîÿ ê äðóãîìó (òî åñòü îáðàáîòêè îäíîãî
ñòîëáöà) òðåáóåòñÿ çíàòü, ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïåðåéòè îò êàæäîãî
ïðîôèëÿ ïðåäûäóùåãî ñëîÿ ê êàæäîìó ïðîôèëþ ñëåäóþùåãî. Ýòà èíôîð-
ìàöèÿ õðàíèòñÿ â òàáëèöå ïåðåõîäîâ.

Îáû÷íî òàáëèöà ïåðåõîäîâ òðåáóåò ìíîãî ïàìÿòè äëÿ õðàíåíèÿ è
ìíîãî âðåìåíè äëÿ ïîñòðîåíèÿ. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå áóäåò óêàçàí ïîäõîä,
ïîçâîëÿþùèõ óëó÷øèòü âðåìÿ ðàáîòû è îáúåì õðàíèìîé èíôîðìàöèè.

1.4.2. Äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå ïî èçëîìàííîìó
ïðîôèëþ

Èçëîìàííûé ïðîôèëü � îáîáùåíèå ïðÿìîãî ïðîôèëÿ íà ñëó÷àé,
êîãäà îáðàáîòàííûì ÿâëÿåòñÿ íå öåëîå ÷èñëî ñòîëáöîâ, à íåêîòîðîå ÷èñëî
ñòîëáöîâ è íåñêîëüêî ïåðâûõ êëåòîê ñëåäóþùåãî ñòîëáöà [1]. Íå óìàëÿÿ
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îáùíîñòè äàëåå â òåêñòå è â èëëþñòðàöèÿõ áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âíóòðè îä-
íîãî ñòîëáöà êëåòêè ïåðåáèðàþòñÿ â ïîðÿäêå ñíèçó ââåðõ.

Ðàññìîòðèì, ÷òî ÿâëÿåòñÿ èçëîìàííûì ïðîôèëåì â çàäà÷å î ðàññòà-
íîâêå êîðîëåé. Ïîñëå îáðàáîòêè íåñêîëüêèõ ñòîëáöîâ è íåñêîëüêèõ êëåòîê
ñëåäóþùåãî ñòîëáöà äëÿ äàëüíåéøåé ðàáîòû íóæíà ñëåäóþùàÿ èíôîð-
ìàöèÿ: êàêèå èç êëåòîê, èìåþùèõ îáùèå òî÷êè ñ ãðàíèöåé ñðåçà, ïîáèòû
óæå ïîñòàâëåííûìè êîðîëÿìè (ðèñ. 1.3, ïîáèòûå êëåòêè îêðàøåíû â ñåðûé
öâåò).

K

K

Ðèñ. 1.3. Èçëîìàííûé ïðîôèëü â çàäà÷å î ðàññòàíîâêå êîðîëåé

Äëÿ õðàíåíèÿ èçëîìàííîãî ïðîôèëÿ òðåáóåòñÿ h + 1 áèò (èëè ìåíü-
øå, åñëè ïîçèöèÿ èçëîìà � y = 0, òî åñòü ïðîôèëü ¾íå èçëîìàí¿). Êðîìå
òîãî, â èçëîìàííûé ïðîôèëü, ñòðîãî ãîâîðÿ, òàêæå âõîäèò ïîçèöèÿ èçëî-
ìà, êîòîðàÿ ëåæèò â ïðîìåæóòêå [0, h). Èòîãî èìååòñÿ íå áîëåå h · 2h+1

èçëîìàííûõ ïðîôèëåé.
Îñíîâíûì äîñòîèíñòâîì ýòîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ

ïðîñòîòà ïåðåõîäà îò îäíîãî èçëîìàííîãî ïðîôèëÿ ê ñëåäóþùåìó. Òàê,
â çàäà÷å î ðàññòàíîâêå êîðîëåé ïåðåõîä ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: ðàññìàòðè-
âàåòñÿ î÷åðåäíàÿ êëåòêà (íèæíÿÿ èç åùå íåîáðàáîòàííûõ) òåêóùåãî ñòîëá-
öà, è äëÿ íåå ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà âàðèàíòà � ëèáî ïîñòàâèòü òóäà êîðîëÿ
(åñëè ýòî âîçìîæíî), ëèáî íå ïîñòàâèòü. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ èçëîìàííûé ïðî-
ôèëü ñëåäóþùåãî ñëîÿ ôîðìèðóåòñÿ äîñòàòî÷íî íåñëîæíî.

1.5. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñîçäàíèå ìåòîäà àâòîìàòèçàöèè
äîêàçàòåëüñòâà NP-ïîëíîòû äâóìåðíûõ ëîêàëüíî çàâèñèìûõ çàäà÷. Äëÿ
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ýòîãî òðåáóåòñÿ ðåøèòü ñëåäóþùèå çàäà÷è:

• ôîðìàëèçàöèÿ êëàññà ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷;

• äîêàçàòåëüñòâî ïðèíàäëåæíîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ êëàññó NP;

• ïîñòðîåíèå íàáîðà óñòðîéñòâ, äîñòàòî÷íîãî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà NP-
ïîëíîòû çàäà÷è, è äîêàçàòåëüñòâî åãî äîñòàòî÷íîñòè;

• ôîðìàëèçàöèÿ ïðàâèë êîìïîçèöèè óñòðîéñòâ;

• ðàçðàáîòêà ìåòîäà àâòîìàòè÷åñêîãî ïîñòðîåíèÿ óñòðîéñòâà çà-
äàííîãî ðàçìåðà ñ çàäàííîé ôóíêöèîíàëüíîñòüþ;

• àíàëèç àñèìïòîòèêè âðåìåíè ðàáîòû ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà.

Äëÿ àïðîáàöèè ðàçðàáîòàííîãî ïîäõîäà ñëåäóåò ðåøèòü ñëåäóþùèå
çàäà÷è:

• ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ ðàçðàáîòàííîãî àëãîðèòìà;

• ïðèìåíåíèå ïðîãðàììû äëÿ äîêàçàòåëüñòâà NP-ïîëíîòû êîíêðåò-
íûõ çàäà÷;

• îïòèìèçàöèÿ ïðîãðàììû ñ öåëüþ óìåíüøåíèÿ âðåìåíè ðàáîòû è òðå-
áóåìîé ïàìÿòè.
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Ãëàâà 2. Íàáîðû óñòðîéñòâ è ïðàâè-
ëà êîìïîçèöèè

Â ýòîé ãëàâå îïèñàíû íàáîðû óñòðîéñòâ è íàêëàäûâàåìûå íà íèõ
óñëîâèÿ (â ïëàíå ôîðìû, ðàçìåðà è âîçìîæíîñòè ñòûêîâêè äðóã ñ äðóãîì),
äîñòàòî÷íûå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà NP-ïîëíîòû çàäà÷è èç êëàññà 2-DLD, è
äîêàçàíî, ÷òî ëþáàÿ çàäà÷à èç 2-DLD, äëÿ êîòîðîé ïîñòðîåíû âñå óñòðîé-
ñòâà èç òàêîãî íàáîðà, ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé.

2.1. Îáùàÿ ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà NP-ïîëíîòû

Äîêàçàòåëüñòâî NP-ïîëíîòû äâóìåðíîé ëîêàëüíî çàâèñèìîé çàäà÷è
ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé � äîêàçàòåëüñòâà åå ïðèíàäëåæíîñòè êëàññó NP
è äîêàçàòåëüñòâà åå NP-òðóäíîñòè. Ïåðâàÿ ÷àñòü ñëåäóåò èç òåîðåìû 2.1.
Âòîðàÿ ÷àñòü ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå âñåãî äàííîãî ðàçäåëà.

Òåîðåìà 2.1. 2-DLD ⊂ NP .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé çàäà÷è L èç 2-DLD ñóùåñòâóåò
ñåðòèôèêàò ïîëèíîìèàëüíîãî ðàçìåðà è àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé çà ïîëè-
íîìèàëüíîå âðåìÿ ïðîâåðèòü âåðíîñòü ñåðòèôèêàòà.

Çàôèêñèðóåì çàäà÷ó L èç 2-DLD, çàäàâàåìóþ øåñòåðêîé
(A,B, a0, b0, s, V ). Ðàññìîòðèì íåêîòîðûé âõîä çàäà÷è L, à èìåííî ïðÿìî-
óãîëüíîå ïîëå F . Ñåðòèôèêàòîì ÿâëÿåòñÿ çàïîëíåíèå G ïîëÿ F . Ïîñêîëüêó
ìíîæåñòâà A è B êîíå÷íû è ôèêñèðîâàíû, ðàçìåð ñåðòèôèêàòà G ñîñòàâ-
ëÿåò O(|F |).

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ïðîâåðêó êîððåêòíîñòè ñåðòèôèêàòà ìîæ-
íî îñóùåñòâèòü çà ïîëèíîìèàëüíîå (îòíîñèòåëüíî |F |) âðåìÿ. Ïðîâåð-
êà ñåðòèôèêàòà çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîé ïðîâåðêå âñåõ êâàä-
ðàòîâ s × s, èìåþùèõ îáùèå êëåòêè ñ ïîëåì F . Åñëè ïðÿìîóãîëü-
íèê F èìååò ðàçìåðû m × n, òî ÷èñëî òàêèõ êâàäðàòîâ ñîñòàâëÿåò
(m + s− 1)(n + s− 1) = O(mn) = O(|F |), ïîñêîëüêó s � êîíñòàíòà.

21



Èòàê, èìååòñÿ O(|F |) êâàäðàòîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ñëåäóåò ïðî-
âåðèòü íà ïðèíàäëåæíîñòü ìíîæåñòâó V . Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî V ôèêñè-
ðîâàíî è êîíå÷íî, è ðàçìåðû ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà V íå ïðåâîñõîäÿò íåêîé
êîíñòàíòû, êàæäàÿ òàêàÿ ïðîâåðêà çàíèìàåò O(1) âðåìåíè.

Òàêèì îáðàçîì è ðàçìåð ñåðòèôèêàòà, è âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà
åãî ïðîâåðêè, ïîëèíîìèàëüíû îòíîñèòåëüíî ðàçìåðà âõîäà. Ñëåäîâàòåëüíî,
L ∈ NP .

Òåïåðü îïèøåì ñâåäåíèå èçâåñòíîé NP-ïîëíîé çàäà÷è, â äàííîì ñëó-
÷àå 1-in-3 SAT, ê ðàññìàòðèâàåìîé äâóìåðíîé ëîêàëüíî çàâèñèìîé çàäà÷å.

Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ôîðìóëû íà ïëîñêîñòè èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå
óñòðîéñòâà, èìåþùèå òó èëè èíóþ ôóíêöèîíàëüíîñòü: ñîçäàíèå áóëåâîé
ïåðåìåííîé, ïðèìåíåíèå ëîãè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ è ò. ï. Âàæíåéøåé ÷àñòüþ
ñâåäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òî, êàêèì îáðàçîì áóëåâî çíà÷åíèå ïåðåäàåòñÿ îò îäíîãî
óñòðîéñòâà ê äðóãîìó. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóþòñÿ ïðîâîäà � êóñêè ïîëÿ, ïîç-
âîëÿþùèå ¾ïåðåäàâàòü¿ áóëåâû çíà÷åíèÿ îò îäíîãî óñòðîéñòâà ê äðóãîìó.

Â ðàçäåëå 2.2 îïèñàíû íåîáõîäèìûå õàðàêòåðèñòèêè ïðîâîäîâ è
ñëîæíîñòè, âîçíèêàþùèå ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ïðîâîäîâ. Â ðàçäåëå 2.4 îïè-
ñàí àëãîðèòì ïîëèíîìèàëüíîãî ñâåäåíèÿ 1-in-3 SAT ê äâóìåðíîé ëîêàëüíî
çàâèñèìîé çàäà÷å, äëÿ êîòîðîé èçâåñòåí äîñòàòî÷íûé íàáîð óñòðîéñòâ.

2.2. Îäèíàðíûå è äâîéíûå ïðîâîäà

Ïðîâîä ïðèçâàí ïåðåäàâàòü áóëåâî çíà÷åíèå îò îäíîãî óñòðîéñòâà
ê äðóãîìó. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñëîâî ¾ïåðåäàâàòü¿ õîòü è óìåñòíî, íî
íå î÷åíü ñòðîãî, ïîñêîëüêó ïîäðàçóìåâàåò íåêîòîðóþ äèíàìèêó, â òî âðå-
ìÿ êàê ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ñîâåðøåííî ñòàòè÷íà. Â ðàññìàòðèâàåìîì
ñëó÷àå òî, ÷òî ïðîâîä ¾ïåðåäàåò¿ çíà÷åíèå îò ïåðâîãî óñòðîéñòâà êî âòî-
ðîìó, ñëåäóåò ïîíèìàòü òàê:

• Åñëè ïåðâîå óñòðîéñòâî çàïîëíåíî òàê, ÷òî ïðîâîäó ïåðåäàåòñÿ áó-
ëåâî çíà÷åíèå ëîæü, òî ïðîâîä ìîæíî çàïîëíèòü òàê è òîëüêî òàê,
÷òî âòîðîìó óñòðîéñòâó ïåðåäàåòñÿ çíà÷åíèå ëîæü.
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• Àíàëîãè÷íî, åñëè ïðîâîä îò ïåðâîãî óñòðîéñòâà ïîëó÷àåò èñòèíà, òî
âòîðîìó óñòðîéñòâó ïåðåäàåòñÿ çíà÷åíèå èñòèíà.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå, çà èñêëþ÷åíèåì îòäåëüíî îãîâîðåííûõ ñëó÷àåâ,

áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîâîä íàïðàâëåí ñëåâà íàïðàâî. Ê ñîæàëåíèþ, îïðåäå-
ëåíèå äâóìåðíûõ ëîêàëüíî çàâèñèìûõ çàäà÷ íèêîèì îáðàçîì íå ãàðàíòè-
ðóåò èçîòðîïíîñòü ïëîñêîñòè, òàê, íàïðèìåð, ìîãóò ñóùåñòâîâàòü çàäà÷è,
â êîòîðûõ íå ñóùåñòâóåò ïðîâîäîâ, èäóùèõ ñëåâà íàïðàâî, íî ñóùåñòâóþò
ïðîâîäà, èäóùèå ñíèçó ââåðõ. Îäíàêî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ìîæíî îãðàíè÷è-
âàòüñÿ èìåííî ïðîâîäàìè, íàïðàâëåííûìè âïðàâî.

2.2.1. Îäèíàðíûå ïðîâîäà

Íàèáîëåå ïðîñòûì ñëó÷àåì ÿâëÿåòñÿ ãîðèçîíòàëüíûé ïðîâîä, øèðè-
íîé â îäíó êëåòêó ïîëÿ. Â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ ïðîâîä íàïðàâëåí ïî äèàãî-
íàëè è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ¾ëåñåíêó¿ èç êëåòîê â êàêîì-òî ñìûñëå òàêæå
øèðèíîé â îäíó êëåòêó. Â äàëüíåéøåì òàêèå ïðîâîäà áóäåì íàçûâàòü îäè-
íàðíûìè. Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî îòëè÷èå îäèíàðíîãî ïðîâîäà îò áîëåå ñëîæ-
íûõ ïðîâîäîâ ñîâåðøåííî íåôîðìàëüíî è èíòóèòèâíî. Îäíàêî âî ìíîãèõ
çàäà÷àõ ñóùåñòâóþò ïðîâîäà, êîòîðûå åñòåñòâåííî íàçâàòü îäèíàðíûìè.

Ðèñ. 2.1. Ïðèìåðû îäèíàðíûõ ïðîâîäîâ

Êàçàëîñü áû, â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîñòîãî îäèíàðíîãî ïðîâîäà
åãî äîñòàòî÷íî äëÿ ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè ìåæäó óñòðîéñòâàìè. Îêàçûâà-
åòñÿ, ÷òî èíòåðåñíîé îñîáåííîñòüþ íåêîòîðûõ äâóìåðíûõ ëîêàëüíî çàâèñè-
ìûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ íåñóùåñòâîâàíèå âàæíåéøåãî óñòðîéñòâà � ¾ñîçäàíèÿ
ïðîâîäà¿, äàæå ïðè òîì, ÷òî ñàì ïðîâîä ñóùåñòâóåò.

Óñòðîéñòâî ¾ñîçäàíèå ïðîâîäà¿ � ýòî óñòðîéñòâî, èç êîòîðîãî âû-
õîäèò îäèí ïðîâîä, è êîòîðîå èìååò òàêîå çàïîëíåíèå, ÷òî ïðîâîä ïåðåäàåò
çíà÷åíèå ëîæü, è òàêîå çàïîëíåíèå, ÷òî ïðîâîä ïåðåäàåò çíà÷åíèå èñòèíà.
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Ïðèâåäåì ïðèìåðû çàäà÷, â êîòîðûõ ïðè ñóùåñòâóþùåì îäèíàðíîì
ïðîâîäå íå ñóùåñòâóåò òàêîãî óñòðîéñòâà.

Ïðèìåð 2.2. Çàäà÷à (p, p)-çàìîùåíèÿ ñ ãîðèçîíòàëüíûì ïðîâîäîì.
Îäèí èç íàèáîëåå åñòåñòâåííûõ ïðîâîäîâ � ãîðèçîíòàëüíàÿ ïîëîñà

áåëûõ êëåòîê. ßñíî, ÷òî åäèíñòâåííûé ñïîñîá çàïîëíèòü åå � âûëîæèòü åå
ãîðèçîíòàëüíî îðèåíòèðîâàííûìè ïðÿìîóãîëüíèêàìè 1× p. Ñîîòâåòñòâåí-
íî, â çàâèñèìîñòè îò ¾ôàçû¿, òî åñòü îò ïîëîæåíèÿ ýòèõ ãîðèçîíòàëüíûõ
ïîëîñîê (èõ ãîðèçîíòàëüíîé êîîðäèíàòû, âçÿòîé ïî ìîäóëþ p), ìîæíî ãî-
âîðèòü î ïðîâîäå, ïåðåäàþùèì çíà÷åíèå ëîæü èëè èñòèíà.

Òàêîé ïðîâîä, ñàì ïî ñåáå, êîíå÷íî, ñóùåñòâóåò, îäíàêî ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî ñóùåñòâóåò óñòðîéñòâî êîíå÷íîãî ðàçìåðà, èç êîòîðîãî âûõîäèò
îäèí òàêîé ïðîâîä:

sozdanie
odinarnogo
provoda

Ðèñ. 2.2. Ãèïîòåòè÷åñêîå óñòðîéñòâî ¾ñîçäàíèå îäèíàðíîãî ïðîâîäà¿

Ïîñ÷èòàåì ÷èñëî áåëûõ êëåòîê â ýòîì óñòðîéñòâå ïî ìîäóëþ p. ßñ-
íî, ÷òî ýòà âåëè÷èíà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå ãîðèçîíòàëüíûõ
ïîëîñ âíóòðè ïðîâîäà. Ñëåäîâàòåëüíî, òàêîå óñòðîéñòâî íå ïîçâîëÿåò âà-
ðüèðîâàòü ìåæäó ïåðåäàâàåìûìè çíà÷åíèÿìè ëîæü è èñòèíà.

Ïðèìåð 2.3. Çàäà÷à (2, 3)-çàìîùåíèÿ ñ ãîðèçîíòàëüíûì ïðîâîäîì.
Ñíîâà ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò óñòðîéñòâî ¾ñîçäàíèå îäèíàð-

íîãî ïðîâîäà¿, èç êîòîðîãî âûõîäèò îäèí ãîðèçîíòàëüíûé ïðîâîä, çíà÷åíèå
ïåðåäàâàåìîå ïî êîòîðîìó ìîæíî âàðüèðîâàòü. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè íåêî-
òîðîì çíà÷åíèè (ëîæü èëè èñòèíà) ýòî óñòðîéñòâî (îòäåëüíî âçÿòîå) èìååò
çàïîëíåíèå, à ïðè äðóãîì çíà÷åíèè èìååò çàïîëíåíèå ýòî óñòðîéñòâî ïëþñ
îäíà êëåòêà (ïåðâàÿ êëåòêà ïðîâîäà). Îäíàêî çàìåòèì ñëåäóþùèé ôàêò.

24



Ëåììà 2.4. Â ëþáîì ïîëå çàäà÷è (2, 3)-çàìîùåíèÿ, èìåþùåì çàïîëíå-
íèå, ÷èñëî áåëûõ êëåòîê ñ ÷åòíîé êîîðäèíàòîé x è ÷èñëî áåëûõ êëåòîê ñ
íå÷åòíîé êîîðäèíàòîé x ñðàâíèìû ïî ìîäóëþ 3.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ïî ÷èñëó
áåëûõ êëåòîê â ïîëå (îáîçíà÷èì ýòó âåëè÷èíó w).
Áàçà. w = 0. ×èñëî áåëûõ êëåòîê êàê ñ ÷åòíîé, òàê è ñ íå÷åòíîé êîîðäè-
íàòîé x ðàâíî íóëþ, 0 ≡ 0 (mod 3).
Ïåðåõîä. Ðàññìîòðèì ïîëå ñ w > 0. Âûáåðåì ëþáóþ áåëóþ êëåòêó è
ðàññìîòðèì ïîëèìèíî P , ïîêðûâàþùåå åå. Âðåìåííî ïîêðàñèì êëåòêè,
ïîêðûòûå P , â ÷åðíûé öâåò � ïîëó÷èì ïîëå, ñ ìåíüøèì ÷èñëîì áåëûõ
êëåòîê, ÷åì èñõîäíîå. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè äëÿ íåãî âûïîëíåíî
óòâåðæäåíèå ëåììû. Ïåðåêðàñèì îáðàòíî â áåëûé öâåò êëåòêè, ïîêðûòûå
P . Âîçìîæíû äâà âàðèàíòà:

• P � ãîðèçîíòàëüíîå äîìèíî. Òîãäà ê ïîëþ äîáàâëÿþòñÿ äâå êëåòêè:
îäíà ñ ÷åòíîé êîîðäèíàòîé x, è îäíà � ñ íå÷åòíîé. ×èñëî òåõ è
äðóãèõ êëåòîê óâåëè÷èâàåòñÿ íà åäèíèöó, è ýòè äâà ÷èñëà âñå òàêæå
ñðàâíèìû ïî ìîäóëþ 3.

• P � âåðòèêàëüíîå òðèìèíî. Òîãäà ê ïîëþ äîáàâëÿþòñÿ òðè êëåò-
êè ñ ðàâíîé êîîðäèíàòîé x. Èç äâóõ ðàññìàòðèâàåìûõ ÷èñåë îäíî
íå èçìåíÿåòñÿ, à äðóãîå óâåëè÷èâàåòñÿ íà òðè. Ïîñëå ýòîãî ÷èñëà
ïðîäîëæàþò áûòü ñðàâíèìûìè ïî ìîäóëþ 3.

Âåðíåìñÿ ê ãèïîòåòè÷åñêîìó óñòðîéñòâó ¾ñîçäàíèå îäèíàðíîãî ïðî-
âîäà¿. Êàê áûëî îòìå÷åíî, åñëè îíî ñóùåñòâóåò, òî ñóùåñòâóþò äâà çàïîë-
íÿåìûõ ïîëÿ, îòëè÷àþùèõñÿ öâåòîì îäíîé êëåòêè. Îäíàêî èç ðàññìàòðè-
âàåìûõ â ëåììå 2.4 äâóõ ÷èñåë ó ýòèõ ïîëåé îäíî ÷èñëî ñîâïàäàåò, à äðóãîå
îòëè÷àåòñÿ íà åäèíèöó. Îáå ïàðû ÷èñåë íå ìîãóò áûòü ñðàâíèìû ïî ìîäóëþ
3, ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäïîëîæåíèå î ñóùåñòâîâàíèè óñòðîéñòâà íåâåðíî.

Ïðèìåð 2.5. Çàäà÷à (p, q)-çàìîùåíèÿ ñ ãîðèçîíòàëüíûì ïðîâîäîì.
Ïðèâåäåííîå â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå ðàññóæäåíèå ðàñøèðÿåòñÿ íà

ñëó÷àé çàäà÷è (p, q)-çàìîùåíèÿ ñ ïðîèçâîëüíûìè p, q ≥ 2. Â ýòîì ñëó÷àå
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ðàñøèðåííîå óòâåðæäåíèå ôîðìóëèðóåòñÿ òàê:

Óòâåðæäåíèå 2.6. Â ëþáîì ïîëå çàäà÷è (p, q)-çàìîùåíèÿ, èìåþùåì çà-
ïîëíåíèå, äëÿ âñåõ öåëûõ i â èíòåðâàëå [0, p− 1) ÷èñëî áåëûõ êëåòîê, ÷üÿ
êîîðäèíàòà x ñðàâíèìà ñ i ïî ìîäóëþ p, äàåò îäèí è òîò æå îñòàòîê
ïðè äåëåíèè íà q.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû
2.4 � íè äîáàâëåíèå ãîðèçîíòàëüíîé ïîëîñû 1 × p, íè äîáàâëåíèå âåðòè-
êàëüíîé ïîëîñû q×1 íå âëèÿþò íà èñòèííîñòü ïðèâåäåííîãî óòâåðæäåíèÿ.

Åùå ðàç ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò óñòðîéñòâî ¾ñîçäàíèå îäè-
íàðíîãî ïðîâîäà¿, èç êîòîðîãî âûõîäèò îäèí ãîðèçîíòàëüíûé ïðîâîä, ïðè-
÷åì ïîëîæåíèå ãîðèçîíòàëüíûõ ïîëîñ, çàïîëíÿþùèõ åãî, ìîæíî âàðüèðî-
âàòü. Òîãäà ñóùåñòâóåò çàïîëíåíèå äëÿ îòäåëüíî âçÿòîãî ýòîãî óñòðîéñòâà,
è ñóùåñòâóåò çàïîëíåíèå äëÿ ïîëÿ ¾óñòðîéñòâî ïëþñ íåñêîëüêî (îò 1 äî
p− 1) êëåòîê ïðîâîäà¿.

Ïîñ÷èòàåì äëÿ ýòèõ ïîëåé ÷èñëî áåëûõ êëåòîê, ñ êîîðäèíàòîé x,
ñðàâíèìîé ñ i ïî ìîäóëþ p. Äëÿ íåêîòîðûõ i ýòè ÷èñëà ó îáîèõ ïîëåé
ñîâïàäàþò, à äëÿ íåêîòîðûõ � îòëè÷àþòñÿ íà åäèíèöó. Ñîîòâåòñòâåííî,
âñå ýòè ÷èñëà íå ìîãóò áûòü ñðàâíèìû äðóã ñ äðóãîì ïî ìîäóëþ q (q ≥ 2),
è óñòðîéñòâà ¾ñîçäàíèå îäèíàðíîãî ïðîâîäà¿ íå ñóùåñòâóåò.

Ïðèìåð 2.7. Çàäà÷à N-CROSS SUM.
Â çàäà÷å N-CROSS SUM îäèí èç åñòåñòâåííûõ îäèíàðíûõ ïðîâîäîâ

íàïðàâëåí ïî äèàãîíàëè è âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

3
3 /1 2 /2 1

3
3 /1 2 /2 1

3
3 /1 2 /2 1

3
3 /1 2 /2 1

Ðèñ. 2.3. Îäèíàðíûé ïðîâîä äëÿ çàäà÷è N-CROSS SUM

Âèäíî, ÷òî ïðèñâîèâ çíà÷åíèå îäíîé èç êëåòîê ýòîãî ïðîâîäà, çíà-
÷åíèÿ îñòàëüíûõ êëåòîê îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî. Òàêèì îáðàçîì, ó ýòîãî
ïðîâîäà èìååòñÿ äâà çàïîëíåíèÿ � çíà÷åíèÿ, ñòîÿùèå âûøå êîñîé ÷åðòû â
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áåëûõ êëåòêàõ, è çíà÷åíèÿ, ñòîÿùèå íèæå. Îäíî èç ýòèõ çàïîëíåíèé ñîîò-
âåòñòâóåò ïåðåäàâàåìîìó çíà÷åíèþ ëîæü, äðóãîå � çíà÷åíèþ èñòèíà.

Ñíîâà ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò óñòðîéñòâî, ñîçäàþùåå òàêîé
îäèíàðíûé ïðîâîä (ðèñ. 2.4).

sozdanie
odinarnogo
provoda

?
3 A /2 1

?
3 /1 2 /2 1

Ðèñ. 2.4. Ãèïîòåòè÷åñêîå óñòðîéñòâî ¾ñîçäàíèå îäèíàðíîãî ïðîâîäà¿

Ïðè ðåøåíèè ãîëîâîëîìîê êàêóðî (ýêçåìïëÿðîâ çàäà÷è 9-CROSS
SUM) èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåõíèêà: âûáðàòü íåêîòîðûé ó÷àñòîê è ïî-
ïûòàòüñÿ âû÷èñëèòü ñóììó çíà÷åíèé, êîòîðûå äîëæíû ñòîÿòü â áåëûõ
êëåòêàõ ýòîãî ó÷àñòêà. Âî-ïåðâûõ, ýòî ìîæíî ñäåëàòü, ïîñ÷èòàâ ñóììó
ïîäñêàçîê ïî âñåì ñòîëáöàì ýòîãî ó÷àñòêà, à âî-âòîðûõ, ïîñ÷èòàâ ñóììó
ïî ñòðîêàì. Èíîãäà ðàçíèöà ïîëó÷åííûõ âåëè÷èí ÿâëÿåòñÿ öåííîé èíôîð-
ìàöèåé, íåîáõîäèìîé äëÿ ðåøåíèÿ ãîëîâîëîìêè.

Òàê è â ñëó÷àå ñ ñîçäàíèåì ïðîâîäà, íàéäåì ñóììó âñåõ ïîäñêàçîê
äëÿ ñòîëáöîâ è äëÿ ñòðîê, ñîäåðæàùèõ êëåòêè ðàññìàòðèâàåìîãî óñòðîé-
ñòâà. Ðàçíîñòü ýòèõ äâóõ âåëè÷èí ðàâíà çíà÷åíèþ êëåòêè A. Òàêèì îáðà-
çîì, çàïîëíåíèå ïðîâîäà äåòåðìèíèðîâàíî, è âàðüèðîâàòü ìåæäó çíà÷åíè-
ÿìè ëîæü è èñòèíà íåâîçìîæíî.

2.2.2. Äâîéíûå ïðîâîäà

Ê ñ÷àñòüþ, ñóùåñòâóåò ñïîñîá, ïîçâîëÿþùèé âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ (â
÷àñòíîñòè, â ïðèâåäåííûõ â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ïðèìåðàõ) áîðîòüñÿ ñ
îïèñàííîé âûøå ïðîáëåìîé.

Äëÿ ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè îí îäíîãî óñòðîéñòâà ê äðóãîìó áóäåì
èñïîëüçîâàòü äâîéíûå ïðîâîäà � ïàðû îäèíàðíûõ ïðîâîäîâ, ðàñïîëîæåí-
íûõ ïàðàëëåëüíî äðóã äðóãó.
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Ïðè òàêîì ïîäõîäå óñòðîéñòâî ¾ñîçäàíèå ïðîâîäà¿ íà âûõîäå èìååò
äâà ïðîâîäà, êàæäûé èç êîòîðûõ íåñåò èíôîðìàöèþ. Â çàäà÷àõ, ðàññìàò-
ðèâàåìûõ â íàñòîÿùåé ðàáîòå, áîëåå åñòåñòâåííûì îêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèé
èíâàðèàíò: äâîéíîé ïðîâîä ñîñòîèò èç äâóõ îäèíàðíûõ, ïåðåäàþùèõ ðàç-
íûå çíà÷åíèÿ (ïðîâîäà ¾â ïðîòèâîôàçå¿). Òàêèì îáðàçîì, âîçìîæíû äâà
âàðèàíòà:

• Äâîéíîé ïðîâîä ïåðåäàåò çíà÷åíèå ëîæü: ïåðâûé îäèíàðíûé ïðîâîä
ïåðåäàåò çíà÷åíèå ëîæü, âòîðîé � èñòèíà.

• Äâîéíîé ïðîâîä ïåðåäàåò çíà÷åíèå èñòèíà: ïåðâûé îäèíàðíûé ïðî-
âîä ïåðåäàåò çíà÷åíèå èñòèíà, âòîðîé � ëîæü.
Âîçìîæíû è çàäà÷è, â êîòîðûõ áîëåå óìåñòåí äâîéíîé ïðîâîä, ñî-

ñòîÿùèé èç äâóõ îäèíàðíûõ, ïåðåäàþùèõ îäèíàêîâîå çíà÷åíèå (ëîãè÷íî
ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ýòî è åñòü çíà÷åíèå, ïåðåäàâàåìîå äâîéíûì ïðîâîäîì).
Îäíàêî ñðåäè ïðèìåðîâ, ðàññìàòðèâàåìûõ â íàñòîÿùåé ðàáîòå, òàêèõ çà-
äà÷ íåò.

Â äàëüíåéøåì áóäóò ðàññìîòðåíû è óñòðîéñòâà, ðàáîòàþùèå ñ äâîé-
íûìè ïðîâîäàìè, è óñòðîéñòâà, ðàáîòàþùèå ñ îäèíàðíûìè. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ
áóäåò îãîâîðåíî, êàêèå èìåííî ïðîâîäà âõîäÿò è âûõîäÿò èç óñòðîéñòâà.

2.3. Íîòàöèÿ îïèñàíèÿ óñòðîéñòâ

Â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ è ãëàâàõ îïèñûâàþòñÿ ðàçëè÷íûå óñòðîé-
ñòâà, ïîçâîëÿþùèå ïðåäñòàâëÿòü ôîðìóëû íà ÿçûêå òîé èëè èíîé çàäà÷è.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû óïðîñòèòü îïèñàíèå óñòðîéñòâ, ââåäåì íîòàöèþ, ïîçâîëÿ-
þùóþ çàäàâàòü ôóíêöèîíàëüíîñòü óñòðîéñòâà.

Äàííàÿ íîòàöèÿ ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ îïèñàíèÿ ëîãèêè óñòðîéñòâà �
òî åñòü âîçìîæíûõ íàáîðîâ çíà÷åíèé, ïåðåäàâàåìûõ âõîäÿùèìè è èñõîäÿ-
ùèìè ïðîâîäàìè. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî êðîìå ëîãèêè óñòðîéñòâà âàæíû
òàêæå åãî ðàçìåðû è ðàñïîëîæåíèå âõîäÿùèõ è èñõîäÿùèõ ïðîâîäîâ îòíî-
ñèòåëüíî óñòðîéñòâà. Äàííàÿ íîòàöèÿ íå îòðàæàåò ýòè õàðàêòåðèñòèêè.

Íîòàöèÿ óñòðîéñòâà ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé:
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• âîçìîæíûå íàáîðû çíà÷åíèé, ïåðåäàâàåìûõ âõîäÿùèìè ïðîâîäàìè;

• ñîîòâåòñòâóþùèå èì âîçìîæíûå íàáîðû çíà÷åíèé, ïåðåäàâàåìûõ èñ-
õîäÿùèìè ïðîâîäàìè.

Òàêèì îáðàçîì, îáå ÷àñòè ñîñòîÿò èç ðàâíîãî ÷èñëà ñèòóàöèé. Ñèòóàöèè
ðàçäåëÿþòñÿ çàïÿòûìè. Êàæäàÿ ñèòóàöèÿ � ýòî ïåðå÷èñëåííûå ÷åðåç ïðî-
áåë íàáîðû çíà÷åíèé ïðîâîäîâ. Çíà÷åíèÿ ïðîâîäîâ ïåðå÷èñëÿþòñÿ îò ïðî-
âîäîâ, ðàñïîëîæåííûõ âûøå, ê ïðîâîäàì, ðàñïîëîæåííûì íèæå. Çíà÷åíèå
ëîæü îáîçíà÷àåòñÿ áóêâîé ¾f¿, çíà÷åíèå èñòèíà � áóêâîé ¾t¿.

Åñëè ñèòóàöèÿ ñîñòîèò èç ïóñòîãî ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ïðîâîäîâ (òà-
êîå èìååò ìåñòî, åñëè óñòðîéñòâî ¾çàïðåùàåò¿ íåêîòîðóþ âõîäíóþ ñèòóà-
öèþ), îíà îïèñûâàåòñÿ îäíîé áóêâîé ¾x¿.

Ïðèìåð 2.8. [ff,ft,tf,tt][ff,tf,ft,tt] � óñòðîéñòâî, ðàññìàòðèâà-
þùåå âñå ÷åòûðå âîçìîæíûå ñèòóàöèè è âî âñåõ ñëó÷àÿõ ïåðåäàþùåå ïî
èñõîäÿùèì ïðîâîäàì òå æå çíà÷åíèÿ, ÷òî ïåðåäàíû ïî âõîäÿùèì, íî â îá-
ðàòíîì ïîðÿäêå. Òàêèì îáðàçîì, ýòî óñòðîéñòâî � ¾ïåðåêðåùèâàíèå îäè-
íàðíûõ ïðîâîäîâ¿.

Ïðèìåð 2.9. [ft,tf,ff tt][ft,tf,x] � óñòðîéñòâî, ðàññìàòðèâàþùåå
òðè ñèòóàöèè: äâà ñëó÷àÿ ïåðåäà÷è ïî âõîäÿùèì ïðîâîäàì ïðîòèâîïîëîæ-
íûõ çíà÷åíèé è îáîáùåííûé ñëó÷àé ïåðåäà÷è äâóõ îäèíàêîâûõ çíà÷åíèé.
Â ïåðâûõ äâóõ ñëó÷àÿõ óñòðîéñòâî óñïåøíî ïåðåäàåò èíôîðìàöèþ äàëåå
ïî èñõîäÿùèì ïðîâîäàì, à â òðåòüåì � óñòðîéñòâî ïðîñòî íå èìååò çà-
ïîëíåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ýòî óñòðîéñòâî ãàðàíòèðóåò, ÷òî äâà ïðîâîäà
ïåðåäàþò ïðîòèâîïîëîæíûå çíà÷åíèÿ, � ¾âàëèäàòîð ïðîòèâîïîëîæíîñòè
çíà÷åíèé¿. Êàê áóäåò ïîêàçàíî â ðàçä. 2.4.2, ýòî óñòðîéñòâî î÷åíü ïîëåçíî
äëÿ ðàçâåòâëåíèÿ ïðîâîäîâ.

2.4. Ñâåäåíèå ê çàäà÷å 1-in-3 SAT

Â äàííîì ðàçäåëå ïðèâåäåí àëãîðèòì ñâåäåíèÿ çàäà÷è 1-in-3 SAT ê
ïðîèçâîëüíîé äâóìåðíîé ëîêàëüíî çàâèñèìîé çàäà÷å L, äëÿ êîòîðîé ñóùå-
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ñòâóåò ñîîòâåòñòâóþùèé íàáîð óñòðîéñòâ.
Äëÿ êàæäîé ôîðìóëû E � ýêçåìïëÿðà çàäà÷è 1-in-3 SAT � äàí-

íûé àëãîðèòì çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ (îòíîñèòåëüíî ðàçìåðà ôîðìóëû)
ñòðîèò ïîëå äëÿ çàäà÷è L, êîòîðîå èìååò çàïîëíåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà èñõîäíàÿ ôîðìóëà âûïîëíèìà.

Ïîñêîëüêó àëãîðèòì ðàáîòàåò çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ îòíîñèòåëü-
íî ðàçìåðà ôîðìóëû, òî ïîëó÷àåìîå ïîëå èìååò òàêæå ïîëèíîìèàëüíûé
ðàçìåð.

Ïîëó÷àåìîå ïîëå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêîì, ñîñòîÿùèì èç ÿ÷ååê
îäèíàêîâîãî ðàçìåðà. Äîïîëíèòåëüíûé òåðìèí ââîäèòñÿ ñîçíàòåëüíî, ÷òî-
áû íå âîçíèêàëî ïóòàíèöû ñ êëåòêàìè: êëåòêà èìååò ðàçìåð 1× 1, à ÿ÷åé-
êà � h0 × w0 äëÿ íåêîòîðûõ öåëûõ h0 è w0. Ðàçìåðû ÿ÷åéêè ÿâëÿþòñÿ
õàðàêòåðèñòèêîé ñâåäåíèÿ è íå çàâèñÿò îò E (ôîðìóëû, äëÿ êîòîðîé ñòðî-
èòñÿ ïîëå).

Êàæäîå óñòðîéñòâî çàíèìàåò îäíó èëè íåñêîëüêî ÿ÷ååê. Ìåæäó ñî-
ñåäíèìè ïî ãîðèçîíòàëè ÿ÷åéêàìè ìîæåò ïåðåäàâàòüñÿ îäíî áóëåâî çíà-
÷åíèå � èç ëåâîé ÿ÷åéêè â ïðàâóþ (ðàçä. 2.2). Ïðè ýòîì äîëæíà áûòü
çàôèêñèðîâàíà åäèíàÿ êîíâåíöèÿ ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè � êàêèì îáðàçîì
ïåðåäàåòñÿ çíà÷åíèå ëîæü, è êàêèì îáðàçîì ïåðåäàåòñÿ çíà÷åíèå èñòèíà.

2.4.1. Íàáîð óñòðîéñòâ äëÿ îäèíàðíûõ ïðîâîäîâ

Îïðåäåëåíèå 2.10. Íàáîð óñòðîéñòâ A1 ïðåäñòàâëåí â òàáë. 2.1.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî çäåñü è äàëåå ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóùåñòâîâà-

íèå ¾ïóñòîãî óñòðîéñòâà¿ � óñòðîéñòâà, çàíèìàþùåãî îäíó ÿ÷åéêó è èìå-
þùåãî ïóñòóþ ôóíêöèîíàëüíîñòü, îáîçíà÷àåìóþ â íîòàöèè èç ðàçä. 2.3
[][]. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ äâóìåðíîé ëîêàëüíî çàâèñèìîé çàäà÷è òàêîå
óñòðîéñòâî åñòü âñåãäà: äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ÿ÷åéêó, ñîñòîÿùóþ èç êëå-
òîê òèïà a0. Ïî ýòîé ïðè÷èíå äàëåå îíî óïîìèíàòüñÿ íå áóäåò.

Òåîðåìà 2.11. Äâóìåðíàÿ ëîêàëüíî çàâèñèìàÿ çàäà÷à L, äëÿ êîòîðîé ñó-
ùåñòâóåò íàáîð óñòðîéñòâ A1, ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé.
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Òàáëèöà 2.1. Íàáîð óñòðîéñòâ A1

Îáîçíà÷åíèå Ðàçìåð
(â ÿ÷åéêàõ) Íàçâàíèå Ôóíêöèîíàëüíîñòü

1× 1 Ïðîâîä [f,t][f,t]

1× 1 Ñîçäàíèå
ïðîâîäà [][f t]

2× 1
Ðàçäâîåíèå
ïðîâîäà [f,t][ff,tt]

2× 1
Ïåðåêðåùèâàíèå

ïðîâîäîâ [ff,ft,tf,tt][ff,tf,ft,tt]

¬ 1× 1 Ëîãè÷åñêîå ÍÅ [f,t][t,f]

3× 1 1 èç 3 [fft,ftf,tff,fff ftt tft ttf ttt][,,,x]

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëå ñîñòîèò èç ïÿòè ñëîåâ, êàæäûé ñëîé � ýòî îäèí
èëè íåñêîëüêî ñòîëáöîâ ÿ÷ååê, çàêëþ÷àþùèé â ñåáå òó èëè èíóþ ôóíê-
öèîíàëüíîñòü. Ïåðå÷èñëèì âñå ïÿòü ñëîåâ ñëåâà íàïðàâî (ïî íàïðàâëåíèþ
¾ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè¿):

1. Äëÿ êàæäîé ïåðåìåííîé A, âñòðå÷àþùåéñÿ â ôîðìóëå E, ñîçäàåòñÿ
ïðîâîä, ïåðåäàþùèé çíà÷åíèå ëîæü èëè èñòèíà, ñîîòâåòñòâóþùåå
çíà÷åíèþ ïåðåìåííîé A.

2. Äëÿ êàæäîé ïåðåìåííîé A, âñòðå÷àþùåéñÿ â ôîðìóëå E, ñîîòâåò-
ñòâóþùèé åé ïðîâîä ðàçäâàèâàåòñÿ íåîáõîäèìîå ÷èñëî ðàç, äëÿ òîãî,
÷òîáû ÷èñëî ïðîâîäîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ A, ðàâíÿëîñü ÷èñëó âõî-
æäåíèé ïåðåìåííîé A â ôîðìóëó E.

3. Èìåþùèåñÿ ïðîâîäà ïåðåêðåùèâàþòñÿ íåîáõîäèìîå ÷èñëî ðàç òàê,
÷òîáû èõ ïîðÿäîê ñîîòâåòñòâîâàë ïîðÿäêó âõîæäåíèé ïåðåìåííûõ
â ôîðìóëó E.

4. Ê ïðîâîäàì, ñîîòâåòñòâóþùèì îòðèöàòåëüíûì ëèòåðàëàì â ôîðìó-
ëå E, ïðèìåíÿåòñÿ ëîãè÷åñêîå ÍÅ.

5. Ê êàæäîé òðîéêå ïðîâîäîâ, ñîîòâåòñòâóþùåé ïðåäèêàòó â ôîðìó-
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ëå E, ïðèìåíÿåòñÿ óñòðîéñòâî, ãàðàíòèðóþùåå, ÷òî ðîâíî îäèí èç
ïðîâîäîâ íåñåò çíà÷åíèå èñòèíà.

Ïðèìåð 2.12. Íà ðèñ. 2.5 èçîáðàæåíî ïîëå, ñîîòâåòñòâóþùåå ôîðìóëå
R(A,¬B, C)∧R(B, C, D)∧R(¬A,¬B,¬C). Òðåòèé ñëîé óïðîùåí âðó÷íóþ
(äëÿ êîìïàêòíîñòè).

D

C

B

A

¬
¬
¬

¬

R(¬A,¬B,¬C)

R(B,C, D)

R(A,¬B, C)

Ðèñ. 2.5. Ïîëå, ñîîòâåòñòâóþùåå ôîðìóëå R(A,¬B, C) ∧R(B, C, D) ∧R(¬A,¬B,¬C)
(íàáîð óñòðîéñòâ A1)

Âûñîòà ïîëó÷àåìîãî ïîëÿ (â ÿ÷åéêàõ) ðàâíà óòðîåííîìó ÷èñëó ïðå-
äèêàòîâ â ôîðìóëå E, òî åñòü ñîñòàâëÿåò O(|E|) � êàê â ÿ÷åéêàõ, òàê è â
êëåòêàõ, ïîñêîëüêó âûñîòà ÿ÷åéêè � êîíñòàíòà (íå çàâèñèò îò E).

Îöåíèì øèðèíó ñëîåâ. Ïåðâûé, ÷åòâåðòûé è ïÿòûé ñëîè � øèðèíîé
â îäíó ÿ÷åéêó. Âî âòîðîì ñëîå êàæäûé ñòîëáåö óâåëè÷èâàåò ÷èñëî ñîçäàí-
íûõ ïðîâîäîâ õîòÿ áû íà åäèíèöó, âñåãî æå ñîçäàåòñÿ O(|E|) ïðîâîäîâ,
ñëåäîâàòåëüíî, øèðèíà âòîðîãî ñëîÿ ñîñòàâëÿåò O(|E|) ÿ÷ååê.

Íàêîíåö, â òðåòüåì ñëîå òðåáóåòñÿ ïåðåóïîðÿäî÷èòü ñîçäàííûå ïðî-
âîäà â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîðÿäêîì âõîæäåíèÿ ïåðåìåííûõ â ôîðìóëó E. Èç-
áðàâ ñàìûé íàèâíûé ñïîñîá äåéñòâèÿ � â êàæäîì ñòîëáöå èçìåíÿÿ ëèøü
îäíó ïàðó íåïðàâèëüíî ðàñïîëîæåííûõ (äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà) ïðîâî-
äîâ � ìîæíî äîáèòüñÿ øèðèíû â O(|E|2) ÿ÷ååê. Äåéñòâèòåëüíî, ÷èñëî èí-
âåðñèé, ñîñòàâëÿþùåå âíà÷àëå O(|E|2), ïîñëå êàæäîãî ñòîëáöà óìåíüøàåò-
ñÿ íà åäèíèöó. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå O(|E|2) ñòîëáöîâ îíî ñòàíåò ðàâíûì
íóëþ.
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Äåéñòâóÿ æå áîëåå èíòåëëåêòóàëüíûì ñïîñîáîì, ìîæíî óïîðÿäî-
÷èòü ïðîâîäà, èñïîëüçóÿ O(|E|) ñòîëáöîâ. Äëÿ ýòîãî ïîòðåáóåòñÿ àíàëîã
÷åòíî-íå÷åòíîé ñîðòèðîâêè [3]. Äëÿ óïîðÿäî÷åíèÿ n ïðîâîäîâ òðåáóåòñÿ
n ñòîëáöîâ (ïðîíóìåðóåì èõ äëÿ óäîáñòâà îò 1 äî n):

• Åñëè ñòîëáåö èìååò íå÷åòíûé íîìåð, ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå
ïàðû ïðîâîäîâ: (1, 2), (3, 4) è ò. ä. Äëÿ êàæäîé ïàðû, åñëè îíà
óïîðÿäî÷åíà íåïðàâèëüíî, ïðèìåíÿåòñÿ óñòðîéñòâî ¾ïåðåêðåùèâà-
íèå ïðîâîäîâ¿.

• Åñëè ñòîëáåö èìååò ÷åòíûé íîìåð, àíàëîãè÷íî îáðàáàòûâàþòñÿ ïà-
ðû ïðîâîäîâ (2, 3), (4, 5) è ò. ä.

Â êíèãå [3] ïîêàçàíî, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñåòü êîìïàðàòîðîâ (èçîáðàæåí-
íàÿ íà ðèñ. 2.6) ÿâëÿåòñÿ ñîðòèðóþùåé ñåòüþ, ñëåäîâàòåëüíî, äàííûå n

ñòîëáöîâ ïðàâèëüíî óïîðÿäî÷àò ñîçäàííûå â ïåðâûõ äâóõ ñëîÿõ n ïðîâî-
äîâ.

5

4

3

2

1

Ðèñ. 2.6. Ñåòü êîìïàðàòîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÷åòíî-íå÷åòíîé ñîðòèðîâêå (äëÿ n = 5)

Èòàê, â ñóììå ïÿòü ñëîåâ èìåþò øèðèíó O(|E|) ÿ÷ååê. Òàêèì îáðà-
çîì, âñå ïîëå ñîñòîèò èç O(|E|2) ÿ÷ååê, ïðè÷åì ïëîùàäü îäíîé ÿ÷åéêè �
êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò E. Ñëåäîâàòåëüíî, ïëîùàäü ïîëÿ ñîñòàâëÿåò
O(|E|2) êëåòîê.

Ïîëó÷åííîå ïîëå èìååò çàïîëíåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôîð-
ìóëà E âûïîëíèìà. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü E âûïîëíèìà � ñóùåñòâóåò íà-
áîð çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, ïðè êîòîðîì E èñòèííà. Òîãäà çàïîëíèì óñòðîé-
ñòâà ¾ñîçäàíèå ïðîâîäà¿ â ñîîòâåòñòâèè ñî çíà÷åíèÿìè èç ýòîãî íàáîðà, è
âñå ÷åòûðå ïîñëåäóþùèõ ñëîÿ çàïîëíÿòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì � ïå-
ðåäàâàÿ ýòè çíà÷åíèÿ óñòðîéñòâàì ¾1 èç 3¿, êîòîðûå òàêæå áóäóò èìåòü
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çàïîëíåíèÿ (òàê êàê âñå ïðåäèêàòû ôîðìóëû E âûïîëíåíû).
Íàîáîðîò, åñëè ïîëå èìååò çàïîëíåíèå, òî íàáîð çíà÷åíèé, ñîçäàâà-

åìûõ â ïåðâîì ñëîå, áóäó÷è ïîäñòàâëåí â ôîðìóëó E, ñäåëàåò åå èñòèííîé.
Äåéñòâèòåëüíî, ïðîéäÿ ÷åðåç ñëîè ñî âòîðîãî ïî ÷åòâåðòûé, ýòè çíà÷åíèÿ
áóäóò ïåðåäàíû óñòðîéñòâàì ¾1 èç 3¿, êàæäîå èç êîòîðûõ èìååò çàïîë-
íåíèå, ñëåäîâàòåëüíî, â êàæäîå èç êîòîðûõ ïîäàíî ðîâíî îäíî çíà÷åíèå
èñòèíà è ðîâíî äâà çíà÷åíèÿ ëîæü. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì
óñòðîéñòâàì ïðåäèêàòû ôîðìóëû E âûïîëíåíû, è ôîðìóëà E âåðíà.

Òàêèì îáðàçîì, îïèñàí ïîëèíîìèàëüíûé (îòíîñèòåëüíî ðàçìåðà
âõîäà |E|) àëãîðèòì, êîòîðûé ñòðîèò ïî âõîäó çàäà÷è 1-in-3 SAT ýêçåì-
ïëÿð çàäà÷è L, èìåþùèé òàêîé æå îòâåò (¾äà¿ èëè ¾íåò¿). Ñëåäîâàòåëüíî,
çàäà÷à L NP-òðóäíà, à ñ ó÷åòîì ðåçóëüòàòà òåîðåìû 2.1 è NP-ïîëíà.

2.4.2. Íàáîð óñòðîéñòâ äëÿ äâîéíûõ ïðîâîäîâ

Êàê áûëî îòìå÷åíî â ðàçä. 2.2.1, óñòðîéñòâî ¾ñîçäàíèå îäèíàðíî-
ãî ïðîâîäà¿ ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü â ñèëó òåõ èëè èíûõ ïðè÷èí. Â äàí-
íîì ðàçäåëå îïèñàí íàáîð óñòðîéñòâ, äîñòàòî÷íûé äëÿ äîêàçàòåëüñòâà NP-
ïîëíîòû äâóìåðíîé ëîêàëüíî çàâèñèìîé çàäà÷è, ïîçâîëÿþùèé îáîéòè ýòî
ïðåïÿòñòâèå.

Äëÿ íà÷àëà ðàññìîòðèì åñòåñòâåííûé ïåðåíîñ âñåõ óñòðîéñòâ íàáî-
ðà A1, îïèñàííîãî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, íà ÿçûê äâîéíûõ ïðîâîäîâ. Äëÿ
ýòîãî, ïî ñóòè, çàìåíèì òî, ÷òî ðàíüøå áûëî îäèíàðíûì ïðîâîäîì ([f,t])
íà äâîéíîé ïðîâîä ([ft,tf] � íàïîìíèì, ÷òî â ðàçä. 2.2.2 áûëî ïðèíÿòî
ðåøåíèå ðàáîòàòü ñ äâîéíûìè ïðîâîäàìè, îäèíàðíûå ïðîâîäà âíóòðè êî-
òîðûõ ¾â ïðîòèâîôàçå¿ � íåñóò ïðîòèâîïîëîæíûå çíà÷åíèÿ). Ðåçóëüòàò
ïðèâåäåí â òàáë. 2.2.

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî íîâûé íàáîð óñòðîéñòâ äîñòàòî÷åí äëÿ NP-
ïîëíîòû çàäà÷è � â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.11 íàäî ëèøü çàìåíèòü âñå
óïîìèíàíèÿ îäèíàðíûõ ïðîâîäîâ äâîéíûìè ïðîâîäàìè. Îäíàêî íîâûé íà-
áîð ñëèøêîì ãðîìîçäêèé è ñîäåðæèò â íåêîòîðîì ñìûñëå äóáëèðóþùèå
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Òàáëèöà 2.2. Åñòåñòâåííûé ïåðåíîñ íàáîðà A1 íà äâîéíûå ïðîâîäà
Óñòðîéñòâî â A1 Ñòàðàÿ ôóíêöèîíàëüíîñòü Íîâàÿ ôóíêöèîíàëüíîñòü

[f,t][f,t] [ft,tf][ft,tf]

[][f t] [][ft tf]

[f,t][ff,tt] [ft,tf][ftft,tftf]

[ff,ft,tf,tt][ff,tf,ft,tt] [ftft,fttf,tfft,tftf]
[ftft,tfft,fttf,tftf]

¬ [f,t][t,f] [ft,tf][tf,ft]

[fft,ftf,tff,
fff ftt tft ttf ttt][,,,x]

[ftfttf,fttfft,tfftft,
ftftft fttftf tffttf tftfft tftftf]
[,,,x]

äðóã äðóãà óñòðîéñòâà. Ðàññìîòðèì äðóãîé, áîëåå ïîäõîäÿùèé äëÿ ïðèìå-
íåíèÿ, íàáîð óñòðîéñòâ.

Îïðåäåëåíèå 2.13. Íàáîð óñòðîéñòâ A2 ïðåäñòàâëåí â òàáë. 2.3.

Òåîðåìà 2.14. Äâóìåðíàÿ ëîêàëüíî çàâèñèìàÿ çàäà÷à L, äëÿ êîòîðîé ñó-
ùåñòâóåò íàáîð óñòðîéñòâ A2, ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íîñòè íàáîðà A2 âîñïîëü-
çóåìñÿ äîêàçàííîé ðàíåå òåîðåìîé 2.11 è âûðàçèì âñå óñòðîéñòâà íàáîðà
A1 ñ ïîìîùüþ óñòðîéñòâ íàáîðà A2. Øåñòü íîâûõ óñòðîéñòâ èçîáðàæåíû
íà ðèñ. 2.7.

Ïðè ýòîì ïðè ïîñòðîåíèè ïîëÿ, îïèñàííîì â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû
2.11, ïðîèçîéäóò ñëåäóþùèå èçìåíåíèÿ:

• âûñîòà âñåõ ñëîåâ (â ÿ÷åéêàõ) óâåëè÷èòñÿ â äâà ðàçà;

• øèðèíà òðåòüåãî è ïÿòîãî ñëîÿ (â ÿ÷åéêàõ) óâåëè÷èòñÿ â òðè ðàçà;

• ïåðâûå äâà ñëîÿ áóäóò èçìåíåíû.

Äëÿ óïðîùåíèÿ ïîñòðîåíèÿ (à òàêæå äëÿ óìåíüøåíèÿ ðàçìåðîâ ïî-
ëó÷àåìîãî ïîëÿ) èçìåíèì ñóòü ïåðâûõ äâóõ ñëîåâ. Â íîâîé êîíñòðóêöèè
ñëîè íåñóò ñëåäóþùóþ ôóíêöèîíàëüíîñòü:
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Òàáëèöà 2.3. Íàáîð óñòðîéñòâ A2

Îáîçíà÷åíèå Ðàçìåð
(â ÿ÷åéêàõ) Íàçâàíèå Ôóíêöèîíàëüíîñòü

1× 1
Îäèíàðíûé

ïðîâîä [f,t][f,t]

2× 1
Ñîçäàíèå
äâîéíîãî
ïðîâîäà

[][ft tf]

2× 1
Âàëèäàòîð

ïðîòèâîïîëîæíîñòè
çíà÷åíèé

[ft,tf,ff tt][ft,tf,x]

2× 1
Ïåðåêðåùèâàíèå

îäèíàðíûõ
ïðîâîäîâ

[ff,ft,tf,tt][ff,tf,ft,tt]

3× 1 1 èç 3 [fft,ftf,tff,fff ftt tft ttf ttt][,,,x]

3× 1 2 èç 3 [ftt,tft,ttf,fff fft ftf tff ttt][,,,x]
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Ðèñ. 2.7. Óñòðîéñòâà èç íàáîðà A1 (ñëåâà) è èõ ðåàëèçàöèè ïðè ïîìîùè íàáîðà A2 (ñïðàâà)
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1. Äëÿ êàæäîé ïåðåìåííîé A, âõîäÿùåé â ôîðìóëó E, ñîçäàåòñÿ
íåñêîëüêî äâîéíûõ ïðîâîäîâ � ðîâíî ñòîëüêî, ñêîëüêî ðàç A âõîäèò
â ôîðìóëó E.

2. Äëÿ êàæäîé ïåðåìåííîé A, âõîäÿùåé â ôîðìóëó E áîëåå îäíîãî
ðàçà, âñå ïàðû ñîñåäíèõ äâîéíûõ ïðîâîäîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïå-
ðåìåííîé A, ïðîõîäÿò ÷åðåç ¾âàëèäàòîð ïðîòèâîïîëîæíîñòè çíà÷å-
íèé¿, ÷åì è îáåñïå÷èâàåòñÿ ñîãëàñîâàííîñòü âñåõ äâîéíûõ ïðîâîäîâ,
ñîîòâåòñòâóþùèõ îäíîé ïåðåìåííîé.

Â äàííîé êîíñòðóêöèè è ïåðâûé, è âòîðîé ñëîè èìåþò øèðèíó â
îäíó ÿ÷åéêó.

ßñíî, ÷òî óâåëè÷åíèå ðàçìåðà íåêîòîðûõ ñëîåâ (â ÿ÷åéêàõ) â êîí-
ñòàíòíîå ÷èñëî ðàç (à òåì áîëåå óìåíüøåíèå øèðèíû âòîðîãî ñëîÿ) íå âëè-
ÿåò íà ïîëèíîìèàëüíîñòü ñâåäåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïðèâåäåíî ïîëèíîìè-
àëüíîå ñâåäåíèå 1-in-3 SAT ê L, ñëåäîâàòåëüíî, L ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé.
Ïðèìåíÿÿ æå òåîðåìó 2.1, ïîëó÷àåì, ÷òî L ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé.

Ïðèìåð 2.15. Íà ðèñ. 2.8 èçîáðàæåíî ïîëå, ñîîòâåòñòâóþùåå ôîðìóëå
R(A,¬B, C)∧R(B, C, D)∧R(¬A,¬B,¬C). Òðåòèé ñëîé çàìåòíî óïðîùåí
âðó÷íóþ (äëÿ êîìïàêòíîñòè).
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}R(¬A,¬B,¬C)

}R(B,C, D)

}R(A,¬B, C)

Ðèñ. 2.8. Ïîëå, ñîîòâåòñòâóþùåå ôîðìóëå R(A,¬B, C) ∧R(B, C, D) ∧R(¬A,¬B,¬C)
(íàáîð óñòðîéñòâ A2)
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Ãëàâà 3. Àâòîìàòèçàöèÿ ïîñòðîåíèÿ
óñòðîéñòâ

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëîæåí ïîäõîä, ïîçâîëÿþùèé ïîëó÷àòü
óñòðîéñòâà, îïèñàííûå â ãëàâå 2, íå âðó÷íóþ, êàê ýòî ïðîèñõîäèò ïîâñå-
ìåñòíî, à àâòîìàòè÷åñêè. Â äàííîé ãëàâå èçëîæåíà ñóòü ïðåäëîæåííîãî
ïîäõîäà, à òàêæå ïðîèçâåäåí àíàëèç âðåìåíè åãî ðàáîòû, è ïðåäëîæåíû
íåñêîëüêî ïðèåìîâ îïòèìèçàöèè, ïîçâîëÿþùèå ñîêðàòèòü âðåìÿ ðàáîòû.

3.1. Ïðèìåíåíèå äèíàìè÷åñêîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ

óñòðîéñòâ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ óñòðîéñòâà ñ îïðåäåëåííîé ôóíêöè-
îíàëüíîñòüþ. À èìåííî, ïóñòü çàôèêñèðîâàíà äâóìåðíàÿ ëîêàëüíî çàâè-
ñèìàÿ çàäà÷à L, äëÿ íåå âûáðàí èñïîëüçóåìûé ïðîâîä (ðàçä. 2.2), â òîì
÷èñëå âûáðàíî, êàê ïåðåäàåòñÿ áèò ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè ïî ãîðèçîíòà-
ëè ÿ÷åéêàìè.

Äëÿ äàííîé çàäà÷è ñ äàííûìè êîíâåíöèÿìè ïîñòàâèì ïåðåä ñîáîé
öåëü: íàéòè óñòðîéñòâî, èìåþùåå çàäàííóþ ôóíêöèîíàëüíîñòü, ðàçìåðîì
h× w êëåòîê.

Ïóñòü ôóíêöèîíàëüíîñòü çàäàíà ñ ïîìîùüþ íîòàöèè, îïèñàííîé â
ðàçä. 2.3, òîãäà ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

n � ÷èñëî ðàññìàòðèâàåìûõ ñèòóàöèé;
win � ÷èñëî âõîäÿùèõ ïðîâîäîâ;
wout � ÷èñëî èñõîäÿùèõ ïðîâîäîâ.

Áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî ïîëîæåíèå âõîäÿùèõ è èñõîäÿùèõ ïðîâî-
äîâ (èõ êîîðäèíàòà y) çàôèêñèðîâàíî.

3.1.1. Îáùàÿ èäåÿ

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïîäõîä:
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• Ïåðåáðàòü âñå ïîëÿ ðàçìåðîì h× w êëåòîê.

• Äëÿ êàæäîãî ïîëÿ ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îíî èñêîìûì óñòðîé-
ñòâîì.

Ñóùåñòâóåò |A|h·w ïîëåé ðàçìåðà h×w. Äëÿ êàæäîãî ïîëÿ íàäëåæèò
ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îíî èñêîìûì óñòðîéñòâîì.

Ïîëå ÿâëÿåòñÿ óñòðîéñòâîì ñ èñêîìîé ôóíêöèîíàëüíîñòüþ â òîì
ñëó÷àå, åñëè â êàæäîé èç n ñèòóàöèé, îïèñàííûõ â íîòàöèè, ïðè óñëîâèè,
÷òî ïî âõîäÿùèì win ïðîâîäàì ïåðåäàþòñÿ çíà÷åíèÿ, îïèñàííûå â íîòàöèè,
äàííîå ïîëå èìååò òàêîå ìíîæåñòâî çàïîëíåíèé, êîòîðîå ñîîòâåñòâóåò âñåì
íàáîðàì çíà÷åíèé wout èñõîäÿùèõ ïðîâîäîâ, îïèñàííûì â íîòàöèè, è òîëüêî
èì.

Çàôèêñèðóåì íåêîòîðûé íàáîð çíà÷åíèé âõîäÿùèõ ïðîâîäîâ. Ïî-
ñêîëüêó èìååòñÿ åäèíàÿ êîíâåíöèÿ ïåðåäà÷è áèòà ìåæäó ñîñåäíèìè ÿ÷åéêà-
ìè, ýòîò íàáîð çàäàåò íåêîòîðóþ èíôîðìàöèþ î òîì, êàê çàïîëíåíû ÿ÷åéêè
ñëåâà îò ðàññìàòðèâàåìîãî íàìè ïîëÿ. Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå îïèñûâàåò
íàèáîëåå óäîáíûé äëÿ ðàáîòû ñëó÷àé.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Êîíâåíöèþ ïåðåäà÷è áèòà áóäåì íàçûâàòü îäíîçíà÷-
íîé, åñëè êàæäûé íàáîð áóëåâûõ çíà÷åíèé, ïåðåäàâàåìûõ ïî âõîäÿùèì
ïðîâîäàì, ñîîòâåòñòâóåò ðîâíî îäíîìó ïðîôèëþ äàííîé çàäà÷è.

Â ñëó÷àå îäíîçíà÷íîé êîíâåíöèè êàæäîìó èç íàáîðîâ çíà÷åíèé âõî-
äÿùèõ ïðîâîäîâ, îïèñàííûõ â íîòàöèè, ñîîòâåòñòâóåò ðîâíî îäèí ïðîôèëü,
à êàæäîé ñèòóàöèè � ìíîæåñòâî ïðîôèëåé. Äëÿ êàæäîé ñèòóàöèè ñëåäó-
åò óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîñëå çàïîëíåíèÿ ïîëÿ ïðè òàêîì ìíîæåñòâå íà÷àëüíûõ
ïðîôèëåé, íà âûõîäå âîçìîæíî ðîâíî òàêîå ìíîæèñòâî ïðîôèëåé, êîòîðîå
ñîîòâåñòâóåò ïåðåäà÷å ïî èñõîäÿùèì ïðîâîäàì íàáîðîâ çíà÷åíèé, îïèñàí-
íûì â íîòàöèè.

Äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ òàêîé ïðîâåðêè èìååò ñìûñë ïðèìåíÿòü ìåòîä
äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïî èçëîìàííîìó ïðîôèëþ (ðàçä. 1.4.2).
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3.1.2. Äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå ïî èçëîìàííîìó
ïðîôèëþ â äâóìåðíûõ ëîêàëüíî çàâèñèìûõ çàäà÷àõ

Óáåäèìñÿ â ïðèìåíèìîñòè äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïî èç-
ëîìàííîìó ïðîôèëþ ê ïðîèçâîëüíîé äâóìåðíîé ëîêàëüíî çàâèñèìîé çàäà-
÷å L. Äëÿ ýòîãî èññëåäóåì, êàêîå ìíîæåñòâî êëåòîê â ïðèíöèïå âëèÿþò íà
âîçìîæíîñòü èëè íåâîçìîæíîñòü çàïîëíåíèÿ ïîëÿ ñïðàâà îò ëèíèè ïðîôè-
ëÿ. Ïðèìåð òàêîãî ìíîæåñòâà äëÿ s = 3 ïðèâåäåí íà ðèñ. 3.1.

Ðèñ. 3.1. Êëåòêè, âëèÿþùèå íà äàëüíåéøåå çàïîëíåíèå, ïðè s = 3

Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ÷èñëî âàæíûõ äëÿ äàëü-
íåéøåãî çàïîëíåíèÿ êëåòîê íå ïðåâîñõîäèò (h + 1)(s− 1). Äåéñòâèòåëüíî,
â êàæäîé èç h ñòðîê âàæíûìè òî÷íî ÿâëÿþòñÿ ïðàâûå s− 1 êëåòêà. Êðî-
ìå òîãî, s-ÿ ñïðàâà êëåòêà ìîæåò òàêæå áûòü âàæíà, åñëè îíà âëèÿåò íà
êëåòêó íàä èçëîìîì (áëèæàéøóþ ïîäëåæàùóþ îáðàáîòêå êëåòêó). Òàêèõ
êëåòîê íå áîëåå s− 1.

Îòñþäà ñëåäóåò âåðõíÿÿ îöåíêà âîçìîæíîãî ÷èñëà ïðîôèëåé. Äëÿ
êàæäîé èç h ïîçèöèé èçëîìà íà ïðîôèëè âëèÿþò íå áîëåå (h + 1)(s − 1)

êëåòîê, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ìîæåò èìåòü îäèí èç |A| òèïîâ è áûòü çàïîëíå-
íà îäíèì èç |B| çíà÷åíèé. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî ïðîôèëåé íå ïðåâûøàåò
h · (|A| · |B|)(h+1)(s−1).

Îäíàêî âî ìíîãèõ ñèòóàöèÿõ ëèøü î÷åíü ìàëàÿ äîëÿ âñåõ òåîðåòè÷å-
ñêè âîçìîæíûõ íàáîðîâ òèïîâ è çíà÷åíèé ýòèõ êëåòîê çàäàåò íåïðîòèâîðå-
÷èâóþ ñèòóàöèþ. Â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ ÷èñëî íåïðîòèâîðå÷èâûõ ïðîôèëåé
íà ïîðÿäêè ìåíüøå ïðèâåäåííîé îöåíêè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íå çíàÿ ñïåöè-
ôèêó çàäà÷è, ñëîæíî (ëèáî íåâîçìîæíî) äàòü ðàçóìíóþ îöåíêó ñâåðõó íà
÷èñëî èçëîìàííûõ ïðîôèëåé.

42



Â ñâÿçè ñ ýòèì ââåäåì äîïîëíèòåëüíîå îáîçíà÷åíèå. Îáîçíà÷èì p

ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî íåïðîòèâîðå÷èâûõ ïðîôèëåé ñðåäè âñåõ h ïîçèöèé èç-
ëîìà. Èç âûøåñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî p ≤ (|A| · |B|)(h+1)(s−1), îäíàêî ñòîèò
èìåòü â âèäó, ÷òî â ðåàëüíûõ ñèòóàöèÿõ p ìíîãî ìåíüøå ýòîé âåëè÷èíû.

Îöåíèì òåïåðü âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ ïîñòðîåíèÿ òàáëèöû ïåðå-
õîäîâ. Äëÿ êàæäîãî èçëîìàííîãî ïðîôèëÿ, ÷èñëî êîòîðûõ íå ïðåâûøàåò
h · p, ñëåäóåò ïåðåáðàòü âñå âàðèàíòû ñëåäóþùåé êëåòêè � |A| âîçìîæíûõ
òèïîâ è |B| âîçìîæíûõ çíà÷åíèé. Çíàÿ íîâóþ êëåòêó, ñëåäóåò çàôèêñè-
ðîâàòü ïåðåõîä â íîâûé èçëîìàííûé ïðîôèëü, ëèáî çàôèêñèðîâàòü, ÷òî
òàêîãî ïåðåõîäà íåò.

Îäèí èç ïîäõîäîâ, âïðî÷åì, èíîãäà íå ñàìûé ýôôåêòèâíûé, ñîñòîèò
â òîì, ÷òîáû õðàíèòü êàæäûé ïðîôèëü êàê íàáîð òèïîâ è çíà÷åíèé ¾âàæ-
íûõ¿ êëåòîê (îòìå÷åííûõ íà ðèñ. 3.1). (Ïðè ýòîì ìîæíî îòîæäåñòâëÿòü
ýêâèâàëåíòíûå ïðîôèëè è õðàíèòü äëÿ îòîæäåñòâëåííîãî ïðîôèëÿ êàêîé-
íèáóäü ïðèìåð íàáîðà âàæíûõ êëåòîê, ñîîòâåòñòâóþùåãî ýòîìó ïðîôèëþ.)
Ïðè òàêîì ïîäõîäå îáðàáîòêà îäíîé êëåòêè ïðîõîäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïðîâåðÿåòñÿ êâàäðàò s× s, ñîäåðæàùèé íîâóþ êëåòêó. Åñëè îí íåêîððåê-
òåí, òî ïåðåõîäà íåò, èíà÷å èìååò ìåñòî ïåðåõîä ê íîâîìó ïðîôèëþ. Íîâûé
ïðîôèëü � ýòî íàáîð íîâûõ âàæíûõ êëåòîê, ïîñòðîåíèå êîòîðîãî çàíèìàåò
O(h · s) âðåìåíè.

Ñîîòâåòñòâåííî, äàæå ïðè íåýôôåêòèâíîé (íèêàê íå ó÷èòûâàþùåé
ñïåöèôèêó çàäà÷è) îáðàáîòêå ïðîôèëåé òàáëèöà ïåðåõîäîâ ñòðîèòñÿ çà âðå-
ìÿ O(h2·p·s·|A|·|B|). Â äàëüíåéøåì ïðè îöåíêå âðåìåíè ðàáîòû àëãîðèòìîâ
òàáëèöà ïåðåõîäîâ áóäåò ñ÷èòàòüñÿ óæå ïîñòðîåííîé, è âðåìÿ ïîñòðîåíèÿ
òàáëèöû ïåðåõîäîâ ó÷èòûâàòüñÿ íå áóäåò.

3.1.3. Òðèâèàëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ

Íàïîìíèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïðîâåðêè êîíêðåòíîãî ïîëÿ
íà òî, ÿâëÿåòñÿ ëè îíî îïðåäåëåííûì óñòðîéñòâîì. Ñîîòâåòñòâåííî, òèïû
âñåõ êëåòîê ïîëÿ íà äàííûé ìîìåíò ôèêñèðîâàííû è èçâåñòíû. Îïèøåì
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îäèí àëãîðèòì ïðîâåðêè.
Çàôèêñèðóåì îäíó èç n ñèòóàöèé. Ñôîðìèðóåì íà÷àëüíîå ìíîæå-

ñòâî ïðîôèëåé, ñîîòâåòñòâóþùåå íàáîðàì çíà÷åíèé, ïåðåäàâàåìûõ ïî âõî-
äÿùèì ïðîâîäàì â ýòîé ñèòóàöèè, à òàêæå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïðîôèëåé,
ñîîòâåòñòâóþùåå íàáîðàì çíà÷åíèé, ïåðåäàâàåìûõ ïî èñõîäÿùèì ïðîâî-
äàì.

Îáðàáîòàåì ïî î÷åðåäè âñå êëåòêè îò ñàìîãî ëåâîãî ñòîëáöà ê ñà-
ìîìó ïðàâîìó. Ïåðåä êàæäîé èòåðàöèåé èìååòñÿ òåêóùåå ìíîæåñòâî èç-
ëîìàííûõ ïðîôèëåé M , äîñòèæèìûõ èç íà÷àëüíîãî ìíîæåñòâà (äî ïåðâîé
èòåðàöèè ýòî ïðîñòî îíî ñàìî). Ïåðåáåðåì âñå çíà÷åíèÿ (ìíîæåñòâî B), êî-
òîðûå ìîæíî ïîñòàâèòü â îáðàáàòûâàåìóþ êëåòêó. Äëÿ êàæäîãî ïðîôèëÿ
èç M è äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ èç B ñîãëàñíî òàáëèöå ïåðåõîäîâ èçâåñòåí
íîâûé èçëîìàííûé ïðîôèëü, âêëþ÷àþùèé ñåáÿ îáðàáîòàííóþ êëåòêó (ðèñ.
3.2). Âîçìîæíî òàêæå, ÷òî íîâûé èçëîìàííûé ïðîôèëü íå ñóùåñòâóåò, ÷òî
îáîçíà÷àåò íåâîçìîæíîñòü ïîäñòàíîâêè â äàííóþ êëåòêó äàííîãî çíà÷åíèÿ
ïðè äàííîì ïðîôèëå.

Ðèñ. 3.2. Ñòàíäàðòíûé ïåðåõîä â äèíàìèêå ïî èçëîìàííîìó ïðîôèëþ

Òàêèì îáðàçîì, ïåðåáðàâ âñå çíà÷åíèÿ äëÿ ýòîé êëåòêè, ôîðìèðó-
åòñÿ íîâîå ìíîæåñòâî èçëîìàííûõ ïðîôèëåé N , â êîòîðûõ äàííàÿ êëåòêà
çíà÷èòñÿ êàê îáðàáîòàííàÿ. Ýòî ìíîæåñòâî è ñòàíîâèòñÿ òåêóùèì ïðè îá-
ðàáîòêå ñëåäóþùåé êëåòêè è ò. ä.

Íàêîíåö, ïîñëå îáðàáîòêè ïîñëåäíåé êëåòêè, îñòàëîñü ëèøü ñðàâ-
íèòü èìåþùååñÿ òåêóùåå ìíîæåñòâî ïðîôèëåé ñ èñêîìûì êîíå÷íûì ìíî-
æåñòâîì, ñîîòâåòñòâóþùèì äàííîé ñèòóàöèè. Åñëè îíè ñîâïàäàþò, òî èñ-
êîìîå óñòðîéñòâî ïîñòðîåíî.

Îöåíèì âðåìÿ ðàáîòû ïðåäñòàâëåííîãî àëãîðèòìà (äëÿ ôèêñèðî-
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âàííîãî ïîëÿ). Ïåðåä êàæäîé èòåðàöèåé ìíîæåñòâî äîñòèæèìûõ ïðîôè-
ëåé ñîäåðæèò íå áîëåå p ýëåìåíòîâ, à äëÿ åãî õðàíåíèÿ äîñòàòî÷íî p áè-
òîâ ïàìÿòè. Èòåðàöèÿ ñîñòîèò â ðàññìîòðåíèè íå áîëåå p ïðîôèëåé, äëÿ
êàæäîãî èç êîòîðûõ ðàññìàòðèâàåòñÿ |B| çíà÷åíèé êëåòêè. Ïîñëå ýòîãî â
íîâîì ìíîæåñòâå ïðîôèëåé äîáàâëÿåòñÿ (èëè íå äîáàâëÿåòñÿ) íîâûé èçëî-
ìàííûé ïðîôèëü. Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî â òàáëèöå ïåðåõîäîâ õðàíÿòñÿ íîìåðà
ïðîôèëåé, à íîâîå ìíîæåñòâî õðàíèòñÿ êàê ìàññèâ áóëåâûõ çíà÷åíèé, îáî-
çíà÷àþùèõ ïðèíàäëåæèò ëè ïðîôèëü ñ ñîîòâåòñòâóþùèì íîìåðîì íîâîìó
ìíîæåñòâó, òî ýòà îïåðàöèÿ òðåáóåò O(1) âðåìåíè. Ñîîòâåòñòâåííî, îäíà
èòåðàöèÿ òðåáóåò O(p · |B|) âðåìåíè.

Òàêèì îáðàçîì, îáðàáîòêà îäíîé ñèòóàöèè, çàêëþ÷àþùàÿñÿ â ðàñ-
ñìîòðåíèè âñåõ êëåòîê ïîëÿ, çàíèìàåò âðåìÿ O(h · w · p · |B|), à îáðàáîòêà
âñåõ ñèòóàöèé òðåáóåò O(n · h · w · p · |B|) âðåìåíè.

È, íàêîíåö, íàèáîëåå çíà÷èìûé ôàêòîð (ïðè÷åì â áóêâàëüíîì ñìûñ-
ëå, îò ëàò. factor � ìíîæèòåëü): áîëüøîå ÷èñëî ïîëåé, îïðåäåëÿåìîå
ñîîòíîøåíèåì O(|A|h·w), êîòîðîå òðåáóåòñÿ ðàññìîòðåòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ
óñòðîéñòâà. Ïîýòîìó âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà â öåëîì îöåíèâàåòñÿ êàê
O(|A|h·w · n · h · w · p · |B|).

3.1.4. Óëó÷øåííàÿ ðåàëèçàöèÿ

Ðàññìîòðèì äâà ïîëÿ, ó êîòîðûõ ñîâïàäàþò ëåâûå ïîëîâèíû, è îòëè-
÷àþòñÿ òîëüêî ïðàâûå. Ïðè îáðàáîòêå ýòèõ äâóõ ïîëåé áóäóò ïðîèçâîäèòü-
ñÿ îäíè è òå æå äåéñòâèÿ âïëîòü äî ðàññìîòðåíèÿ ïåðâîé íåñîâïàäàþùåé
êëåòêè. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ðàáîòå ñî âòîðûì ïîëåì ïîëîâèíà äåéñòâèé
áóäóò íàïðàñíûìè. Ñóùåñòâóåò íåñëîæíûé ïðèåì, ïîçâîëÿþùèé èçáåæàòü
ëèøíåé ðàáîòû. Äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ îáúåäèíèòü ôàçó ïåðåáîðà âñåõ ïîëåé
è ôàçó îáðàáîòêè êàæäîãî ïîëÿ â îòäåëüíîñòè. Ïðè ýòîì ïðîöåññ ïåðåáîðà
ïîëåé äîëæåí âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• äëÿ î÷åðåäíîé êëåòêè ïåðåáðàòü âñå âîçìîæíûå åå òèïû (ìíîæåñòâî
A);
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• äëÿ êàæäîãî òèïà êëåòêè ïðîâåñòè èòåðàöèþ îïèñàííîãî âûøå àëãî-
ðèòìà (äëÿ âñåõ ñèòóàöèé) è ðåêóðñèâíî çàïóñòèòü ýòó æå ïðîöåäóðó
äëÿ ñëåäóþùåé êëåòêè.

Òåì ñàìûì äëÿ âñåõ ïîëåé, èìåþùèõ ¾îáùèé ïðåôèêñ¿, � äëÿ âñåõ
ïîëåé ñ ñîâïàäàþùèìè íåñêîëüêèìè ïåðâûìè êëåòêàìè, ýòè îáùèå êëåòêè
áóäóò îáðàáàòûâàòüñÿ íå êàæäûé ðàç äëÿ êàæäîãî ïîëÿ, êàê ðàíåå, à îäèí
ðàç äëÿ âñåõ ïîëåé.

Îöåíèì âðåìÿ ðàáîòû óëó÷øåííîãî àëãîðèòìà.
Ïîñëå êàæäîãî âåòâëåíèÿ â ïàìÿòè õðàíèòñÿ óæå âûáðàííàÿ è çà-

ôèêñèðîâàííàÿ ÷àñòü ïîëÿ, à òàêæå � äëÿ êàæäîé ñèòóàöèè � ìíîæåñòâî
èçëîìàííûõ ïðîôèëåé, äîñòèæèìûõ èç íà÷àëüíîãî ìíîæåñòâà ïðîôèëåé,
ïîñëå îáðàáîòêè èìåþùåéñÿ ÷àñòè ïîëÿ (èõ íå áîëåå p).

Âðåìÿ îáðàáîòêè î÷åðåäíîé êëåòêè ñ ôèêñèðîâàííûì òèïîì îöå-
íèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî âðåìåíè ðàáîòû èòåðàöèè ïðåäûäóùåãî àëãîðèòìà, ñ
òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî íà ýòîò ðàç ðàññìàòðèâàþòñÿ âñå n ñèòóàöèé. Â
äàííîì àëãîðèòìå î÷åðåäíàÿ êëåòêà îáðàáàòûâàåòñÿ çà âðåìÿ O(n · p|̇B|).

Òåïåðü íåîáõîäèìî ïîñ÷èòàòü, ñêîëüêî ðàç îáðàáàòûâàåòñÿ êàæäàÿ
êëåòêà. Ïðîíóìåðóåì êëåòêè â ïîðÿäêå èõ îáðàáîòêè îò 1 äî h · w. Èññëå-
äóåì, ñêîëüêî ðàç îáðàáàòûâàåòñÿ êëåòêà, èìåþùàÿ íîìåð i. Ðåêóðñèâíàÿ
ïðîöåäóðà äëÿ ýòîé êëåòêè áóäåò âûçâàíà ñòîëüêî ðàç, ñêîëüêî ñóùåñòâóåò
¾ïðåôèêñîâ¿ ïîëÿ äî íåå (íå âêëþ÷èòåëüíî), à èìåííî |A|i−1 ðàç. Êðîìå
òîãî, ïðè êàæäîì âûçîâå áóäóò ïåðåáðàíû âñå |A| òèïîâ äëÿ ýòîé êëåòêè.
Òàêèì îáðàçîì, êëåòêà íîìåð i áóäåò îáðàáîòàíà |A|i ðàç. (Íàïðèìåð, ïî-
ñëåäíÿÿ êëåòêà, èìåþùàÿ íîìåð h·w îáðàáàòûâàåòñÿ îäèí ðàç äëÿ êàæäîãî
ïîëÿ, òî åñòü |A|h·w ðàç).

Îöåíèì ñóììàðíîå ÷èñëî îáðàáàòûâàåìûõ êëåòîê:
h·w∑
i=1
|A|i = |A|h·w · (1 + |A|−1 + |A|−2 + . . . + |A|h·w−1

)
<

|A|h·w · (1 + |A|−1 + |A|−2 + . . .
)

= |A|h·w · 1

1− 1
|A|
≤ 2 · |A|h·w
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Â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå èñïîëüçóåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå |A| > 1, êîòî-
ðîå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âïîëíå ëîãè÷íûì, òàê êàê èíà÷å çàäà÷à L òðèâèàëüíà
(ïîëå îáÿçàíî ñîñòîÿòü òîëüêî èç êëåòîê òèïà a0, ñëåäîâàòåëüíî, çàïîëíèâ
åãî çíà÷åíèÿìè b0, ïîëó÷àåì íà çàäà÷ó îòâåò ¾äà¿).

Èòàê, ñóììàðíî êëåòêè îáðàáàòûâàþòñÿ O(|A|h·w) ðàç, è êàæäàÿ îá-
ðàáîòêà çàíèìàåò O(n·p·|B|) âðåìåíè. Òàêèì îáðàçîì, îáùåå âðåìÿ ðàáîòû
àëãîðèòìà ñîñòàâëÿåò O(|A|h·w · |B| · n · p).

3.2. Ìåòàäèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå ïî
èçëîìàííîìó ïðîôèëþ

Â àëãîðèòìàõ, îïèñàííûõ â ðàçä. 3.1 èìååòñÿ ïðîñòîð äëÿ îïòèìèçà-
öèè. Ðàññìîòðèì äâà ïîëÿ, âîçìîæíî çàìåòíî îòëè÷àþùèåñÿ äðóã îò äðóãà
ïî òèïó êëåòîê, â ìîìåíò êîãäà ó îáîèõ îáðàáîòàíû ïåðâûå i êëåòîê. Äëÿ
êàæäîãî èç ïîëåé â äàííûé ìîìåíò õðàíèòñÿ n ìíîæåñòâ: äëÿ êàæäîé
èç n ñèòóàöèé õðàíèòñÿ ìíîæåñòâî èçëîìàííûõ ïðîôèëåé, äîñòèæèìûõ
èç íà÷àëüíîãî ìíîæåñòâà ïðîôèëåé. Îòìåòèì âàæíîå íàáëþäåíèå: åñëè
ýòè n ìíîæåñòâ ó ïîëåé ñîâïàäàþò, òî äàëüíåéøàÿ îáðàáîòêà îñòàâøåéñÿ
÷àñòè ïîëÿ áóäåò äëÿ îáîèõ ïîëåé ïðîõîäèòü îäèíàêîâî. Äåéñòâèòåëüíî,
âñÿ íåîáõîäèìàÿ èíôîðìàöèÿ îá óæå îáðàáîòàííîé ÷àñòè ïîëÿ õðàíèòñÿ
â ýòèõ ìíîæåñòâàõ ïðîôèëåé, è çíàíèÿ î êîíêðåòíûõ òèïàõ êëåòîê óæå
îáðàáîòàííîé ÷àñòè ïîëÿ åñëè è ïîíàäîáÿòñÿ, òî ëèøü äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ
è âûâîäà îòâåòà.

Òàêèì îáðàçîì, èç ïîëåé, âõîäÿùèõ â îäèí êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè â
îïèñàííîì âûøå ñìûñëå, äîñòàòî÷íî äàëåå îáðàáàòûâàòü òîëüêî îäíî ïî-
ëå. Ýòà èäåÿ îïòèìèçàöèè ëåæèò â îñíîâå îïèñûâàåìîãî â äàííîì ðàçäåëå
ïîäõîäà � ìåòàäèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

3.2.1. Ïîíÿòèå ìåòàïðîôèëÿ

Îïðåäåëåíèå 3.2. Ìåòàïðîôèëåì íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííûé íàáîð èç n

ìíîæåñòâ èçëîìàííûõ ïðîôèëåé.
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Ìåòàïðîôèëü ñîäåðæèò âñþ íåîáõîäèìóþ èíôîðìàöèþ äëÿ äàëü-
íåéøåé îáðàáîòêè ïîëÿ ïîñëå òîãî, êàê îáðàáîòàíû ïåðâûå i êëåòîê. Ðàñ-
ñìîòðèì òåïåðü, êàê ïåðåñ÷èòûâàþòñÿ ìåòàïðîôèëè ïî ìåðå îáðàáîòêè
êëåòîê ïîëÿ.

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò (äî îáðàáîòêè ïåðâîé êëåòêè) ìåòàïðîôèëü
ñîäåðæèò äëÿ êàæäîé ñèòóàöèè ìíîæåñòâî ïðîôèëåé, ñîîòâåòñòâóþùåå
íàáîðàì áóëåâûõ çíà÷åíèé, ïåðåäàâàåìûõ ïî âõîäÿùèì ïðîâîäàì â ýòîé
ñèòóàöèè.

Òåïåðü ðàññìîòðèì îáðàáîòêó ïðîèçâîëüíîé êëåòêè ïîëÿ. Ïîñëå
îáðàáîòêè âñåõ êëåòîê äî íåå èìååòñÿ òåêóùèé ìåòàïðîôèëü, çàäàþùèé
âñå äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ñèòóàöèè. Âûáåðåì äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé êëåòêè
íåêîòîðûé òèï.

Òåïåðü ïî î÷åðåäè ðàññìîòðèì êàæäóþ èç n ñèòóàöèé. Äëÿ êàæäîé
èç íèõ èìååòñÿ ìíîæåñòâî èçëîìàííûõ ïðîôèëåé, äîñòèæèìûõ èç íà÷àëü-
íîãî ìíîæåñòâà.

Äëÿ êàæäîãî ïðîôèëÿ ïðîâåäåì ñòàíäàðòíûé øàã äèíàìè÷åñêîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïî èçëîìàííîìó ïðîôèëþ, à èìåííî, ïåðåáåðåì âñå çíà-
÷åíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé êëåòêè (ìíîæåñòâî B) è äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ
ñîãëàñíî òàáëèöå ïåðåõîäîâ ïîëó÷èì íîâûé èçëîìàííûé ïðîôèëü.

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ìíîæåñòâî èçëîìàííûõ ïðîôèëåé, äîñòèæèìûõ
èç íà÷àëüíîãî ïîñëå îáðàáîòêè ýòîé êëåòêè (ïðè êîíêðåòíîì òèïå ýòîé
êëåòêè), åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ìíîæåñòâî âñåõ íîâûõ èçëîìàííûõ ïðîôè-
ëåé, ïîëó÷åííûõ â ðàìêàõ ýòîãî ïåðåáîðà (âñåõ ïðîôèëåé ïðåäûäóùåãî
øàãà è âñåõ çíà÷åíèé êëåòêè).

Òàê äëÿ êàæäîé èç n ñèòóàöèé ìîæíî ïîëó÷èòü íîâîå ìíîæåñòâî
èçëîìàííûõ ïðîôèëåé. Ñîîòâåñòâåííî, íîâûé ìåòàïðîôèëü � ýòî óïîðÿ-
äî÷åííûé íàáîð èç ýòèõ n ìíîæåñòâ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè îáðàáîòêå îäíîé êëåòêè èç îäíîãî ñòàðîãî ìå-
òàïðîôèëÿ ïîëó÷àåòñÿ |A| íîâûõ � ïî îäíîìó äëÿ êàæäîãî òèïà ðàññìàò-
ðèâàåìîé êëåòêè.
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3.2.2. Îáùàÿ ñõåìà ðåàëèçàöèè ìåòàäèíàìè÷åñêîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Îñíîâíîé âûèãðûø ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòàäèíàìè÷åñêîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ ïðîèñõîäèò çàñ÷åò òîãî, ÷òî íà êàæäîì ñëîå ìåòàïðîôèëè
ìîæíî îòîæäåñòâëÿòü. Åñòåñòâåííî, äâà ìåòàïðîôèëÿ ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè,
åñëè äëÿ âñåõ n ñèòóàöèé ìíîæåñòâà èçëîìàííûõ ïðîôèëåé, ñîîòâåòñòâó-
þùèå ýòîé ñèòóàöèè, â îáîèõ ìåòàïðîôèëÿõ ñîâïàäàþò.

Àëãîðèòì ìåòàäèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñîñòîèò â ñëåäóþ-
ùåì:

• Ñôîðìèðîâàòü íà÷àëüíûé ìåòàïðîôèëü ñîãëàñíî êîíâåíöèè ïåðå-
äà÷è äàííûõ.

• Äëÿ êàæäîé êëåòêè ïðîâåñòè ñëåäóþùóþ ïðîöåäóðó: ðàññìîòðåòü
âñå òåêóùèå ìåòàïðîôèëè, äëÿ êàæäîãî èç íèõ ïåðåáðàòü âñå âîç-
ìîæíûå òèïû ðàññìàòðèâàåìîé êëåòêè (ìíîæåñòâî A) è ïîñòðîèòü
äëÿ êàæäîãî òèïà íîâûé ìåòàïðîôèëü. Çàòåì èç ïîëó÷åííîãî íàáî-
ðà ìåòàïðîôèëåé óäàëèòü âñå ïîâòîðÿþùèåñÿ ðàâíûå ýëåìåíòû, è
ïîëó÷èòü íîâîå òåêóùåå ìíîæåñòâî ìåòàïðîôèëåé.

• Ïîñëå îáðàáîòêè ïîñëåäíåé êëåòêè ðàññìîòðåòü âñå òåêóùèå ìåòà-
ïðîôèëè è äëÿ êàæäîãî èç íèõ ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îí èñêîìûì
ñîãëàñíî êîíâåíöèè ïåðåäà÷è äàííûõ.

Ìåòàïðîôèëü ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì, åñëè äëÿ êàæäîé èç n ñèòóàöèé
åãî ìíîæåñòâî ïðîôèëåé, ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîé ñèòóàöèè, â òî÷íîñòè ñî-
îòâåòñòâóåò íàáîðàì çíà÷åíèé èñõîäÿùèõ ïðîâîäîâ, îïèñàííûõ â íîòàöèè
óñòðîéñòâà äëÿ ýòîé ñèòóàöèè.

Òàêèì îáðàçîì ìîæíî çà êîíå÷íîå âðåìÿ ïðîâåðèòü ñóùåñòâîâà-
íèå óñòðîéñòâà ñ çàäàííîé ôóíêöèîíàëüíîñòüþ çàäàííîãî ðàçìåðà. Îäíàêî
êðîìå íàëè÷èÿ óñòðîéñòâà æåëàòåëüíî òàêæå çíàòü, êàê îíî âûãëÿäèò �
ïîëó÷èòü ïîëå, êîòîðîå èìååò ìíîæåñòâî çàïîëíåíèé â òî÷íîñòè ïîäõîäÿ-
ùåå ïîä íîòàöèþ èñêîìîé ôóíêöèîíàëüíîñòè.

Äëÿ ýòîãî ïðåäëàãàåòñÿ âìåñòå ñ êàæäûì ìåòàïðîôèëåì õðàíèòü
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èíôîðìàöèþ, ïîçâîëÿþùóþ âîññòàíàâëèâàòü ïîëå (òî÷íåå, óæå îáðàáîòàí-
íûé íà äàííûé ìîìåíò ïðåôèêñ ïîëÿ), êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò òàêîé ìå-
òàïðîôèëü. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî òàêèõ ïîëåé (ïðåôèêñîâ ïîëåé) ìîæåò
áûòü áîëåå îäíîãî, åñëè îäèíàêîâûå ïðîôèëè áûëè îòîæäåñòâëåíû. Äîñòà-
òî÷íî èíôîðìàöèè íåñóò ñëåäóþùèå çàïèñè:

• íåïîñðåäñòâåííî ïðåôèêñ ïîëÿ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ
ìíîæåñòâà A;

• òèï ïîñëåäíåé îáðàáîòàííîé êëåòêè è ññûëêà íà ìåòàïðîôèëü, èìåâ-
øèé ìåñòî äî åå îáðàáîòêè.

Åñëè âñå ìåòàïðîôèëè (â òîì ÷èñëå ìåòàïðîôèëè ïðåäûäóùèõ ñëî-
åâ) â êàæäûé ìîìåíò õðàíÿòñÿ â ïàìÿòè, òî áîëåå ýôôåêòèâåí (ïî òðåáó-
åìîé ïàìÿòè äëÿ õðàíåíèÿ) âòîðîé ïîäõîä, åñëè æå îáðàáîòàííûé ñëîé â
ïàìÿòè íå õðàíèòñÿ, òî âòîðîé ïîäõîä íå ïðèìåíèì.

Èíòåðåñåí òàêæå âîïðîñ, êàêîé èç ìåòàïðîôèëåé ñëåäóåò îñòàâëÿòü
â ðàññìàòðèâàåìîì ìíîæåñòâå â ñëó÷àå îòîæäåñòâëåíèÿ ðàâíûõ ìåòàïðî-
ôèëåé. (Åñëè íèêàêàÿ èíôîðìàöèÿ î ïîëå íå õðàíèòñÿ, òî ìåòàïðîôèëè
àáñîëþòíî èäåíòè÷íû, â ïðîòèâíîì æå ñëó÷àå îäèí ìåòàïðîôèëü õðàíèò
èíôîðìàöèþ îá îäíîì ïîëå, äðóãîé � î äðóãîì).

Ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ îáà ïîëÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå îäíîìó ìå-
òàïðîôèëþ, ðàâíîïðàâíû, îäíàêî äëÿ óïðîùåíèÿ ïîíèìàíèÿ ÷åëîâåêîì
ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ èíîãäà æåëàòåëüíî, ÷òîáû èñêîìîå óñòðîéñòâî âû-
ãëÿäåëî ¾ìàêñèìàëüíî ïðîñòî¿.

Îïðåäåëåíèå 3.3. Êðèòåðèåì êðàñîòû â çàäà÷å L íàçûâàåòñÿ ÷èñëåííàÿ
âåëè÷èíà, îïðåäåëåííàÿ äëÿ êàæäîãî ïðåôèêñà ïîëÿ çàäà÷è L, îïòèìèçà-
öèÿ êîòîðîé (íåôîðìàëüíî) ñîîòâåòñòâóåò óïðîùåíèþ ïîëÿ.

Â ñëó÷àå, êîãäà âìåñòå ñ ìåòàïðîôèëåì õðàíèòñÿ âåñü ïðåôèêñ ïî-
ëÿ, ñîîòâåòñòâóþùèé åìó, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëþáîé êðèòåðèé êðàñîòû, ñ
òåì òîëüêî òðåáîâàíèåì, ÷òîáû åãî âû÷èñëåíèå íå çàíèìàëî ñëèøêîì ìíî-
ãî âðåìåíè. Â ñëó÷àå, êîãäà ìåòàïðîôèëü õðàíèò òîëüêî ïîñëåäíþþ êëåòêó
ïðåôèêñà, â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ êðàñîòû ðàçóìíî èñïîëüçîâàòü èíäóêòèâ-
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íóþ ôóíêöèþ [7], òî åñòü ïîçâîëÿþùóþ âû÷èñëèòü êðèòåðèé êðàñîòû íî-
âîãî ìåòàïðîôèëÿ, çíàÿ ëèøü êðèòåðèé êðàñîòû ñòàðîãî è òèï ïîñëåäíåé
êëåòêè.

Ñîîòâåòñòâåííî, ïðè îòîæäåñòâëåíèè ðàâíûõ ìåòàïðîôèëåé â ðàñ-
ñìîòðåíèè îòñòàåòñÿ òîò èç íèõ, â êîòîðîì õðàíèìûé ïðåôèêñ ïîëÿ ëó÷øå
ñîãëàñíî êðèòåðèþ êðàñîòû ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è.

3.2.3. Îöåíêà âðåìåíè ðàáîòû äëÿ ìåòàäèíàìè÷åñêîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Îöåíèì âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà ìåòàäèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà îöåíèì âðåìÿ îáðàáîòêè îäíîé êëåòêè â óñëîâèÿõ
îäíîãî ìåòàïðîôèëÿ (ýòî ïðîöåäóðà áûëà îïèñàíà â ðàçä. 3.2.1).

Ïåðåáèðàþòñÿ âñå |A| òèïîâ ýòîé êëåòêè, è äëÿ êàæäîãî òèïà ñòðî-
èòñÿ ñâîé ìåòàïðîôèëü. Äëÿ ýòîãî â êàæäîé èç n ñèòóàöèé ðàññìàòðèâà-
þòñÿ âñå äîñòèæèìûå â óñëîâèÿõ ýòîé ñèòóàöèè èçëîìàííûå ïðîôèëè, èõ
íå áîëåå p øòóê. Äëÿ êàæäîãî èçëîìàííîãî ïðîôèëÿ ïåðåáèðàþòñÿ âñå |B|
âîçìîæíûõ çíà÷åíèé êëåòêè, è ðàññìàòðèâàåòñÿ íîâûé èçëîìàííûé ïðî-
ôèëü ñîãëàñíî òàáëèöå ïåðåõîäîâ (åñëè òàêîé ïåðåõîä åñòü). Ïîëó÷àåòñÿ íå
áîëåå p · |B| íîâûõ ïðîôèëåé, èç êîòîðûõ ôîðìèðóåòñÿ ìíîæåñòâî � îäíî
èç n ìíîæåñòâ íîâîãî ìåòàïðîôèëÿ.

Òàêèì îáðàçîì, îáðàáîòêà îäíîé êëåòêè òðåáóåò O(|A| · |B| · n · p)

âðåìåíè, è ïîñëå ýòîé îïåðàöèè èç îäíîãî ìåòàïðîôèëÿ ïîëó÷àåòñÿ |A|
íîâûõ ìåòàïðîôèëåé.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå mi � ÷èñëî ìåòàïðîôèëåé â òåêóùåì ñëîå äî
îáðàáîòêè i-é êëåòêè ïîëÿ. Èçâåñòíî, ÷òî m1 = 1, òî åñòü äî îáðàáîòêè
ïåðâîé êëåòêè èìååòñÿ îäèí ìåòàïðîôèëü � íà÷àëüíûé, ïîñòðîåííûé â ñî-
îòâåòñòâèè ñ êîíâåíöèåé ïåðåäà÷è äàííûõ. Êðîìå òîãî, ïðîöåäóðà ïîñòðî-
åíèÿ íîâîãî ñëîÿ ìåòàïðîôèëåé ïî ñòàðîìó ñëîþ ãàðàíòèðóåò íåðàâåíñòâî
mi+1 ≤ |A| ·mi.

Ñ ïîìîùüþ ââåäåííîãî îáîçíà÷åíèÿ îöåíèì âðåìÿ ðàáîòû ìåòàäè-
íàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïîñòðîåíèå íîâûõ ìåòàïðîôèëåé ïðîèñ-
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õîäèò äëÿ âñåõ ñëîåâ ìåòàïðîôèëåé, êðîìå ïîñëåäíåãî. Òàêèì îáðàçîì,
îïèñàííàÿ âûøå îïåðàöèÿ, çàíèìàþùàÿ O(|A| · |B| · n · p) âðåìåíè, âûïîë-

íÿåòñÿ
h·w∑
i=1

mi ðàç.
Êðîìå ïîñòðîåíèÿ íîâûõ ìåòàïðîôèëåé èìååòñÿ òàêæå ôàçà îòîæ-

äåñòâëåíèÿ ðàâíûõ, îäíàêî, åñëè õðàíèòü ìåòàïðîôèëè â õåø-òàáëèöå [4]
èëè â áîðå (trie [3]), òî äîáàâëåíèå íîâîãî ìåòàïðîôèëÿ â èìåþùóþñÿ êîë-
ëåêöèþ ìåòàïðîôèëåé çàíèìàåò (àñèìïòîòè÷åñêè) íå áîëüøå âðåìåíè, ÷åì
åãî ïîñòðîåíèå. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå âåðíî è äëÿ ïðîâåðêè êàæäîãî
ìåòàïðîôèëÿ èç ïîñëåäíåãî ñëîÿ íà òî, ÿâëÿåòñÿ ëè îí èñêîìûì êîíå÷-
íûì ìåòàïðîôèëåì. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî îöåíèâàòü âðåìÿ, òðåáóåìîå äëÿ
ïîñòðîåíèÿ âñåõ íîâûõ ìåòàïðîôèëåé.

Îñòàëîñü îöåíèòü âåëè÷èíû mi. Âî-ïåðâûõ, ñîãëàñíî ïðèâåäåííûì
âûøå îãðàíè÷åíèÿì, mi ≤ |A|i−1, ÷òî ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ðàçóìíîé îöåíêîé,
íå ó÷èòûâàþùèé âîçìîæíîñòü îòîæäåñòâëåíèÿ ìåòàïðîôèëåé.

Â äåéñòâèòåëüíîñòè æå, â êàæäîì ñëîå âñå ìåòàïðîôèëè ðàçëè÷íû,
ïîýòîìó ðàçìåð ñëîÿ íå ìîæåò ïðåâîñõîäèòü ÷èñëà òåîðåòè÷åñêè âîçìîæ-
íûõ ìåòàïðîôèëåé. Íàéäåì ýòî ÷èñëî. Ìåòàïðîôèëü ñîñòîèò èç n ýëåìåí-
òîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà ïðîôèëåé.
Âñåãî èçëîìàííûõ ïðîôèëåé (â êàæäîì ñëîå) íå áîëåå p, ñëåäîâàòåëüíî,
ìíîæåñòâ ïðîôèëåé íå áîëåå 2p. À íàáîðîâ èç n òàêèõ îáúåêòîâ, ñîîòâåò-
ñòâåííî, íå áîëåå (2p)n = 2n·p. (Ïðîùå ãîâîðÿ, â êàæäîé èç n ñèòóàöèé
êàæäûé èç p èçëîìàííûõ ïðîôèëåé ìîæåò áûòü ëèáî äîñòèæèìûì, ëèáî
íåäîñòèæèìûì).

Îòñþäà ñëåäóåò îöåíêà ñâåðõó, âåðíàÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñëîÿ:
mi ≤ 2n·p.
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Èç èìåþùèõñÿ íåðàâåíñòâ ïîëó÷èì îöåíêó íà ñóììó
h·w∑
i=1

mi:




h·w∑
i=1

mi ≤ 1 + |A|+ . . . + |A|h·w−1 ≤ 2 · |A|h·w−1

h·w∑
i=1

mi ≤ h · w · 2n·p

(â ïåðâîì íåðàâåíñòâå èñïîëüçóåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå |A| > 1, àíàëîãè÷íî
âû÷èñëåíèÿì èç ðàçä. 3.1.4).

Êîìáèíèðóÿ ýòè îöåíêè, ïîëó÷àåì, ÷òî âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà ìå-
òàäèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñîñòàâëÿåò

O(|B| · n · p ·min(|A|h·w, |A| · h · w · 2n·p)).

Â ýòîé îöåíêå ïðèñóòñòâóåò âåëè÷èíà p, çàâèñÿùàÿ îò ñïåöèôèêè
çàäà÷è. Åñëè àáñòðàãèðîâàòüñÿ îò íåå, îöåíêà âðåìåíè ðàáîòû ïðèíèìàåò
ñëåäóþùèé âèä:

O(|B| · n · (|A| · |B|)(h+1)(s−1)·
min(|A|h·w, |A| · h · w · 2n·(|A|·|B|)(h+1)(s−1)

)).

Èíòåðåñíî, ÷òî âòîðîé àðãóìåíò ôóíêöèè min ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì
îò w, õîòÿ, áåçóñëîâíî, êîíñòàíòà ïðè w âî âñåõ ðåàëüíûõ ñèòóàöèÿõ ÷ðåç-
âû÷àéíî âåëèêà.

Ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî ïåðâûé àðãóìåíò ôóíêöèè min � íå
÷òî èíîå êàê âðåìÿ ðàáîòû óëó÷øåííîé ðåàëèçàöèè äèíàìè÷åñêîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ (ðàçä. 3.1.4), òàêèì îáðàçîì ìåòàäèíàìè÷åñêîå ïðîãðàì-
ìèðîâàíèå ðàáîòàåò (àñèìïòîòè÷åñêè) íå õóæå.

3.3. Ïðèìåíåíèå ìåòàäèíàìè÷åñêîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà

NP-ïîëíîòû

Àëãîðèòì ìåòàäèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, îïèñàííûé â
ðàçä. 3.2, ïðèìåíèì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà NP-ïîëíîòû äâóìåðíûõ ëîêàëü-
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íî çàâèñèìûõ çàäà÷. À èìåííî, ïîñêîëüêó ýòîò àëãîðèòì ïîçâîëÿåò èñêàòü
óñòðîéñòâà ñ çàäàííîé ôóíöêöèîíàëüíîñòüþ çàäàííîãî ðàçìåðà, åãî ìîæíî
èñïîëüçîâàòü äëÿ àâòîìàòè÷åñêîãî ïîñòðîåíèÿ óñòðîéñòâ, ñîñòàâëÿþùèõ
íàáîðû, îïèñàííûå â ãëàâå 2.

3.3.1. Îáùàÿ ñõåìà ïðèìåíåíèÿ

Îñíîâíîå ¾óçêîå ìåñòî¿ ïðè ïðèìåíåíèè ìåòàäèíàìè÷åñêîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà NP-ïîëíîòû êîíêðåòíîé çàäà÷è çàêëþ-
÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íåîáõîäèìî çíàòü èçëîìàííûå ïðîôèëè, êîòîðûå ñîîò-
âåñòâóþò ïåðåäà÷å ïî íåêîòîðîìó íàáîðó ïðîâîäîâ òîãî èëè èíîãî íàáîðà
áóëåâûõ çíà÷åíèé � äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ íà÷àëüíîãî è êîíå÷íîãî (èñêîìî-
ãî) ìåòàïðîôèëÿ ïðè ïîñòðîåíèè êàæäîãî óñòðîéñòâà. Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ
ýòîãî íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî çíàòü, êàê óñòðîåí ïðîâîä, ïåðåäàþùèé
çíà÷åíèå ëîæü, è ïðîâîä, ïåðåäàþùèé çíà÷åíèå èñòèíà. Ïðîôèëü, ñîîò-
âåòñòâóþùèé íåñêîëüêèì ïðîâîäàì, îáû÷íî òðèâèàëüíî ñêëàäûâàåòñÿ èç
îòäåëüíûõ ÷àñòåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîâîäàì ïî îòäåëüíîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåæäå ÷åì íà÷èíàòü àâòîìàòè÷åñêè èñêàòü óñòðîé-
ñòâà, íåîáõîäèìî âûáðàòü êîíâåíöèþ ïåðåäà÷è äàííûõ. Ðàññìàòðèâàåìûé
â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîäõîä íå âêëþ÷àåò ìåòîäîâ äëÿ àâòîìàòèçàöèè ýòîãî
âûáîðà. Â êàæäîé êîíêðåòíîé çàäà÷å ñ÷èòàåòñÿ öåëåñîîáðàçíûì èñïîëüçî-
âàòü åñòåñòâåííûé èíòåëëåêò ÷åëîâåêà äëÿ ïðèäóìûâàíèÿ ñïîñîáà ïåðåäà-
÷è èíôîðìàöèè ìåæäó ÿ÷åéêàìè.

Òàêæå ïðèìåíåíèå åñòåñòâåííîãî èíòåëëåêòà òðåáóåòñÿ äëÿ ïðî-
ãðàììíîé ðåàëèçàöèè äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïî ïðîôèëþ. À
èìåííî, íåîáõîäèìî ðåàëèçîâàòü ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ ñëåäóþùåãî èçëî-
ìàííîãî ïðîôèëÿ ïî ïðåäûùåìó ïðè èçâåñòíîì òèïå è çíà÷åíèè îáðàáà-
òûâàåìîé êëåòêè. Èìåííî â ýòîé ïðîöåäóðå âûðàæåíà ñóòü è ñòðóêòóðà
ðàññìàòðèâàåìîé äâóìåðíîé ëîêàëüíî çàâèñèìîé çàäà÷è.

Íàêîíåö, íåîáÿçàòåëüíîé, íî âîçìîæíîé çàäà÷åé äëÿ ÷åëîâåêà ÿâëÿ-
åòñÿ âûáîð êðèòåðèÿ êðàñîòû (îïðåäåëåíèå 3.3) � ôîðìàëèçàöèÿ ïîíÿòèÿ
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î òîì, êàêîå óñòðîéñòâî áîëåå æåëàòåëüíî ïîëó÷èòü â êà÷åñòâå îòâåòà â
ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ íåñêîëüêèõ èñêîìûõ óñòðîéñòâ.

Ïîñëå îïèñàííûõ äåéñòâèé ïðèìåíåíèå ìåòàäèíàìè÷åñêîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ ê êîíêðåòíîé çàäà÷å íå òðåáóåò èíòåëëåêòóàëüíûõ èçûñ-
êîâ. ×åëîâå÷åñêàÿ ðîëü çàêëþ÷àåòñÿ â âûáîðå (çà÷àñòóþ ïåðåáîðå) ðàçìå-
ðîâ èñêîìûõ óñòðîéñòâ.

3.3.2. Îãðàíè÷åíèå âûñîòû ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè

Ïðèâåäåííàÿ â ðàçä. 3.2.3 îöåíêà âðåìåíè ðàáîòû àëãîðèòìà ìåòà-
äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïîêàçûâàåò ýêñïîíåíöèàëüíóþ çàâèñè-
ìîñòü âðåìåíè ðàáîòû îò âûñîòû ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè. È õîòÿ óêàçàí-
íàÿ àñèìïòîòèêà ÿâëÿåòñÿ îöåíêîé ñâåðõó, ðåçóëüòàòû ðàáîòû ïðîãðàììû
íà ïðèìåðàõ ïîäòâåðæäàþò ñóùåñòâåííóþ çàâèñèìîñòü âðåìåíè ðàáîòû îò
h.

Â ñâÿçè ñ âûøåñêàçàííûì, âñòàåò âîïðîñ î âîçìîæíîé ìèíèìèçàöèè
âûñîòû óñòðîéñòâ, âîçìîæíî, âïðî÷åì, çàñ÷åò óâåëè÷åíèÿ øèðèíû.

Âî-ïåðâûõ, óìåíüøèòü ðàññìàòðèâàåìûå âûñîòû ìîæíî, åñëè íà
ýòàïå ïðèäóìûâàíèÿ êîíâåíöèè ïåðåäà÷è äàííûõ ñôîðìóëèðîâàòü òàêèå
ïðàâèëà, êîòîðûå ïîçâîëÿò ðàçìåñòèòü ¾ïîçèöèè âõîäà¿ è ¾ïîçèöèè âûõî-
äà¿ ñîñåäíèõ ïðîâîäîâ ìàêñèìàëüíî áëèçêî äðóã ê äðóãó.

Âî-âòîðûõ, åñëè ìîæíî âûáèðàòü èëè âàðüèðîâàòü èñêîìûé íàáîð
óñòðîéñòâ, ñëåäóåò ïðåäïî÷èòàòü óñòðîéñòâà, ó êîòîðûõ ¾âûñîòà â ñìûñëå
÷èñëà ïðîâîäîâ¿, òî åñòü âåëè÷èíà max(win, wout), êàê ìîæíî ìåíüøå. Â
ðàçä. 3.3.3 áóäåò ïîêàçàí îäèí ïðèåì, ïðèìåíèìûé íà ïðàêòèêå.

3.3.3. Âçàèìîçàìåíÿåìîñòü âõîäÿùèõ è èñõîäÿùèõ ïðîâîäîâ

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ìèíèìèçàöèè âûñîòû ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè, íà-
áîðû óñòðîéñòâ, îïèñàííûå â ðàçä. 2.4.2, íå îïòèìàëüíû. Òàê â íàáîðå A2

èìåþòñÿ óñòðîéñòâà ¾1 èç 3¿ è ¾2 èç 3¿, ïðèíèìàþùèå ïî òðè âõîäíûõ
ïðîâîäà. Â çàäà÷àõ, â êîòîðûõ âûñîòà ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè êðèòè÷-
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íà, òàêèå óñòðîéñòâà ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå ñëîæíûìè äëÿ àâòîìàòè÷åñêîãî
ïîñòðîåíèÿ. Ê ñ÷àñòüþ, ñóùåñòâóåò íàáîð óñòðîéñòâ, äîñòàòî÷íûé äëÿ äî-
êàçàòåëüñòâà NP-ïîëíîòû çàäà÷è, â êîòîðîì êàæäîå óñòðîéñòâî èìååò íå
áîëåå äâóõ âõîäÿùèõ è íå áîëåå äâóõ èñõîäÿùèõ ïðîâîäîâ. Ïîêàæåì, êàêîé
ïðèåì ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü òàêîé íàáîð.

Ðàññìîòðèì óñòðîéñòâî ¾1 èç 3¿. Îíî èìååò òðè âõîäÿùèõ ïðîâîäà
è íîëü èñõîäÿùèõ. Âîçíèêàåò åñòåñòâåííîå æåëàíèå ïåðåíåñòè îäèí âõîäÿ-
ùèé ïðîâîä ñ ëåâîé ñòîðîíû íà ïðàâóþ. Áóäåì âðåìåííî ñ÷èòàòü åãî íå
¾èñõîäÿùèì¿, à ¾âõîäÿùèì ñ ïðàâîé ñòîðîíû¿. Ôóíêöèîíàëüíîñòü óñòðîé-
ñòâà ïðè ýòîì îñòàåòñÿ òîé æå: îíî èìååò çàïîëíåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà èç òðåõ âõîäÿùèõ (òåïåðü ñ ðàçíûõ ñòîðîí) ïðîâîäîâ ðîâíî îäèí
íåñåò çíà÷åíèå èñòèíà.

Ïîïðîáóåì òåïåðü ðàçâåðíóòü îäèíàðíûé ïðîâîä íà 180◦. Äëÿ ýòî-
ãî íóæíî óñòðîéñòâî ¾ðàçâîðîò îäèíàðíîãî ïðîâîäà¿ ñ äâóìÿ âõîäÿùèìè
ïðîâîäàìè è áåç èñõîäÿùèõ ïðîâîäîâ. Ïðè ýòîì åñòü äâà âàðèàíòà ôóíê-
öèîíàëüíîñòè ýòîãî óñòðîéñòâà:

• [ff,tt,ft tf][,,x] � ïðîâîä ïîâîðà÷èâàåò, íå ìåíÿÿ çíà÷åíèå.

• [ft,tf,ff tt][,,x] � ïðîâîä ïîâîðà÷èâàåò, ìåíÿÿ çíà÷åíèå.

Ýòî óñòðîéñòâî â íåêîòîðîì ñìûñëå ñèììåòðè÷íî óñòðîéñòâó ¾ñî-
çäàíèå äâîéíîãî ïðîâîäà¿, ïðè÷åì äâà âàðèàíòà ôóíêöèîíàëüíîñòè ñîîò-
âåòñòâóþò äâóì âàðèàíòàì ñòðóêòóðû äâîéíûõ ïðîâîäîâ: îíè ìîãóò ñîñòî-
ÿòü èç îäèíàðíûõ, ëèáî èäóùèõ ¾â ôàçå¿, ëèáî èäóùèõ ¾â ïðîòèâîôàçå¿.
Ïîñêîëüêó, êàê áûëî îòìå÷åíî â ðàçä. 2.2.2, â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ âòîðîé òèï äâîéíûõ ïðîâîäîâ, ïî àíàëîãèè áóäåì ðàññìàòðèâàòü
ïîâîðîò ïðîâîäà, ïðè êîòîðîì ïåðåäàâàåìîå çíà÷åíèå ìåíÿåòñÿ (âòîðîé âà-
ðèàíò).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñëó÷àé äâîéíûõ ïðîâîäîâ, ñîñòîÿùèõ èç îäè-
íàðíûõ, ïåðåäàþùèõ ðàâíûå çíà÷åíèÿ, íå ñëîæíåå è ðàññìàòðèâàåòñÿ àíà-
ëîãè÷íî.

Âåðíåìñÿ ê óñòðîéñòâó ¾1 èç 3¿. Îäèí èç âõîäÿùèõ ïðîâîäîâ òåïåðü
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ïåðåíåñåí â äðóãóþ ñòîðîíó è èìååò ïðîòèâîïîëîæíîå çíà÷åíèå (ýòî è åñòü
îáùåå ïðàâèëî ïåðåíîñà âõîäÿùèõ ïðîâîäîâ èç ëåâîé ÷àñòè â ïðàâóþ). Â
òàêîì ñëó÷àå, óñòðîéñòâî äîëæíî èìåòü çàïîëíåíèå â ñëåäóþùèõ è òîëüêî
â ñëåäóþùèõ ñèòóàöèÿõ:

• Ïî âõîäÿùèì ïðîâîäàì ïåðåäàíû äâà çíà÷åíèÿ ëîæü, ïî èñõîäÿùåìó
ïåðåäàíî çíà÷åíèå ëîæü.

• Ïî âõîäÿùèì ïðîâîäàì ïåðåäàíû ðàçíûå çíà÷åíèÿ, ïî èñõîäÿùåìó
ïåðåäàíî çíà÷åíèå èñòèíà.
Â íîòàöèè, îïèñàííîé â ðàçä. 2.3, ôóíêöèîíàëüíîñòü òàêîãî óñòðîé-

ñòâà çàïèñûâàåòñÿ êàê [ff,ft,tf,tt][f,t,t,x]. Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå
äâóõ âõîäÿùèõ çíà÷åíèé èñòèíà óñòðîéñòâî íå èìååò çàïîëíåíèÿ, à èíà÷å �
ïåðåäàåò äàëåå ëîãè÷åñêîå ÈËÈ çíà÷åíèé âõîäÿùèõ ïðîâîäîâ. Èíûìè ñëî-
âàìè, ýòî óñòðîéñòâî âûÿñíÿåò, âåðíî ëè, ÷òî èç âõîäÿùèõ ïðîâîäîâ ðîâíî
îäèí ïåðåäàåò çíà÷åíèå èñòèíà. Ïîýòîìó áóäåì íàçûâàòü ýòî óñòðîéñòâî
¾1 èç 2¿.

Òåïåðü ðàññìîòðèì óñòðîéñòâî ¾2 èç 3¿. Â íåì òàêæå ïåðåíåñåì îäèí
èç âõîäÿùèõ ïðîâîäîâ â ïðàâóþ ÷àñòü, îáðàòèâ åãî çíà÷åíèå. Íîâîå óñòðîé-
ñòâî äîëæíî èìåòü çàïîëíåíèÿ ðîâíî â ñëåäóþùåì ìíîæåñòâå ñèòóàöèé:

• Ïî âõîäÿùèì ïðîâîäàì ïåðåäàíû äâà çíà÷åíèÿ èñòèíà, ïî èñõîäÿ-
ùåìó ïåðåäàíî çíà÷åíèå èñòèíà.

• Ïî âõîäÿùèì ïðîâîäàì ïåðåäàíû ðàçíûå çíà÷åíèÿ, ïî èñõîäÿùåìó
ïåðåäàíî çíà÷åíèå ëîæü.
Â èñïîëüçóåìîé íîòàöèè äàííàÿ ôóíêöèîíàëüíîñòü çàïèñûâàåòñÿ

êàê [tt,ft,tf,ff][t,f,f,x]. Íåñòðîãî ãîâîðÿ, ýòî óñòðîéñòâî âûÿñíÿåò,
âåðíî ëè, ÷òî èç âõîäÿùèõ äâóõ ïðîâîäîâ îáà ïåðåäàþò çíà÷åíèå èñòèíà.
Áóäåì íàçûâàòü ýòî óñòðîéñòâî ¾2 èç 2¿.

Íàêîíåö, âåðíåìñÿ ê óñòðîéñòâó ¾ðàçâîðîò îäèíàðíîãî ïðîâîäà¿.
Îíî çàïðåùàåò âõîäÿùèì äâóì ïðîâîäàì ïåðåäàâàòü ðàâíûå çíà÷åíèÿ. Îä-
íàêî óñòðîéñòâî ñî ñõîäíîé ôóíêöèîíàëüíîñòüþ óæå åñòü � ýòî ¾âàëèäàòîð
ïðîòèâîïîëîæíîñòè çíà÷åíèé¿ (ðàçä. 2.4.2). Åñëè ïîñòàâèòü ¾âàëèäàòîð¿
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ïåðåä ¾ðàçâîðîòîì¿, òî ¾ðàçâîðîò¿ íå äîëæåí áóäåò ðàçáèðàòü ñëó÷àé ðàâ-
íûõ çíà÷åíèé; ýòî íîâîå, áîëåå ïðîñòîå óñòðîéñòâî, èìååò ôóíêöèîíàëü-
íîñòü [ft,tf][,]. Ëîãè÷íî íàçâàòü ýòî óñòðîéñòâî ¾îêîí÷àíèå äâîéíîãî
ïðîâîäà¿.

Ïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ ïîçâîëÿþò ïðåäñòàâèòü íàáîð óñòðîéñòâ,
äîñòàòî÷íûé äëÿ äîêàçàòåëüñòâà NP-ïîëíîòû, â êîòîðîì âñå óñòðîéñòâà
èìåþò íå áîëåå äâóõ âõîäÿùèõ è íå áîëåå äâóõ èñõîäÿùèõ ïðîâîäîâ.

Îïðåäåëåíèå 3.4. Íàáîð óñòðîéñòâ A′
2 ïðåäñòàâëåí â òàáë. 3.1.

Òàáëèöà 3.1. Íàáîð óñòðîéñòâ A′2
Îáîçíà÷åíèå Ðàçìåð

(â ÿ÷åéêàõ) Íàçâàíèå Ôóíêöèîíàëüíîñòü

1× 1 Îäèíàðíûé
ïðîâîä [f,t][f,t]

2× 1
Ñîçäàíèå
äâîéíîãî
ïðîâîäà

[][ft tf]

2× 1
Âàëèäàòîð

ïðîòèâîïîëîæíîñòè
çíà÷åíèé

[ft,tf,ff tt][ft,tf,x]

2× 1
Ïåðåêðåùèâàíèå

îäèíàðíûõ
ïðîâîäîâ

[ff,ft,tf,tt][ff,tf,ft,tt]

2× 1 1 èç 2 [ff,ft,tf,tt][f,t,t,x]

2× 1 2 èç 2 [tt,ft,tf,ff][t,f,f,x]

2× 1
Îêîí÷àíèå
äâîéíîãî
ïðîâîäà

[ft,tf][,]

Òåîðåìà 3.5. Äâóìåðíàÿ ëîêàëüíî çàâèñèìàÿ çàäà÷à L, äëÿ êîòîðîé ñó-
ùåñòâóåò íàáîð óñòðîéñòâ A′

2, ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ äîêàçàííîé ðàíåå òåîðåìîé 2.14 è âûðà-
çèì ñ ïîìîùüþ íàáîðà A′

2 âñå óñòðîéñòâà íàáîðà A2. À èìåííî, äîñòàòî÷íî
ïðèâåñòè ðåàëèçàöèè óñòðîéñòâ ¾1 èç 3¿ è ¾2 èç 3¿, òàê êàê îñòàëüíûå
óñòðîéñòâà íàáîðà A2 ïðèñóòñòâóþò â A′

2. Èñêîìûå ðåàëèçàöèè ïðèâåäåíû
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íà ðèñ. 3.3 è 3.4.

Ðèñ. 3.3. Ðåàëèçàöèÿ óñòðîéñòâà ¾1 èç 3¿ ïðè ïîìîùè íàáîðà A′2

Ðèñ. 3.4. Ðåàëèçàöèÿ óñòðîéñòâà ¾2 èç 3¿ ïðè ïîìîùè íàáîðà A′2

Ñîîòâåòñòâåííî, â êîíñòðóêöèè, ñîîòâåòñòâóþùåé íàáîðó A2, ïðî-
èçîéäåò îäíî èçìåíåíèå: øèðèíà ïÿòîãî ñëîÿ óâåëè÷èòñÿ íà äâå ÿ÷åéêè.
ßñíî, ÷òî ýòî èçìåíåíèå íå âëèÿåò íà ïîëèíîìèàëüíîñòü ñâåäåíèÿ. Òàêèì
îáðàçîì, íàáîðàA′

2 äîñòàòî÷íî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà NP-ïîëíîòû äâóìåðíîé
ëîêàëüíî çàâèñèìîé çàäà÷è L.

Äîêàçàííàÿ òåîðåìà ñâèäåòåëüñòâóåò, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà NP-
ïîëíîòû äâóìåðíûõ ëîêàëüíî çàâèñèìûõ çàäà÷ ìåòîäîì, èçëàãàåìûì â íà-
ñòîÿùåé ðàáîòå, äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü óñòðîéñòâà, èìåþùèå íå áîëåå
äâóõ âõîäÿùèõ è íå áîëåå äâóõ èñõîäÿùèõ ïðîâîäîâ, è, ñîîòâåòñòâåííî,
âûñîòîé íå áîëåå ÷åì â äâå ÿ÷åéêè. Â ðàçäåëå 4.2 áóäåò ïðèâåäåí ïðèìåð
çàäà÷è, äîêàçàòåëüñòâî NP-ïîëíîòû êîòîðîé áûëî ïîëó÷åíî èìåííî áëàãî-
äàðÿ îïèñàííûì âûøå ïðèåìàì.
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Ãëàâà 4. Ïðàêòè÷åñêîå âíåäðåíèå
Îïèñàííûé â ãëàâå 3 àëãîðèòì ìåòàäèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðî-

âàíèÿ áûë ðåàëèçîâàí ïðîãðàììíî è ïðèìåíåí äëÿ äîêàçàòåëüñòâà NP-
ïîëíîòû íåêîòîðûõ äâóìåðíûõ ëîêàëüíî çàâèñèìûõ çàäà÷, â òîì ÷èñëå
òåõ, äëÿ êîòîðûõ ðàíåå âîïðîñ îá èõ NP-ïîëíîòå îñòàâàëñÿ îòêðûòûì.

Ðàçäåë 4.1 ñîäåðæèò äîêàçàòåëüñòâî NP-ïîëíîòû çàäà÷è (2, 3)-
çàìîùåíèÿ, ïîâòîðÿþùåå ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé â 1995-ì ãîäó [8]. Ðàç-
äåë 4.2 ñîäåðæèò äîêàçàòåëüñòâî NP-ïîëíîòû çàäà÷è 4-CROSS SUM. Áîëåå
òîãî, ïîëó÷åííûé íàáîð óñòðîéñòâ äëÿ çàäà÷è 4-CROSS SUM îêàçûâàåò-
ñÿ òàêæå äîñòàòî÷íûì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà NP-ïîëíîòû çàäà÷è N-CROSS
SUM ïðè ëþáîì N ≥ 4. (óòâåðæäåíèå 4.2). Òàêèì îáðàçîì, îêàçûâàåò-
ñÿ ðàçðåøåííûì ðàíåå îòêðûòûé âîïðîñ îá NP-ïîëíîòå çàäà÷è N-CROSS
SUM äëÿ N ∈ {4, 5, 6}.

4.1. Äîêàçàòåëüñòâî NP-ïîëíîòû çàäà÷è
(2, 3)-çàìîùåíèÿ

Â äàííîì ðàçäåëå îïèñàí íàáîð óñòðîéñòâ A2, ïîëó÷åííûé àâòîìà-
òè÷åñêè äëÿ çàäà÷è (2, 3)-çàìîùåíèÿ, è òåì ñàìûì, ñîãëàñíî òåîðåìå 2.14
äîêàçàíà åå NP-ïîëíîòà.

Äëÿ íà÷àëà ñôîðìóëèðóåì, ÷òî ÿâëÿåòñÿ èçëîìàííûì ïðîôèëåì äëÿ
çàäà÷è (2, 3)-çàìîùåíèÿ. Ïóñòü óæå çàïîëíåíû íåñêîëüêî ñòîëáöîâ öåëè-
êîì è íåñêîëüêî ïåðâûõ êëåòîê î÷åðåäíîãî ñòîëáöà. Íà ðèñ. 4.1 ñïëîøíàÿ
ëèíèÿ îòäåëÿåò óæå çàïîëíåííûå êëåòêè îò (âîçìîæíî) åùå íå çàïîëíåí-
íûõ.

Èññëåäóåì, êàêèå êëåòêè ñïðàâà îò ñïëîøíîé ëèíèè ìîãóò áûòü ïî-
êðûòû óæå ïîñòàâëåííûìè ïîëèìèíî. Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ýòî êëåòêè, îòìå-
÷åííûå íà ðèñóíêå çíàêîì âîïðîñà. Äåéñòâèòåëüíî, êàæäàÿ èç íèõ ìîæåò
áûòü ïîêðûòà ãîðèçîíòàëüíûì äîìèíî, ïîñòàâëåííûì ðàíåå ïðè îáðàáîòêå
êëåòêè ñëåâà. Íàîáîðîò, íèêàêèå äðóãèå êëåòêè íå ìîãóò áûòü ïîêðûòû íè
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Ðèñ. 4.1. Ïðîôèëü â çàäà÷å (2, 3)-çàìîùåíèÿ

ãîðèçîíòàëüíûì äîìèíî (áëèæàéøàÿ îáðàáîòàííàÿ êëåòêà íà äâå ëåâåå),
íè âåðòèêàëüíûì òðèìèíî (â ñòîáöå ïðîñòî íåò îáðàáîòàííûõ êëåòîê).

Òàêèì îáðàçîì, èçëîìàííûé ïðîôèëü õðàíèò ñëåäóþùóþ èíôîðìà-
öèþ: ïîëîæåíèå èçëîìà a (0 ≤ a < h) è h áèòîâ, îáîçíà÷àþùèõ ïîêðûòà
ëè ïîëèìèíî ñàìàÿ ëåâàÿ íåîáðàáîòàííàÿ êëåòêà â êàæäîé ñòðîêå.

×èñëî ðàçëè÷íûõ ïðîôèëåé â äàííîé çàäà÷å ñîñòàâëÿåò h · 2h.
Òåïåðü îïèøåì ïðîâîä. Êàê îêàçàëîñü, â äàííîé çàäà÷å ìîæíî ðàñ-

ñìîòðåòü íàèáîëåå åñòåñòâåííóþ êîíñòðóêöèþ ïðîâîäà � ãîðèçîíòàëüíóþ
ïîëîñó âûñîòû 1. ßñíî, ÷òî òàêóþ ïîëîñó ìîæíî çàìîñòèòü òîëüêî ãîðè-
çîíòàëüíûìè äîìèíî, ïðè÷åì ñóùåñòâóþò äâå âîçìîæíûõ ¾ôàçû¿ çàìîùå-
íèÿ � ëèíèè ãðàíèöû ìåæäó ñîñåäíèìè äîìèíî ìîãóò èìåòü ëèáî ÷åòíûå
êîîðäèíàòû x, ëèáî íå÷åòíûå. Ýòè äâà âàðèàíòà ñîîòâåòñòâóþò ïåðåäàâà-
åìûì çíà÷åíèÿì ëîæü è èñòèíà(ðèñ. 4.2).

Ðèñ. 4.2. Îäèíàðíûé ïðîâîä äëÿ çàäà÷è (2, 3)-çàìîùåíèÿ

Äëÿ äàííîãî îäèíàðíîãî ïðîâîäà áûëè íàéäåíû (êàê àâòîìàòè÷å-
ñêè, òàê è âðó÷íóþ) âñïîìîãàòåëüíûå óñòðîéñòâà, ïîçâîëÿþùèå ñäâèãàòü
îäèíàðíûé ïðîâîä íà òðè êëåòêè âíèç èëè ââåðõ (ðèñ. 4.3, 4.4). Ýòè âñïîìî-
ãàòåëüíûå óñòðîéñòâà ïðèãîäÿòñÿ â äàëüíåéøåì: èõ ìîæíî áóäåò âñòàâèòü
ïåðåä ñëîæíûì, íàéäåííûì àâòîìàòè÷åñêè, óñòðîéñòâîì, ÷òîáû ñäâèíóòü
òî÷êó âõîäà è òî÷êó âûõîäà ïðîâîäîâ.

Èíòåðåñíî, ÷òî ñîçäàòü âñïîìîãàòåëüíîå óñòðîéñòâî, ñäâèãàþùåå
ïðîâîä ïî âåðòèêàëè íà ÷èñëî êëåòîê, íå êðàòíîå 3, íåâîçìîæíî. Ïðè÷èíîé
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Ðèñ. 4.3. Ñäâèã îäèíàðíîãî ïðîâîäà íà òðè êëåòêè ââåðõ

Ðèñ. 4.4. Ñäâèã îäèíàðíîãî ïðîâîäà íà òðè êëåòêè âíèç

òîìó ÿâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèå, àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèþ 2.6, íî ðàññìàòðè-
âàþùåå êîîðäèíàòû y áåëûõ êëåòîê:

Óòâåðæäåíèå 4.1. Â ëþáîì ïîëå çàäà÷è (p, q)-çàìîùåíèÿ, èìåþùåì çà-
ïîëíåíèå, äëÿ âñåõ öåëûõ j â èíòåðâàëå [0, q−1) ÷èñëî áåëûõ êëåòîê, ÷üÿ
êîîðäèíàòà y ñðàâíèìà ñ j ïî ìîäóëþ q, äàåò îäèí è òîò æå îñòàòîê
ïðè äåëåíèè íà p.

Èìåÿ ýòî óòâåðæäåíèå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò óñòðîéñòâî,
ñäâèãàþùåå ãîðèçîíòàëüíûé ïðîâîä ñî ñòðî÷êè y1 íà ñòðî÷êó y2, ïðè÷åì
y1 6≡ y2 (mod 3). Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ ïåðåäàâàåìîãî çíà÷åíèÿ, ëîæü è
èñòèíà. Â îäíîì èç íèõ èìååò çàïîëíåíèå ïîëå ¾ãèïîòåòè÷åñêîå óñòðîéñòâî
ïëþñ êëåòêà ñ êîîðäèíàòîé y1¿, à â äðóãîì � ¾ãèïîòåòè÷åñêîå óñòðîéñòâî
ïëþñ êëåòêà ñ êîîðäèíàòîé y2¿.

Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 4.1, â çàïîëíåííîì ïîëå ÷èñëî áåëûõ êëåòîê
ñ êîîðäèíàòîé y, ñðàâíèìîé ïî ìîäóëþ 3 ñ íóëåì, ñ åäèíèöåé è ñ äâîéêîé �
òðè ÷èñëà îäèíàêîâîé ÷åòíîñòè. Îäíàêî ïðè ïåðåõîäå îò îäíîãî ðàññìîò-
ðåííîãî íàìè ïîëÿ ê äðóãîìó èç ýòèõ òðåõ ÷èñåë äâà ÷èñëà ìåíÿþò ÷åò-
íîñòü, à òðåòüå � íå ìåíÿåò. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå, ñëåäîâàòåëüíî ñäâèã
ïðîâîäà âîçìîæåí òîëüêî íà ÷èñëî êëåòîê, êðàòíîå 3.

Ïåðåéäåì, íàêîíåö, ê ïîñòðîåíèþ íàáîðà A2 íà ÿçûêå çàäà÷è (2, 3)-
çàìîùåíèÿ. Àâòîìàòè÷åñêè áûëè ïîëó÷åíû âñå øåñòü óñòðîéñòâ èñêîìîãî
íàáîðà, ïîñëå ÷åãî îíè áûëè ïðîñòåéøèìè ïðèåìàìè (ïðîäëåíèåì ïðîâîäîâ
è ïðèìåíåíèåì âñïîìîãàòåëüíûõ óñòðîéñòâ ñäâèãà ïî âåðòèêàëè) ïðèâåäå-
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íû ê åäèíîìó ðàçìåðó è åäèíîé êîíâåíöèè ñòûêîâêè.
ß÷åéêè èìåþò ðàçìåð 6×10, ïåðåäà÷à èíôîðìàöèè (ñòûêîâêà) ïðî-

èñõîäèò íà òðåòüåé ñâåðõó ñòðîêå ÿ÷åéêè. Ïðàâèëî ñòûêîâêè ôîðìóëèðó-
åòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè äîìèíî çàêàí÷èâàåòñÿ ðîâíî íà ãðàíèöå
ìåæäó ÿ÷åéêàìè, ýòî ñîîòâåòñòâóåò ïåðåäà÷å çíà÷åíèÿ ëîæü, åñëè äîìèíî
ïåðåõîäèò ãðàíèöó è çàíèìàåò îäíó êëåòêó â ñëåäóþùåé ÿ÷åéêå, ýòî ñîîò-
âåòñòâóåò çíà÷åíèþ èñòèíà.

Øåñòü óñòðîéñòâ íàáîðà A2 ïðèâåäåíû íà ðèñ. 4.5�4.9.
Íàèáîëåå ñëîæíûì äëÿ íàõîæäåíèÿ îêàçàëîñü óñòðîéñòâî ¾ïåðåêðå-

ùèâàíèå îäèíàðíûõ ïðîâîäîâ¿. Åñëè ïîëîæèòü ðàññòîÿíèå ìåæäó âõîäÿ-
ùèìè è èñõîäÿùèìè ïðîâîäàìè ðàâíûì òðåì, òî íàèìåíüøåå ïî ïëîùàäè
çàíèìàåìîãî ïîëÿ íàéäåííîå óñòðîéñòâî èìååò ðàçìåð 6×14, îíî èçîáðàæå-
íî íà ðèñ. 4.10. Â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ ýòîãî óñòðîéñòâà áûëè îáðàáîòàíû
1 335 539 ìåòàïðîôèëåé.

Ê ñîæàëåíèþ, äâà óñòðîéñòâà òàêîãî âèäà íåëüçÿ ðàñïîëàãàòü íåïî-
ñðåäñòâåííî îäíî íàä äðóãèì, áåç ðàçäåëåíèÿ ÷åðíûìè ÿ÷åé÷êàìè. Åñëè
áû ýòî áûëî âîçìîæíî, òî ñóùåñòâîâàë áû íàáîð A2 c âûñîòîé ÿ÷åéêè,
ñîñòàâëÿþùåé âñåãî òðè êëåòêè.

Åñëè æå ïåðåéòè ê ðàññòîÿíèþ ìåæäó ïðîâîäàìè, ðàâíîìó øåñòè,
òî íàèìåíüøåå ïî ïëîùàäè íàéäåííîå óñòðîéñòâî ¾ïåðåêðåùèâàíèå îäè-
íàðíûõ ïðîâîäîâ¿ � èñïîëüçîâàííîå â ïðèâåäåííîì íàáîðå (ðèñ. 4.8). Äëÿ
åãî íàõîæäåíèÿ ïîòðåáîâàëîñü ïåðåáðàòü 12 027 186 ìåòàïðîôèëåé.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè óñòðîéñòâ äëÿ çàäà÷è (2, 3)-
çàìîùåíèÿ êðèòåðèåì êðàñîòû ïîëÿ (îïðåäåëåíèå 3.3) ñ÷èòàëîñü íàèìåíü-
øåå ÷èñëî áåëûõ êëåòîê.

4.2. Äîêàçàòåëüñòâî NP-ïîëíîòû çàäà÷è
4-CROSS SUM

Â äàííîì ðàçäåëå îïèñàí íàáîð óñòðîéñòâ A′
2 (îïðåäåëåíèå 3.4), ïî-

ëó÷åííûé àâòîìàòè÷åñêè äëÿ çàäà÷è 4-CROSS SUM, è òåì ñàìûì, ñîãëàñíî
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Ðèñ. 4.5. ¾Îäèíàðíûé ïðîâîä¿

Ðèñ. 4.6. ¾Ñîçäàíèå äâîéíîãî ïðîâîäà¿

Ðèñ. 4.7. ¾Âàëèäàòîð ïðîòèâîïîëîæíîñòè çíà÷åíèé¿
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Ðèñ. 4.8. ¾Ïåðåêðåùèâàíèå îäèíàðíûõ ïðîâîäîâ¿

Ðèñ. 4.9. Óñòðîéñòâà ¾1 èç 3¿ è ¾2 èç 3¿

Ðèñ. 4.10. Àëüòåðíàòèâíûé âàðèàíò óñòðîéñòâà ¾Ïåðåêðåùèâàíèå îäèíàðíûõ ïðîâîäîâ¿

65



òåîðåìå 3.5 äîêàçàíà åå NP-ïîëíîòà.
Äëÿ íà÷àëà îïèøåì ïðîôèëü çàäà÷è 4-CROSS SUM. Ïóñòü óæå çà-

ïîëíåíû íåñêîëüêî ñòîëáöîâ öåëèêîì è íåñêîëüêî ïåðâûõ êëåòîê î÷åðåä-
íîãî ñòîëáöà. Íà ðèñ. 4.11 ñïëîøíàÿ ëèíèÿ îòäåëÿåò çàïîëíåííûå êëåòêè
îò íåçàïîëíåííûõ.

h

a

Ðèñ. 4.11. Ïðîôèëü â çàäà÷å 4-CROSS SUM

Ðàññìîòðèì, êàêàÿ èíôîðìàöèÿ íàì íåîáõîäèìà äëÿ äàëüíåéøåãî
çàïîëíåíèÿ ïîëÿ. Çàôèêñèðóåì íåêîòîðóþ ñòðîêó, ïóñòü â íåé íåïîñðåä-
ñòâåííî ïåðåä ñïëîøíîé ëèíèåé ðàñïîëîæåíà ãðóïïà çàïîëíåíûõ áåëûõ
êëåòîê. Òîãäà äëÿ äàëüíåéøåãî çàïîëíåíèÿ ýòîé ñòðîêè íåîáõîäèìî çíàòü
ìíîæåñòâî öèôð, ñòîÿùèõ â ýòîé ãðóïïå � èíà÷å åñòü âîçìîæíîñòü ïî-
ñòàâèòü â ïðîäîëæåíèè ýòîé ãðóïïû íåêîòîðóþ öèôðó ïîâòîðíî. Ñëåäóåò
îòìåòèòü, ÷òî ïîðÿäîê ðàñïîëîæåíèÿ öèôð äî ñïëîøíîé ÷åðòû íå âàæåí,
âàæíî òîëüêî ìíîæåñòâî çíà÷åíèé.

Êðîìå òîãî, åñëè â òåêóùåì ðàññìàòðèâàåìîì ñòîëáöå íåïîñðåä-
ñòâåííî ïåðåä ñïëîøíîé ëèíèåé ðàñïîëîæåíà ãðóïïà çàïîëíåííûõ áåëûõ
êëåòîê, ïðîôèëü òàêæå îáÿçàí õðàíèòü ìíîæåñòâî öèôð, ñòîÿùèõ â íåé.

Èòîãî ïðîôèëü õðàíèò ïîëîæåíèå èçëîìà a (0 ≤ a < h) è h + 1

çàïèñü î òîì, êàêîå ìíîæåñòâî öèôð ïîñòàâëåíî â òåêóùóþ ¾îòêðûòóþ¿
ãðóïïó áåëûõ êëåòîê âî âñåõ ñòðîêàõ è â òåêóùåì ñòîëáöå. Êàæäàÿ òà-
êàÿ çàïèñü ñîäåðæèò 4 áèòà çíà÷èìîé èíôîðìàöèè. Ïðè ýòîì çàïèñü, ãî-
âîðÿùàÿ, ÷òî â òåêóùåé ãðóïïå ïîñòàâëåíî ïóñòîå ìíîæåñòâî öèôð, ñîîò-
âåòñòâóåò òîìó, ÷òî òåêóùåé ãðóïïû íåò, òî åñòü ïîñëåäíÿÿ çàïîëíåííàÿ
êëåòêà � ÷åðíàÿ.

Èç âûøåñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî âîçìîæíûõ ïðîôèëåé â çà-
äà÷å 4-CROSS SUM ñîñòàâëÿåò h · 24(h+1), à â ñëó÷àå îáîáùåííîé çàäà÷è
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N-CROSS SUM � h · 2N(h+1). Îäíàêî ýòî � îöåíêà ñâåðõó, òàê êàê ìíî-
ãèå ïðîôèëè ïðîòèâîðå÷èâû, íàïðèìåð, ïðîôèëü, â êîòîðîì çíà÷èòñÿ, ÷òî
â òåêóùåì ñòîëáöå íåò îòêðûòîé ãðóïïû áåëûõ êëåòîê (ïîñëåäíÿÿ êëåò-
êà � ÷åðíàÿ), à â ïîñëåäíåé îáðàáîòàííîé ñòðîêå îòêðûòàÿ ãðóïïà åñòü
(ïîñëåäíÿÿ êëåòêà � áåëàÿ).

Äëÿ çàäà÷è 4-CROSS SUM áûë àâòîìàòè÷åñêè ïîñòðîåí íàáîð A′
2,

îïèñàííûé â ãëàâå 3. Ýòîò âûáîð îáóñëîâëåí êðèòè÷íîñòüþ âûñîòû ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé îáëàñòè. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ âñåõ óñòðîéñòâ ýòîãî íàáîðà ïîòðå-
áîâàëîñü ðàññìîòðåòü óñòðîéñòâà âûñîòîé â 5 êëåòîê. Â ýòèõ óñëîâèÿõ ñó-
ùåñòâóþò 797 257 íåïðîòèâîðå÷èâûõ ïðîôèëåé. Ïðè ïîñòðîåíèè óñòðîéñòâ
âûñîòîé â 6 êëåòîê ïîòðåáîâàëîñü áû ðàáîòàòü ñ 9 251 304 ïðîôèëÿìè, à
÷èñëî ïðîôèëåé â ïîëå âûñîòîé â 7 êëåòîê ñëèøêîì âåëèêî, ÷òîáû èõ
ìîæíî áûëî õðàíèòü â îïåðàòèâíîé ïàìÿòè ñîâðåìåííîãî êîìïüþòåðà.

Íàèáîëåå ñëîæíûì äëÿ íàõîæäåíèÿ îêàçàëîñü óñòðîéñòâî ¾âàëèäà-
òîð ïðîòèâîâîëîæíîñòè çíà÷åíèé¿. Ïðè åãî ïîñòðîåíèè áûëî ðàññìîòðåíî
2 856 129 ìåòàïðîôèëåé.

Îïèøåì ïîëó÷åííûé íàáîð óñòðîéñòâ. ß÷åéêè èìåþò ðàçìåð 6×12.
Êðîìå òîãî, â öåëÿõ âîçìîæíîñòè ñòûêîâêè, íà óñòðîéñòâà íàêëàäûâàþòñÿ
ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ:

• Âåðõíÿÿ ñòðîêà óñòðîéñòâà ñîñòîèò èç ÷åðíûõ êëåòîê.
• Â ïðàâîì ñòîëáöå êàæäîé ÿ÷åéêè âåðõíèå òðè ÿ÷åéêè � ÷åðíûå.
• Â ëåâîì ñòîëáöå êàæäîé ÿ÷åéêè íèæíèå äâå ÿ÷åéêè � ÷åðíûå.

Ïåðåäà÷à áèòà èíôîðìàöèè ïðîèñõîäèò íà òðåòüåé ñíèçó ñòðîêå. Ïðè ýòîì
êîíâåíöèè ïåðåäà÷è ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì:

• Òðåòüÿ ñíèçó ñòðîêà ëåâîé ÿ÷åéêè îêàí÷èâàåòñÿ îòêðûòîé ãðóïïîé
áåëûõ êëåòîê.

• Âñå âîçìîæíûå çàïîëíåíèÿ ëåâîé ÿ÷åéêè óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùå-
ìó óñëîâèþ: äîïîëíèòü îòêðûòóþ ãðóïïó áåëûõ êëåòîê â òðåòüåé
ñíèçó ñòðîêå ìîæíî òîëüêî åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì, à èìåííî îä-
íîé öèôðîé � ëèáî åäèíèöåé, ëèáî äâîéêîé.
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• Çàïîëíåíèå, òðåáóþùåå â ýòîì ìåñòå åäèíèöó, îáîçíà÷àåò ïåðåäà÷ó
çíà÷åíèÿ ëîæü, à çàïîëíåíèå, òðåáóþùåå äâîéêó, � çíà÷åíèÿ èñòèíà.

Îïèñàííûå âûøå êîíâåíöèè ïðîèëëþñòðèðîâàíû íà ðèñ. 4.12.

/1 2

Ðèñ. 4.12. Êîíâåíöèÿ ñòûêîâêè óñòðîéñòâ

Ïîëó÷åííûé íàáîð óñòðîéñòâ A′
2, óäîâëåòâîðÿþùèé óêàçàííûì

óñëîâèÿì, ïðèâåäåí íà ðèñ. 4.13 � 4.19. Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, óñòðîé-
ñòâî ¾îêîí÷àíèå äâîéíîãî ïðîâîäà¿ åñòü óñòðîéñòâî ¾ñîçäàíèå äâîéíîãî
ïðîâîäà¿, ïîâåðíóòîå íà 180 ãðàäóñîâ, è ñäâèíóòîå äëÿ ñîáëþäåíèé êîí-
âåíöèé ñòûêîâêè.

Ïðè ïîñòðîåíèè óñòðîéñòâ äëÿ çàäà÷è 4-CROSS SUM êðèòåðèåì
êðàñîòû ñ÷èòàëîñü â ïåðâóþ î÷åðåäü ìèíèìàëüíîå ÷èñëî áåëûõ êëåòîê,
ïðè ðàâåíñòâå ýòîãî ïàðàìåòðà � ìèíèìàëüíàÿ ñóììà êâàäðàòîâ âñåõ ïîä-
ñêàçîê.

Âàæíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ôàêò.

Óòâåðæäåíèå 4.2. Ïðèâåäåííûé íàáîð óñòðîéñòâ äîñòàòî÷åí äëÿ äîêà-
çàòåëüñòâà NP-ïîëíîòû çàäà÷è N-CROSS SUM äëÿ âñåõ N ≥ 4.
Äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ, îòìåòèì, ÷òî äàííîå óòâåðæäåíèå íå ÿâëÿ-
åòñÿ òðèâèàëüíûì: òå èëè èíûå ñâîéñòâà óñòðîéñòâà, âûïîëíåííûå â çàäà÷å
4-CROSS SUM, ìîãóò áûòü íå âûïîëíåíû äëÿ òîãî æå óñòðîéñòâà â çàäà÷å
5-CROSS SUM. Íàïðèìåð, ãðóïïà èç äâóõ áåëûõ êëåòîê ñ ñóììîé 6, êî-
òîðàÿ ðàíåå èìåëà òîëüêî çàïîëíåíèÿ 2 + 4 è 4 + 2, òåïåðü ìîæåò áûòü
çàïîëíåíà êàê 1 + 5 èëè 5 + 1 è ò. ï.

Îäíàêî ïîëó÷åííûå óñòðîéñòâà, ê ñ÷àñòüþ, îáëàäàþò ñëåäóþùèì
ñâîéñòâîì: ïåðåõîä îò çàäà÷è 4-CROSS SUM ê çàäà÷å N-CROSS SUM äëÿ
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ëþáîãî N > 4 (èíûìè ñëîâàìè, ðàçðåøåíèå èñïîëüçîâàòü öèôðû, áîëüøèå
4) íå óâåëè÷èâàåò ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ çàïîëíåíèé âñåõ ïðèâåäåííûõ
âûøå óñòðîéñòâ.

Äîêàæåì ýòîò ôàêò. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî êàæäàÿ áåëàÿ êëåòêà
êàæäîãî óñòðîéñòâà ïðèíàäëåæèò îäíîé èç íèæåïðèâåäåííûõ ãðóïï (ëèáî
ãîðèçîíòàëüíîé, ëèáî âåðòèêàëüíîé, ëèáî îáåèì ñðàçó):

• 2 êëåòêè ñ ñóììîé 3;

• 2 êëåòêè ñ ñóììîé 4;

• 2 êëåòêè ñ ñóììîé 5;

• 3 êëåòêè ñ ñóììîé 6;

• 3 êëåòêè ñ ñóììîé 7;

• 4 êëåòêè ñ ñóììîé 10.

Êàê âèäíî, ïîäñòàíîâêà â ëþáóþ èç ýòèõ ãðóïï öèôðû, áîëüøåé 4,
íåâîçìîæíà. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîé áåëîé êëåòêè åñòü ãðóïïà, ãàðàí-
òèðóþùàÿ, ÷òî ýòà êëåòêà ìîæåò áûòü çàïîëíåíà òîëüêî öèôðîé îò 1 äî 4.
Ïîýòîìó ðàçðåøåíèå öèôð, áîëüøèõ 4, íå ñîçäàåò íèêàêèõ íîâûõ çàïîëíå-
íèé.

Òåì ñàìûì, äëÿ çàäà÷è N-CROSS SUM ïðè ëþáîì N ≥ 4 ñóùåñòâóåò
íàáîð óñòðîéñòâ A′

2, è ñîãëàñíî òåîðåìå 3.5 çàäà÷à N-CROSS SUM ÿâëÿåòñÿ
NP-ïîëíîé ïðè N ≥ 4.

Ñîîòâåòñòâåííî, îñòàâàâøèéñÿ îòêðûòûì [16, 18] âîïðîñ îá NP-
ïîëíîòå (èëè ïðèíàäëåæíîñòè êëàññó P) çàäà÷è N-CROSS SUM äëÿ
N ∈ [3, 6] òåïåðü îñòàåòñÿ îòêðûòûì ëèøü äëÿ N = 3.
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Çàêëþ÷åíèå
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå áûë ôîðìàëèçîâàí êëàññ çàäà÷, îïèñûâàþùèé

çàäà÷è íà êëåò÷àòîì ïîëå, äëÿ ïðîâåðêè êîððåêòíîñòè ðåøåíèÿ êîòîðûõ
äîñòàòî÷íî ïðîâåðÿòü êâàäðàòû ôèêñèðîâàííîãî ðàçìåðà. Áûëà äîêàçàíà
âëîæåííîñòü îïèñàííîãî êëàññà çàäà÷ â êëàññ çàäà÷ NP.

Äëÿ äâóìåðíûõ çàäà÷ áûëà îïèñàíà ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà NP-
ïîëíîòû, èñïîëüçóþùàÿ ïðîâîäà è óñòðîéñòâà, è ïðèâåäåíû íàáîðû
óñòðîéñòâ, äîñòàòî÷íûå äëÿ ñâåäåíèÿ ê ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å çàäà÷è
âûïîëíèìîñòè áóëåâîé ôîðìóëû. Òàêæå áûëè ôîðìàëèçîâàíû è îïèñà-
íû îãðàíè÷åíèÿ, íàêëàäûâàåìûå íà óñòðîéñòâà, è äîêàçàíà NP-ïîëíîòà
äâóìåðíîé ëîêàëüíî çàâèñèìîé çàäà÷è, äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóåò îäèí èç
óêàçàííûõ íàáîðîâ óñòðîéñòâ ñ ñîîòâåñòâóþùèìè îãðàíè÷åíèÿìè.

Äëÿ àâòîìàòè÷åñêîãî ïîñòðîåíèÿ óñòðîéñòâ ñ çàäàííîé ôóíêöèî-
íàëüíîñòüþ çàäàííîãî ðàçìåðà áûë ïðåäëîæåí àëãîðèòì ìåòàäèíàìè÷åñêî-
ãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, áàçèðóþùèéñÿ íà ìåòîäå äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ ïî èçëîìàííîìó ïðîôèëþ. Áûë ïðîâåäåí àíàëèç âðåìåíè ðàáî-
òû ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà.

Ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà ìåòàäèíàìè÷åñêîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ áûëè ïîñòðîåíû äîñòàòî÷íûå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà NP-
ïîëíîòû íàáîðû óñòðîéñòâ äëÿ äâóõ äâóìåðíûõ ëîêàëüíî çàâèñèìûõ çàäà÷:
(2, 3)-çàìîùåíèÿ è 4-CROSS SUM. Íàáîð óñòðîéñòâ, ïîñòðîåííûé àâòîìà-
òè÷åñêè äëÿ çàäà÷è 4-CROSS SUM, îêàçàëñÿ òàêæå äîñòàòî÷íûì äëÿ äî-
êàçàòåëüñòâà NP-ïîëíîòû çàäà÷è N-CROSS SUM ïðè ëþáîì N ≥ 4. Òàêèì
îáðàçîì, áûë ðàçðåøåí îòêðûòûé âîïðîñ î NP-ïîëíîòå çàäà÷è N-CROSS
SUM äëÿ N ∈ {4, 5, 6}.

Â öåëîì â íàñòîÿùåé ðàáîòå áûë ïðåäëîæåí íîâûé ïîäõîä ê äîêà-
çàòåëüñòâó NP-ïîëíîòû çàäà÷ íà êëåò÷àòîì ïîëå, è ïîêàçàíà, êàê òåîðå-
òè÷åñêè, òàê è íà êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ, åãî ïðèìåíèìîñòü íà ïðàêòèêå.
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