
Ã ë à â à 20

Ðåàëèçàöèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé
ñ ïîìîùüþ àðèôìåòè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ

20.1. Ðåàëèçàöèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé
àðèôìåòè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè

20.1.1. Ðåàëèçàöèÿ îäíîé áóëåâîé ôîðìóëû

Áóëåâà ôîðìóëà (ÁÔ) â áàçèñå {&, ], !} ïðåîáðàçóåòñÿ â àðèôìå-
òè÷åñêèé ïîëèíîì (ÀÏ) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

— â ÁÔ îðòîãîíàëèçóþòñÿ äèçúþíêöèè;
— çíàêè ] çàìåíÿþòñÿ íà çíàêè +;
— ñèìâîëû ! x i çàìåíÿþòñÿ âûðàæåíèåì 1 � x i ;
— ðàñêðûâàþòñÿ ñêîáêè è ïðèâîäÿòñÿ ïîäîáíûå ÷ëåíû, åñëè

îíè èìåþòñÿ.

Ïðèìåð 20.1. Ïîñòðîèòü ÀÏ äëÿ ÁÔ f x x x x x� ( ) .1 2 3 1 2] ]

Äëÿ óïðîùåíèÿ îðòîãîíàëèçîâàííîé ôîðìóëû ïåðåñòàâèì ïîä-
ôîðìóëû â çàäàííîé ÁÔ:

f x x x x x x x x x x x x x� � �1 2 1 2 3 1 2 1 2 1 1 2 3] ] ] ]( ) !( ) ( ! )

� �x x x x x x x x x1 2 1 1 2 1 1 2 3] ] ](! ! ) ( ! )

� �x x x x x x x1 2 1 2 1 2 3] ](! ! )

� �� � � � �x x x x x x x1 2 1 2 1 2 31 1] ( ) ( )

� � � �x x x x x x x x x1 2 1 3 2 3 1 2 32 .

Ñîâìåñòíîå èñïîëüçîâàíèå ðàññìîòðåííîãî ïîäõîäà è ïîäõîäà,
èçëîæåííîãî â ðàçä. 19.2.4, ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü äëÿ çàäàííîé ÁÔ
ñëåäóþùèå àðèôìåòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ:
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Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà äâà óòâåðæäåíèÿ [1].
1. Åñëè çàäàííàÿ ÁÔ áåñïîâòîðíà â óêàçàííîì áàçèñå, òî êîýô-

ôèöèåíòû ÀÏ ðàâíû -1, 0, 1. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî.
2. Åñëè êîýôôèöèåíòû ÀÏ ðàâíû -1, 0, 1, òî ñîîòâåòñòâóþùèé

ïîëèíîì Æåãàëêèíà ìîæåò áûòü íàéäåí ïî àðèôìåòè÷åñêîìó ïîëè-
íîìó çàìåíîé çíàêîâ ïëþñ è ìèíóñ íà çíàê á.

20.1.2. Ðåàëèçàöèÿ îäíîé ñèììåòðè÷åñêîé ôóíêöèè

Ìåòîä, èçëîæåííûé â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ïðèìåíèì äëÿ ïðîèç-
âîëüíûõ áóëåâûõ ôóíêöèé (ÁÔÓ), â òîì ÷èñëå è ñèììåòðè÷åñêèõ
ôóíêöèé (ÑÔ), ÷òî, â ÷àñòíîñòè, ïðîäåìîíñòðèðîâàíî â ïðèìåðå 20.1.

Îäíàêî ñïåöèôèêà ÑÔ ïîçâîëÿåò ïðåäëîæèòü áîëåå ïðîñòîé ìå-
òîä äëÿ äëÿ èõ ðåàëèçàöèè. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî åñëè ïðîèçâîëü-
íàÿ ÁÔÓ n ïåðåìåííûõ ðåàëèçóåòñÿ àðèôìåòè÷åñêèì ïîëèíîìîì,
ñîäåðæàùèì äî 2 n êîýôôèöèåíòîâ a i , òî ïðîèçâîëüíàÿ ÑÔ ìîæåò
áûòü ðåàëèçîâàíà ÀÏ, ñîäåðæàùèì òîëüêî n + 1 êîýôôèöèåíòîâ b j .
Â ýòèõ ïîëèíîìàõ a i è b j — ïðîèçâîëüíûå öåëûå ÷èñëà.

Íàïðèìåð, ïðè n = 4 àðèôìåòè÷åñêèé ïîëèíîì äëÿ ïðîèçâîëü-
íîé ÁÔÓ èìååò âèä:

f a a x a x a x x a x a x x a x x� � � � � � � �0 1 4 2 3 3 3 4 4 2 5 2 4 6 2 3

� � � � � � �a x x x a x a x x a x x a x x x a x x7 2 3 4 8 1 9 1 4 10 1 3 11 1 3 4 12 1 2

� � �a x x x a x x x a x x x x13 1 2 4 14 1 2 3 15 1 2 3 4 ,

â òî âðåìÿ êàê ÀÏ äëÿ ïðîèçâîëüíîé ÑÔ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â
âèäå:

f b b x x x x� � � � � �0 1 1 2 3 4( )

� � � � � � �b x x x x x x x x x x x x2 1 2 1 3 1 4 2 3 2 4 3 4( )

� � � � �b x x x x x x x x x x x x b x x x x3 1 2 3 1 2 4 1 3 4 2 3 4 4 1 2 3 4( ) .
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Çàïèøåì ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå áîëåå êîìïàêòíî:

f b b X b X b X b X� � � � �0 1 1
4

2 2
4

3 3
4

4 4
4 .

Èç ïðèâåäåííûõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò, ÷òî

b a0 0� ; b a a a a1 1 2 4 8� � � � ; b a a a a a a2 3 5 6 9 10 12� � � � � � ;

b a a a a3 7 11 13 15� � � � ; b a4 15� ;

X x x x x

X x x x x x x x x x x x x

1
4

1 2 3 4

2
4

1 2 1 3 1 4 2 3 2 4 3 4

� � � �

� � � � � �

;

;

X x x x x x x x x x x x x

X x x x x

3
4

1 2 3 1 2 4 1 3 4 2 3 4

4
4

1 2 3 4

� � � �

�

;

.

Ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ àðèôìåòè÷åñêîãî ïîëèíîìà
äëÿ ñèììåòðè÷åñêîé ôóíêöèè ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ ñèììåòðè-
÷åñêîé ðåàëèçàöèè S j l

n
, ... , ïîñòðîèòü ÀÏ, êîòîðûé îáîçíà÷èì ñèìâî-

ëîì F j l
n
, ... , .

Îáîçíà÷èì ñèìâîëàìè F Fj
n

l
n, . . . , àðèôìåòè÷åñêèå ïîëèíîìû

äëÿ ýëåìåíòàðíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé S Sj
n

l
n, . . . , ñîîòâåòñò-

âåííî.
Ïðè ýòîì äëÿ n = 4

S x x x x

S x x x x x x x x x x

0
4

1 2 3 4

1
4

1 2 3 4 1 2 3 4 1

�

�

! ! ! ! ;

! ! ! ! ! ! ! !] ] 2 3 4 1 2 3 4

2
4

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2

x x x x x x

S x x x x x x x x x x

! ! ! ! ;

! ! ! ! !

]

] ]� ! ! !

! ! ! ! ;

x x x x x x

x x x x x x x x

S x x x

3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4

3
4

1 2 3

] ]

] ]

� ! ! ! ! ;

.

x x x x x x x x x x x x x

S x x x x

4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

4
4

1 2 3 4

] ] ]

�

Òàê êàê

S S Sj l
n

j
n

l
n

, ... , . . . ,� ] ]

òî â ñèëó îðòîãîíàëüíîñòè ýëåìåíòàðíûõ ÑÔ ìåæäó ñîáîé áóäåì
èñïîëüçîâàòü ñîîòíîøåíèå

F F Fj l
n

j
n

l
n

, ... , . . . .� � �

Ââåäåì îïåðàòîðíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ÀÏ ðàññìàòðèâàåìîãî
êëàññà.

Ñîïîñòàâèì ïîëèíîìó Fi
n îïåðàòîð

O C x xi
n

n
i i n i� � �( ) ,1 (20.1)

ãäå i n� 0, .. . , .
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Ñîïîñòàâèì ïîëèíîìó F j l
n
, ... , îïåðàòîð

O O Oj l
n

j
n

l
n

, ... , . . . .� � � (20.2)

Ââåäåì ïðàâèëî äëÿ ïåðåõîäà îò îïåðàòîðà ê ÀÏ:

O bx F
b

C
Xi

n
i i

n( ) .�



�
��

�

�
�� (20.3)

Íà îñíîâå ñîîòíîøåíèÿ 20.1 ïåðå÷èñëèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà âñå
îïåðàòîðû O i

n ïðè n = 4:

O C x x x x x x

O C x x x

0
4

4
0 0 4 2 3 4

1
4

4
1 1 3

1 1 4 6 4

1 4

� � � � � � �

� � �

( ) ;

( ) � � �

� � � � �

�

12 12 4

1 6 12 6

2 3 4

2
4

4
2 2 2 2 3 4

3
4

4

x x x

O C x x x x x

O C

;

( ) ;
3 3 1 3 4

4
4

4
4 4 0 4

1 4 4

1

x x x x

O C x x x

( ) ;

( ) .

� � �

� � �

(20.4)

Ïðèìåð 20.2. Îïðåäåëèòü F2 4
4
, äëÿ S 2 4

4
, .

Íà îñíîâå ñîîòíîøåíèÿ (20.2) ñëåäóåò, ÷òî

O O O2 4
4

2
4

4
4

, .� �

Ïîýòîìó èç ñîîòíîøåíèé (20.4) ñëåäóåò, ÷òî

O x x x2 4
4 2 3 46 12 7, .� � �

Íà îñíîâå ñîîòíîøåíèÿ (20.3)

F
C

X
C

X
C

X X X X2 4
4

4
2 2

4

4
3 3

4

4
4 4

4
2
4

3
4

4
46 12 7

3 7, .� � � � � �

Òàêèì îáðàçîì, â äàííîì ñëó÷àå b0 0� ; b1 0� ; b2 1� ;
b3 3� � ; b4 7� .

Ïðèìåð 20.3. Îïðåäåëèòü F2 3, äëÿ S 2 3
3

, .
Íà îñíîâå ñîîòíîøåíèÿ (20.1) ñëåäóåò, ÷òî

O C x x x x

O C x x x

2
3

3
2 2 1 2 3

3
3

3
3 3 0 3

1 3 3

1

� � � �

� � �

( ) ;

( ) .
(20.5)
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Íà îñíîâå ñîîòíîøåíèÿ (20.2) ïîëó÷èì

O O O2 3
3

2
3

3
3

, .� �

Èç ñîîòíîøåíèÿ (20.5) ñëåäóåò, ÷òî

O x x2 3
3 2 33 2, .� �

Íà îñíîâå ñîîòíîøåíèÿ (20.3) ïîëó÷èì

F
C

X
C

X X X2 3
3

3
2 2

3

3
3 3

3
2
3

3
33 2

2, ,� � � �

ãäå X x x x x x x2
3

1 2 1 3 2 3� � � ; X x x x3
3

1 2 3� .
Ìåòîä ïðåäëîæåí Â. Ë. Àðòþõîâûì è àâòîðîì â [2].

20.1.3. Ðåàëèçàöèÿ îäíîé áóëåâîé ôîðìóëû
ñ èñïîëüçîâàíèåì îïåðàöèè «sign»

Ïóñòü çàäàíà íîðìàëüíàÿ ÁÔ â áàçèñå {&, ], !}, êîòîðóþ îáîçíà-
÷èì ñèìâîëîì f. Âûïîëíèì â ýòîé ôîðìóëå ñëåäóþùèå çàìåíû: ! x i

íà 1 � x i ; & íà � ; ] íà +.
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì àðèôìåòè÷åñêîå âûðàæåíèå, êîòîðîå îáî-

çíà÷èì ñèìâîëîì f 1. Ïðè ýòîì

f f� sign 1,

ãäå

sign
ïðè

ïðè
f

f

f
1

1

1

1 0

0 0
�

�

�
�
�
�

;

.

Ïðèìåð 20.4. Ðåàëèçîâàòü ñ ïîìîùüþ ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà
áóëåâó ôîðìóëó f x x x� 1 2 3] ! .

Èç èçëîæåííîãî ñëåäóåò, ÷òî

� �f x x x x x x x� � � � � �sign sign1 2 3 1 3 2 31( ) ( ) .

Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

f = 0;

if(x1 + x3 — x2x3 > 0) f = 1.
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Îòìåòèì, ÷òî ÀÏ äëÿ äàííîé ôóíêöèè ñóùåñòâåííî áîëåå ñëî-
æåí:

f x x x x x x x x x� � � � �1 3 2 3 1 3 1 2 3 .

Òàê êàê çàäàííàÿ ÁÔÓ ÿâëÿåòñÿ ïîðîãîâîé, òî îíà ìîæåò áûòü
ðåàëèçîâàíà òàêæå è ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f = 0;

if(2x1 - x2 + x3 l 0) f = 1.

Îïèñàííûé â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ïîäõîä áûë ïðåäëîæåí
Ì. Õ. Ñàõàðòîâûì è àâòîðîì [3].

20.1.4. Ðåàëèçàöèÿ îäíîé áóëåâîé ôîðìóëû ñ èñïîëüçîâàíèåì
îïåðàöèè «àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà»

Ïîñòðîèì àðèôìåòè÷åñêèé ïîëèíîì äëÿ ÁÔ f x x� �1 2 . Èñõîäÿ
èç èçëîæåííîãî â ðàçä. 20.1.1, ïîëó÷èì:

f x x x x x x� � � �1 2 1 2 1 2! !]

� � � � � � �( ) ( ) .1 1 21 2 1 2 1 1 2 2x x x x x x x x

Ïðîâåäåì äàëüíåéøåå ïðåîáðàçîâàíèå ýòîãî âûðàæåíèÿ

f x x x x x x x x� � � � � � �1
2

1 2 2
2

1 2
2

1 22 ( ) | |.

Èç ðàññìîòðåííîãî ïðèìåðà ñëåäóåò, ÷òî åñëè ôîðìóëû f 1 è f 2

ÿâëÿþòñÿ êîíúþíêöèÿìè, òî

f f f f1 2 1 2� � �| | .

Åñëè ýòè ôîðìóëû êîíúþíêöèÿìè íå ÿâëÿþòñÿ, òî

f f f f1 2 1 2� � �� �| | ,

ãäå �f 1 è �f 2 — ÀÏ ôóíêöèé f 1 è f 2 ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðèìåð 20.5. Ïîñòðîèòü àðèôìåòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ áóëå-
âîé ôîðìóëû f x x x� �( ) .1 2 3]

Èç èçëîæåííîãî ñëåäóåò, ÷òî f x x x x x� � � �| | .1 2 1 2 3 Ýòî âûðà-
æåíèå ñóùåñòâåííî ïðîùå, ÷åì ñîîòâåòñòâóþùèé ÀÏ.

Ïîñòðîèì ÀÏ, èñïîëüçóÿ ìîäèôèêàöèþ ðàçëîæåíèÿ Øåííîíà
ïî ïåðåìåííîé x1 è ïðèâåäåííûå âûøå ñîîòíîøåíèÿ

f x x x x x� � � � � �( ) | | | |1 11 2 3 1 3

� � � � � � �( ) ( ) ( )1 2 11 2 3 2 3 1 3x x x x x x x

� � � � � � �x x x x x x x x x x x x1 2 3 1 2 1 3 2 3 1 2 32 2 2 .
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Ïðåäñòàâëåíèå ÁÔ ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè «àáñîëþòíàÿ âå-
ëè÷èíà» íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì. Ïîêàæåì ýòî íà ðàññìîò-
ðåííîì ïðèìåðå. Äëÿ ýòîãî îðòîãîíàëèçóåì çàäàííóþ ÁÔ:
f x x x x� �( ! ) .1 1 2 3] Â ýòîì âûðàæåíèè ìîãóò áûòü ñäåëàíû ñëå-
äóþùèå çàìåíû: ! x íà 1 – x; ] íà �. Ïðè ýòîì

� �f x x x x x x x x x� � � � � � � �1 1 2 3 1 2 1 2 31( ) ( ) .

Èç èçëîæåííîãî ñëåäóåò, ÷òî

f x x x x x� � � �| | .1 2 1 2 3

Â äàííîì ñëó÷àå ìîæíî ïîëó÷èòü è äðóãîå âûðàæåíèå:

f x x x x x� � � �| | .1 2 1 3 33

Ñîâìåñòíîå ïðèìåíåíèå ïîäõîäîâ, èçëîæåííûõ â íàñòîÿùåì
ðàçäåëå è â ðàçä. 19.2.4, ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü äëÿ çàäàííîé ÁÔ ñëåäó-
þùèå àðèôìåòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ, êîòîðûå íå ñîäåðæàò íåëèíåé-
íûõ ÷ëåíîâ:

f x x
x x

x x x
x x

x� � �
��

�
�

	



� � � � �

��

�
�

	



� �| | .1 2

1 2

3 1 2

1 2

3
2

3
2

Â çàêëþ÷åíèå ðàçäåëà ïîëó÷èì åùå íåñêîëüêî ñîîòíîøåíèé, èñ-
ïîëüçóùèõ îïåðàöèþ «àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà»:

x x x x x x x x x x x x x x x x1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 22] � � � � � � � � � �| | ;

x x x x x x
x x x x x x

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 22

2
] � � � �

� � � �
�

�
� � �x x x x1 2 1 2

2

| |
.

Èç ñîîòíîøåíèÿ

x x x x x x1 2 1 2 1 22� � � �| |

ñëåäóåò, ÷òî

x x
x x x x

1 2

1 2 1 2

2
�

� � �| |
.

Èçëîæåííûé ïîäõîä îïèñàí â [1, 4].
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20.1.5. Ðåàëèçàöèÿ ñèñòåìû áóëåâûõ ôóíêöèé
îäíèì àðèôìåòè÷åñêèì ïîëèíîìîì

Ââåäåì ïîíÿòèå «îáîáùåííàÿ ñîâåðøåííàÿ äèçúþíêòèâíàÿ íîð-
ìàëüíàÿ ôîðìà» (ÎÑÄÍÔ) äëÿ ñèñòåìû áóëåâûõ ôóíêöèé (ÑÁÔÓ).

Ïîä ÎÑÄÍÔ áóäåì ïîíèìàòü âûðàæåíèå âèäà:

Y y x x x y x x x x

y x x

n n n

n

� �

�

0 1 2 1 1 2 1

2 1 1 2

! ! .. . ! ! ! .. . !

. . .

] ]

] ] . . . ,x n

(20.6)

ãäå y i — äåñÿòè÷íûé ýêâèâàëåíò çíà÷åíèé ÑÁÔÓ íà íàáîðå i.
Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò èç îðòîãîíàëüíîñòè

êîíúþíêöèé â ÎÑÄÍÔ.
Àðèôìåòè÷åñêèé ïîëèíîì äëÿ ÎÑÄÍÔ áóäåì èñêàòü â âèäå

Y a a x a x a x x a x x xn n n n nn� � � � � �� � �0 1 2 1 3 1 2 1 1 2.. . . . . . (20.7)

Âûðàæåíèå (20.7) ïîëó÷àåòñÿ èç âûðàæåíèÿ (20.6) çàìåíîé êîýô-
ôèöèåíòîâ y i íà êîýôôèöèåíòû a i è èñêëþ÷åíèåì ïåðåìåííûõ ñ
èíâåðñèÿìè.

Ïîäñòàâëÿÿ 2 n çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ x x n1, . . . , è ïðèðàâíèâàÿ
ïðàâûå ÷àñòè ñîîòíîøåíèé (20.6) è (20.7), ïîëó÷èì 2 n ðàâåíñòâ, èç
êîòîðûõ ìîãóò áûòü íàéäåíû âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ àðèô-
ìåòè÷åñêîãî ïîëèíîìà (ÀÏ) ÷åðåç êîýôôèöèåíòû ÎÑÄÍÔ.

Ýòè ðàâåíñòâà ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â ìàòðè÷íîé ôîðìå

| | | | | | ,A P Y� n (20.8)

ãäå | |A , | |Y — âåêòîð-ñòîëáöû êîýôôèöèåíòîâ ÀÏ è ÎÑÄÍÔ ñîîò-
âåòñòâåííî.

Ýòî ñîîòíîøåíèå îïðåäåëÿåò ïåðåõîä îò ÎÑÄÍÔ (è òåì ñàìûì
îò ÑÁÔÓ) ê ÀÏ. Äëÿ ìàòðèöû | |P n âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñîîòíî-
øåíèå:

| | .P n

n

n n

P

P P
�

�
�

� �

1

1 1

0

Ýòà ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ n-é êðîíåêåðîâñêîé ñòåïåíüþ ìàòðèöû

| | .P1

1 0

1 1
�

�

Ïðè ýòîì îòìåòèì, ÷òî ìàòðèöà | |� �P n 1 ïîëó÷àåòñÿ èç ìàòðèöû
| |P n�1 ïóòåì èíâåðòèðîâàíèÿ çíàêîâ åäèíè÷íûõ ýëåìåíòîâ.
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Ïðè n = 2 ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

a

a

a

a

y

y

y

y

y

y y

y y

0

1

2

3

0

1

2

3

0

1 0

2 0

1 0 0 0

1 1 0 0

1 0 1 0

1 1 1 1

�
�

�

� �

�
�

�

y y y y0 1 2 3� � �

. (20.9)

Ïîëó÷àþùèéñÿ íà îñíîâå ñîîòíîøåíèé (20.7) è (20.8) àðèôìåòè-
÷åñêèé ïîëèíîì ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì è áåçûçáûòî÷íûì: ê à æ -
ä û é ñòîëáåö â äâîè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëåíèé
ïî ýòîìó ïîëèíîìó ðåàëèçóåò îäíó èç çàäàííûõ ôóíêöèé.

Ïðèìåð 20.6. Ïîñòðîèòü ÀÏ äëÿ ñèñòåìû áóëåâûõ ôîðìóë f 1 �
� x x1 2 , f x x2 1 2� � .

Ïî ýòîé ñèñòåìå ìîæåò áûòü çàïèñàíî ñîîòíîøåíèå

Y f f y y y y T T� � �1 2 0 1 2 3 0 1 1 2| | | | .

Òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå n = 2, òî

Y x x x x x x x x

Y a a x a x a x x

�

� � � �

0 1 1 21 2 1 2 1 2 1 2

0 1 2 2 1 3 1

! ! ! ! ;] ] ]

2 .

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (20.9), îïðåäåëèì, ÷òî a a0 3 0� � , a1 �
� �a 2 1.

Òàêèì îáðàçîì, Y x x� �1 2 , è ïîýòîìó f f x x1 2 1 2� �bin ( ) .
Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìó [1].

Ò å î ð å ì à 20.1. Åñëè ñèñòåìà áóëåâûõ ôóíêöèé îïðåäåëåíà íà
g âõîäíûõ íàáîðàõ, òî âñåãäà ìîæíî ïîñòðîèòü ÀÏ, ñîäåðæàùèé íå
áîëåå g íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ.

Ïðèìåð 20.7. Ïîñòðîèòü ÀÏ äëÿ íå ïîëíîñòüþ îïðåäåëåííîé ñè-
ñòåìû áóëåâûõ ôóíêöèé

Y x x T( , ) | | .1 2 1 2 3� �

Èç ñîîòíîøåíèÿ (20.9) ñëåäóåò, ÷òî, äëÿ òîãî ÷òîáû âûïîëíÿëîñü
ñîîòíîøåíèå a y y y y3 0 1 2 3 0� � � � � , äîëæíî áûòü âûïîëíåíî ñî-
îòíîøåíèå y 3 4� .

Ïðè ýòîì Y x x� � �1 22 1, f x x1 1 2� , f x x2 1 2� � , f x3 2� ! .
Îáðàòíûé ïåðåõîä (îò ÀÏ ê ÎÑÄÍÔ è òåì ñàìûì ê ÑÁÔÓ) îñó-

ùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâå ñîîòíîøåíèÿ:

| | | | | | ,Y Q A� n (20.10)

ãäå | |Q n — n-ÿ êðîíåêåðîâñêàÿ ñòåïåíü ìàòðèöû
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| | .Q 1

1 0

1 1
�

Â çàêëþ÷åíèå ðàçäåëà îòìåòèì, ÷òî èçëîæåííûé ïîäõîä, åñòåñò-
âåííî, ïðèìåíèì è äëÿ îòäåëüíûõ ÁÔÓ, êîòîðûé, îäíàêî, íå ñòîëü
ýôôåêòèâåí, êàê ïðè åãî èñïîëüçîâàíèè äëÿ ñèñòåì ÁÔÓ, íåêîòîðûå
èç êîòîðûõ ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû ëèíåéíûìè ÀÏ (ËÀÏ), â òî
âðåìÿ êàê îòäåëüíûå áóëåâû ôóíêöèè ïðè n l 2 ëèíåéíûìè àðèô-
ìåòè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè íå ðåàëèçóþòñÿ (ðàçä. 20.3.1).

Ïðè ýòîì îòìåòèì, ÷òî âû÷èñëåíèå ÑÁÔÓ ïî àðèôìåòè÷åñêîìó
ïîëèíîìó îáåñïå÷èâàåò åå ïàðàëëåëüíóþ ðåàëèçàöèþ.

Àëãåáðàè÷åñêèé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ÀÏ äëÿ ñèñòåìû ÁÔ áûë
ïðåäëîæåí â [5]. Ìàòðè÷íûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ÀÏ äëÿ ÑÁÔÓ ïðåä-
ëîæåí â [1] è íåçàâèñèìî â [6, 7], ÷òî è áûëî îòìå÷åíî â [1].

20.1.6. Âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòîâ
àðèôìåòè÷åñêîãî ïîëèíîìà íà îñíîâå ìåòîäà Ãóäà

Îöåíèì êîëè÷åñòâî äåéñòâèé â àëãîðèòìå, ïîñòðîåííîì íà îñíî-
âå ñîîòíîøåíèÿ (20.8).

Ìàòðèöà | |P n ñîäåðæèò 3 n åäèíèö. Ïîýòîìó ìàòðèöà, ïîëó÷àåìàÿ â
ðåçóëüòàòå óìíîæåíèÿ ìàòðèö | |P n è | |Y , áóäåò ñîäåðæàòü 3 n ýëåìåí-
òîâ y i . Êîëè÷åñòâî äåéñòâèé, âûïîëíÿåìûõ â êàæäîé èç 2 n ñòðîê ýòîé
ìàòðèöû, íà åäèíèöó ìåíüøå ÷èñëà åäèíèö â ñîîòâåòñòâóþùåé ñòðîêå
ìàòðèöû | |P n . Ïðè ýòîì êîëè÷åñòâî äåéñòâèé â ïðåîáðàçîâàíèè

D n n� �3 2 .

Êîëè÷åñòâî äåéñòâèé ìîæíî óìåíüøèòü, âûïîëíèâ ôàêòîðèçà-
öèþ ìàòðèöû | |P n ïî ìåòîäó Ãóäà [8]. Ìàòðèöà | |P n ìîæåò áûòü çà-
ïèñàíà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ n ñëàáîçàïîëíåííûõ ìàòðèö ïîðÿäêà
2 n , èìåþùèõ âèä:

| |L n �

� � �

� � �

� � � � � � � � � � �

� � �

1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0

1 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 1 0 0 0 0

0 0 0 0

� � �

� � � �

� � � �

� � � � � � � � � � �

� � � �

� � � �

1 1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 1

.
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Ïðè ýòîì ñîîòíîøåíèå (20.8) ïðèîáðåòàåò âèä:

| | | | |A L L L L Y| | | | | ... | | .n n n n� (20.11)

Â ìàòðèöàõ Ãóäà â âåðõíåé ïîëîâèíå êàæäàÿ ñòðîêà ñîäåðæèò ïî
îäíîé åäèíèöå, à â íèæíåé ïîëîâèíå — äâå. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ
âåðõíåé ïîëîâèíû íå òðåáóåòñÿ äåéñòâèé, à äëÿ îáðàáîòêè êàæäîé
ñòðîêè íèæíåé ïîëîâèíû òðåáóåòñÿ ïî îäíîìó äåéñòâèþ. Òàê êàê
íèæíÿÿ ïîëîâèíà êàæäîé ìàòðèöû Ãóäà ñîäåðæèò 2 1n� ñòðîê, à âñÿ
ïðîöåäóðà ïðåîáðàçîâàíèÿ òðåáóåò n ìàòðèö Ãóäà, òî êîëè÷åñòâî
äåéñòâèé â ýòîì ñëó÷àå

D n n
1

12� � � .

Òàê êàê D D1� , òî ïðåîáðàçîâàíèå (20.11) íàçûâàåòñÿ áûñòðûì.
Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå áûëî ïðåäëîæåíî â [7, 9].

Ïðîãðàììû âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ÀÏ â ñîîòâåòñòâèè ñ
ñîîòíîøåíèÿìè (20.8) è (20.11), íàïèñàííûå íà àññåìáëåðå
MACRO-11 [10], ïðèâåäåíû â [11].

20.1.7. Óñëîâèå ïðåäñòàâèìîñòè ñèñòåìû áóëåâûõ ôóíêöèé
ëèíåéíûì àðèôìåòè÷åñêèì ïîëèíîìîì — óñëîâèå ëèíåéíîñòè

Óñëîâèå ïðåäñòàâèìîñòè ÑÁÔÓ ëèíåéíûì ÀÏ, êîòîðîå íàçûâà-
åòñÿ óñëîâèåì ëèíåéíîñòè, îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ (20.8)
ïðèðàâíèâàíèåì íóëþ êîýôôèöèåíòîâ â íåëèíåéíûõ ÷ëåíàõ ñîîò-
íîøåíèÿ (20.7) è ïðåäñòàâëåíèåì èõ ÷åðåç áàçîâûå çíà÷åíèÿ y i , ãäå
i n� �0 1 2 4 2 1, , , , . . . , .

Â [1] ïîêàçàíî, ÷òî ýòî óñëîâèå èìååò âèä:

| | | |k bY D C Y� | | , (20.12)

ãäå | |Yk — âåêòîð-ñòîëáåö íåáàçîâûõ çíà÷åíèé ÎÑÄÍÔ; | |Yb — âåê-
òîð-ñòîëáåö áàçîâûõ çíà÷åíèé ÎÑÄÍÔ; D — ïîäìàòðèöà, êàæäàÿ
ñòðîêà êîòîðîé ðàâíà äâîè÷íîìó ïðåäñòàâëåíèþ ÷èñëà k, îáîçíà÷à-
åìîìó êàê bin k; C — âåêòîð-ñòîëáåö, êàæäîå çíà÷åíèå êîòîðîãî
ðàâíî åäèíèöå ìèíóñ ñóììà åäèíèö â bin k.

Äëÿ n = 3 óñëîâèå ëèíåéíîñòè èìååò âèä:

y

y

y

y

y

y

y

y

y y y

y y

3

5

6

7

4

2

1

0

2 1 0

4

0 1 1 1

1 0 1 1

1 1 0 1

1 1 1 2

�

�

�

�

�

�

� �

� 1 0

4 2 0

4 2 1 02

�

� �

� � �

y

y y y

y y y y

. (20.13)
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Ïðèìåð 20.8. Îïðåäåëèòü, ïðåäñòàâèìà ëè ñèñòåìà áóëåâûõ ôîð-
ìóë f x x1 1 2� ; f x x2 1 2� ] ; f x x3 1 2� � ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîãî ÀÏ.

Ýòà ñèñòåìà ôîðìóë ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå:

Y x x T( , ) | | .1 2 0 3 3 6�

Óñëîâèå ëèíåéíîñòè ïðè n = 2 èìååò âèä:

| | | | | | .y

y

y

y

y y y3

2

1

0

2 1 01 1 1� � � � �

Ýòî óñëîâèå äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ïðèìåðà âûïîëíÿåòñÿ. Èç ñî-
îòíîøåíèÿ (20.9) ñëåäóåò, ÷òî

f f f x x1 2 3 1 23 3� �bin ( ) .

20.1.8. Àðèôìåòè÷åñêèå ïîëèíîìû è ïîëèíîìû Æåãàëêèíà

Âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîèçâîëüíîé ÁÔÓ áóëåâîé ôîð-
ìóëîé â áàçèñå {0, 1, �, &} áûëà óñòàíîâëåíà Æåãàëêèíûì [12] è
ïåðåîòêðûòà Ðèäîì [13].

Ïîëèíîì Æåãàëêèíà (ÏÆ) äëÿ ïðîèçâîëüíîé ÁÔÓ n ïåðåìåí-
íûõ, çàäàííîé ÑÄÍÔ, ìîæåò áûòü ïîñòðîåí ìàòðè÷íûì ìåòîäîì,
èñïîëüçóþùèì ìàòðèöó | |Q n èç ñîîòíîøåíèÿ (20.10). Ïðè ýòîì êî-
ýôôèöèåíòû ÏÆ îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ

| | |G Q Y� �| | | .n (20.14)

Ñïðàâåäëèâî òàêæå è îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå (ïîñòðîåíèå
ÑÄÍÔ ïî ÏÆ), âûïîëíÿåìîå íà îñíîâå ñîîòíîøåíèÿ

| | | | |Y Q G� �n| . (20.15)

Â ýòèõ âûðàæåíèÿõ ïðèìåíÿþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: |G |,
|Y | — âåêòîð-ñòîëáöû êîýôôèöèåíòîâ ÏÆ è ÑÄÍÔ ñîîòâåòñòâåííî;
� — ñèìâîë îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ìàòðèö, â êîòîðîé àðèôìåòè÷å-
ñêàÿ ñóììà çàìåíÿåòñÿ ñóììîé ïî ìîäóëþ äâà [14].

Èç ñîîòíîøåíèé (20.10) è (20.14) ñëåäóåò, ÷òî

| | |G Q Q A� �| | | | | ,n n

à èç ñîîòíîøåíèé (20.8) è (20.15) —

| |A P Q G| | | | | | .n n� �
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Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ïðèâåäåíû â [1, 7, 9]. Â [1] îïðåäåëåíî òàêæå
óñëîâèå ëèíåéíîñòè äëÿ ÏÆ, êîòîðîå èìååò âèä:

| | | | | | ,Y D B Yk b� �

ãäå B — âåêòîð-ñòîëáåö, êàæäîå çíà÷åíèå êîòîðîãî ðàâíî ñóììå ïî
ìîäóëþ äâà åäèíèöû è åäèíèö â bin k.

Ïðè n = 3 ýòî óñëîâèå âûðàæàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì âèäà:

y

y

y

y

y

y

y

y

y y y

y y y

3

5

6

7

4

2

1

0

2 1 0

4 1

0 1 1 1

1 0 1 1

1 1 0 1

1 1 1 0

� � �

� �

� � 0

4 2 0

4 2 1

y y y

y y y

� �

� �

.

20.1.9. Àðèôìåòè÷åñêèå ïîëèíîìû
è ñïåêòðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé

Ïåðåõîä îò àðèôìåòè÷åñêèõ âûðàæåíèé, èñïîëüçóþùèõ ôóíê-
öèè Ðàäåìàõåðà (ðàçä. 19.4), ê àðèôìåòè÷åñêèì ïîëèíîìàì ìîæåò
áûòü âûïîëíåí íà îñíîâå ñîîòíîøåíèÿ

( ) .� � �1 1 2x
i

i x

Ïðè ýòîì àðèôìåòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ äâîè÷íîãî îäíîðàç-
ðÿäíîãî ñóììàòîðà, ïîëó÷åííîå â óêàçàííîì âûøå ðàçäåëå íà îñíî-
âå ñïåêòðàëüíîãî ìåòîäà, ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó:

Y x x x� � � � � � � �
1

2
3 1 1 13 2 1[ ( ) ( ) ( ) ]( )

� � � � � � � � � �
1

2
3 1 2 1 2 1 23 2 1 1 2 3[ ( )] .x x x x x x

Â ðàçä. 19.4 ïîëó÷åíû òàêæå àðèôìåòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ
ôóíêöèé, îáðàçóþùèõ ñóììàòîð.

Ïîñòðîèì ÀÏ äëÿ ôóíêöèè «ãîëîñîâàíèå äâà è áîëåå èç òðåõ» ïî
ñîîòâåòñòâóþùåìó àðèôìåòè÷åñêîìó âûðàæåíèþ:

f x x x x x x
2

1

4
2 1 1 1 11 2 3 1 2 3� � � � � � � � � �� �( ( ))( ) ( ) ( ) ( )

� � � � � � � � � � � �
1

4
2 1 1 1 1 1 11 2 3 1 2 3[ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ]( )x x x x x x
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�� � � � � � � �
1

4
2 1 2 1 2 1 21 2 3[ x x x

�� � � � �( ) ( ) ( ) ]1 2 1 2 1 21 2 3x x x

� � � �x x x x x x x x x1 2 2 3 1 3 1 2 32 .

Ïîñòðîèì òàêæå ÀÏ äëÿ ôóíêöèè «íå÷åòíîñòü òðåõ ïåðåìåí-
íûõ»:

� � � �f x x x x x x
1

1

2
1 1

1

2
1 1 1 11 2 3 1 2 3� � � � � � � � �� �( ) ( ) ( ) ( )

� �� � � � � �
1

2
1 1 2 1 2 1 21 2 3( ) ( ) ( )x x x

� � � � � � �x x x x x x x x x x x x1 2 3 1 2 2 3 1 3 1 2 32 2 2 4 .

Îáðàòíûé ïåðåõîä îò ÀÏ ê àðèôìåòè÷åñêèì âûðàæåíèÿì ðàñ-
ñìàòðèâàåìîãî âèäà ìîæåò áûòü âûïîëíåí íà îñíîâå ñîîòíîøåíèÿ

� �x i
xi� � �

1

2
1 1( ) .

Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

� �� �f x x x x
3 1 2

1

4
1 1 1 11 2� � � � � � �( ) ( )

� �� � � � � � � �1

4
1 1 1 12 1 1 2( ) ( ) ( ) ,x x x x

| | | , , , |;S 3

1

4
1 1 1 1� � �

f x x x x x x4 1 2 1 2 1 2� � � � �]

� � � � � �� �� � � � � � � � � � � �
1

2
1 1

1

2
1 1

1

4
1 1 1 11 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )x x x x

� �� � � � � � � �1

4
3 1 1 12 1 1 2( ) ( ) ( ) ,x x x x

| | | , , , | .S 4

1

4
3 1 1 1� � � �
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20.2. Ðåàëèçàöèÿ ñèñòåìû áóëåâûõ ôóíêöèé
ñ èñïîëüçîâàíèåì ëèíåéíûõ àðèôìåòè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ

Åñëè óñëîâèå ëèíåéíîñòè âûïîëíÿåòñÿ, òî ñèñòåìà ÁÔÓ n ïåðå-
ìåííûõ ðåàëèçóåòñÿ îäíèì ëèíåéíûì àðèôìåòè÷åñêèì ïîëèíîìîì
(ËÀÏ), êîòîðûé ñòðîèòñÿ ïî çíà÷åíèÿì ñèñòåìû ÁÔÓ òîëüêî íà áà-
çîâûõ âõîäíûõ íàáîðàõ. Òàêîé ËÀÏ áóäåì íàçûâàòü áàçîâûì.

Êîýôôèöèåíòû ýòîãî ËÀÏ îïðåäåëÿþòñÿ ìàòðè÷íûì ñîîòíîøå-
íèåì

a

a

a

a

a

n

n

2

2

2

1

0

1

2

1 0 0 0 0 1

0 1 0 0 0 1

0 0 0 1 0 1

0 0 0 0 1

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� 1

0 0 0 0 0 1

2

2

2

1

0

1

2

�

�

y

y

y

y

y

n

n

�

�

, (20.16)

ïîëó÷àåìûì èç ñîîòíîøåíèÿ (20.8) âû÷åðêèâàíèåì ñòðîê è ñòîëá-
öîâ ìàòðèöû Pn è ýëåìåíòîâ èç âåêòîð-ñòîëáöîâ A è Y, ñîîòâåòñò-
âóþùèõ íåëèíåéíûì ÷ëåíàì ÀÏ.

Ýòà ìàòðèöà èìååò ðàçìåðíîñòü ( ) ( ) .n n� � �1 1

20.2.1. Ðåàëèçàöèÿ ñèñòåì áóëåâûõ ôóíêöèé
äâóõ è òðåõ ïåðåìåííûõ

Ïóñòü çàäàíà ñèñòåìà áóëåâûõ ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ, äëÿ
êîòîðîé èç ÷åòûðåõ âõîäíûõ íàáîðîâ òðè ÿâëÿþòñÿ áàçîâûìè, ïðè
ýòîì îíà ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà äâóìÿ ËÀÏ:

P a a x a x0 0 1 2 2 1� � � , P y1 3� .

Êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìà P0 îïðåäåëÿþòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ
(20.16) ïðè n = 2:

a

a

a

y

y

y

2
0

1
0

0
0

2

1

0

1 0 1

0 1 1

0 0 1

�

�

� .

Íàïðèìåð, ñèñòåìà ôóíêöèé Y x x T( , ) | |1 2 3 4 2 5� ðåàëèçóåòñÿ
ñ ïîìîùüþ äâóõ ËÀÏ: P x x0 2 13� � � , P1 5� .
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Îáúåäèíèì ïîñòðîåííûå ËÀÏ ñ ïîìîùüþ óïðàâëÿþùåé êîíñò-
ðóêöèè (ÓÊ), îïðåäåëÿþùåé îáëàñòü äåéñòâèÿ êàæäîãî ïîëèíîìà.
Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî êàæäûé áàçîâûé âõîäíîé íà-
áîð ñîäåðæèò íå áîëåå îäíîé åäèíèöû (ðèñ. 20.1).

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ñëó÷àÿ n = 3. Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì
ñòîëáåö çíà÷åíèé Y çàäàííîé ñèñòåìû ÁÔÓ â âèäå äâóõ íå ïîëíî-
ñòüþ îïðåäåëåííûõ ÁÔÓ, ïåðâàÿ èç êîòîðûõY 0 îáðàçóåòñÿ çíà÷åíè-
ÿìè ñèñòåìû íà áàçîâûõ íàáîðàõ, à âòîðàÿ ( )Y1 — èç âñåõ îñòàëüíûõ
çíà÷åíèé.

Êîýôôèöèåíòû íóëåâîãî ËÀÏ îïðåäåëÿþòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ
(20.16) ïðè n = 3:

a

a

a

a

y

y

y

y

4
0

2
0

1
0

0
0

4

2

1

0

1 0 0 1

0 1 0 1

0 0 1 1

0 0 0 1

�

�

�

�
. (20.17)

Ïðè ýòîì íåäîîïðåäåëåííûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Y 0 ïðèîáðåòàþò
çíà÷åíèÿ, îïðåäåëÿåìûå ËÀÏ.

Ñòîëáåö ôóíêöèè Y1 äîîïðåäåëèì çíà÷åíèÿìè ñèñòåìû áóëåâûõ
ôóíêöèé íà áàçîâûõ íàáîðàõ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ÀÏ, ðåàëèçóþ-
ùèé ýòîò ñòîëáåö, ñòàë ëèíåéíûì.

Äëÿ ýòîãî ïðèìåíèì ñîîòíîøåíèå, âûòåêàþùåå èç óñëîâèÿ ëè-
íåéíîñòè (20.12):

| | | | | .Y D C Yb k� �1| (20.18)

Â [15, 16] ïîêàçàíî, ÷òî ïðè n = 3

| | | | ,D C D C� �1
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è ïîýòîìó èç ñîîòíîøåíèÿ (20.13) ñëåäóåò, ÷òî

y

y

y

y

y

y

y

y

4

2

1

0

3

5

6

7

0 1 1 1

1 0 1 1

1 1 0 1

1 1 1 2

�

�

�

�

�

.

Ïðè n = 3, ïîäñòàâëÿÿ â ñîîòíîøåíèå (20.16) íàéäåííîå ìàòðè÷-
íîå ðàâåíñòâî, ïîëó÷èì:

a

a

a

a

y

y

y

y

4
1

2
1

1
1

0
1

3

5

6

7

1 0 0 1

0 1 0 1

0 0 1 1

1 1 1 2

�

�

�

�

�

. (20.19)

ËÀÏ, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííûõ
ñîîòíîøåíèé, îáúåäèíÿþòñÿ óïðàâëÿþùåé êîíñòðóêöåé, êàê ïîêà-
çàíî íà ðèñ. 20.1.

Ïðèìåð 20.9. Ðåàëèçîâàòü ÑÁÔÓ, ïðåäñòàâëåííóþ â âèäå:

Y x x x T( , , ) | | .1 2 3 0 3 3 2 3 2 2 7�

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (20.17) è (20.19), ïîëó÷èì:

P x x x0 3 2 13 3 3� � � , P x x x1 3 2 18 5 5 5� � � � � .

Äëÿ êîìïàêòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ëèíåéíûõ ÀÏ ââåäåì ìàòðè÷-
íóþ ôîðìó èõ çàïèñè:

P

P

x

x

x

0

1

3

2

1

0 3 3 3

8 5 5 5

1

�
�

.

Ïðèìåíÿÿ ðåçóëüòàòû ðàçä. 20.1.5, çàäàííàÿ ÑÁÔÓ ìîæåò áûòü
ðåàëèçîâàíà îäíèì ÀÏ, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíûì è âåñüìà
ñëîæíûì:

Y x x x x x x x x x x x x� � � � � � �3 3 4 3 4 4 103 2 2 3 1 1 3 1 2 1 2 3 .

Ïðåäëîæèì òàáëè÷íóþ ôîðìó äëÿ çàïèñè íåëèíåéíûõ ÀÏ (ÍÀÏ)
[16]. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ïðèìåðà ÍÀÏ çàïèñàí â âèäå òàáë. 20.1.
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20.2.2. Ôîðìèðîâàíèå ãðóïï çíà÷åíèé
ñèñòåìû áóëåâûõ ôóíêöèé,
ðåàëèçóåìûõ îäíèì ëèíåéíûì ïîëèíîìîì

Çíà÷åíèÿ ñèñòåìû ÁÔÓ íà áàçîâûõ íàáîðàõ ìîãóò áûòü ðåàëèçî-
âàíû ëèíåéíûìè àðèôìåòè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè. Ïðåäëîæèì ïîä-
õîä ê ðåàëèçàöèè ñèñòåìû áóëåâûõ ôóíêöèé ñ ïîìîùüþ ËÀÏ íà
îñòàëüíûõ íàáîðàõ.

Ðàçîáüåì ýòè íàáîðû íà ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ãðóïï òàêèì îáðà-
çîì, ÷òîáû êàæäàÿ èç íèõ ñîäåðæàëà íå áîëåå n + 1 íàáîðîâ, à çíà-
÷åíèÿ ñèñòåìû ÁÔÓ, âõîäÿùèå â ãðóïïó, ðåàëèçîâàëèñü áû îä-
íèì ËÀÏ. Ïîñëåäíåå óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ, åñëè äëÿ ðàññìàòðèâàå-
ìîé ãðóïïû íàáîðîâ ìàòðèöà |D C| èìååò îáðàòíóþ, ÷òî ïîçâîëÿåò
âû÷èñëÿòü êîýôôèöèåíòû ËÀÏ íà îñíîâå ñîîòíîøåíèé (20.16) è
(20.18). Îáðàòèìîñòü ìàòðèöû |D C| äëÿ ãðóïïû, ñîäåðæàùåé n + 1
íàáîð, îáåñïå÷èâàåòñÿ ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòüþ [17] ñèñòåìû
óðàâíåíèé, çàäàâàåìîé ñîîòíîøåíèåì (20.12) íà ýòîé ãðóïïå.

Â [15, 16] ïîêàçàíî, ÷òî ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü óêàçàííîé ñèñ-
òåìû óðàâíåíèé äîñòèãàåòñÿ ïðè ôîðìèðîâàíèè êàæäîé ãðóïïû
âõîäíûõ íàáîðîâ íà îñíîâå îäíîãî èç ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé:

X X Fi i i� � �1 ; (20.20)

X X Fi i i� � �1 , (20.21)

ãäå Xi — íîìåð â òàáëèöå èñòèííîñòè i-ãî íàáîðà, âõîäÿùåãî â
ãðóïïó (i = 1, 2, ... , n + 1); Fi — îáîáùåííîå ÷èñëî Ôèáîíà÷÷è [18],
îïðåäåëÿåìîå ñîîòíîøåíèÿìè

F F Fi i j� ��1 , F F1 2 1� � , j i� � 1 èëè i � 2.

Ïðè j i� � 1

F Fi i� �2 1; (20.22)

ïðè j i� � 2

F F Fi i i� �� �1 2 . (20.23)

Ïðèìåð 20.10. Ïóñòü çàäàíà ñèñòåìà ÁÔÓ ÷åòûðåõ ïåðåìåííûõ,
ðåàëèçîâàííàÿ íà áàçîâûõ íàáîðàõ ëèíåéíûì ÀÏ. Èç îñòàâøèõñÿ
íàáîðîâ íåîáõîäèìî âûäåëèòü ãðóïïó èç n + 1 ýëåìåíòîâ, çíà÷åíèÿ
ñèñòåìû ÁÔÓ íà êîòîðûõ ìîæíî ðåàëèçîâàòü äðóãèì ËÀÏ.

Âûáèðàÿ íîìåðà íàáîðîâ, íàïðèìåð â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøå-
íèåì (20.20), ïîëó÷èì:

X X F2 1 1� � , X X F3 2 2� � , X X F4 3 3� � , X X F5 4 4� � .
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Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (20.23), îïðåäåëèì, ÷òî F3 = 2, F4 = 3.
Òîãäà ïðè X 1 = 5 ïîëó÷èì: X 2 = 6, X 3 = 7, X 4 = 9, X 5 = 12.

Ïðîâåðèì îáðàòèìîñòü ìàòðèöû |D C | äëÿ âûáðàííîé ãðóïïû
íàáîðîâ. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà çàïèøåì óñëîâèå ëèíåéíîñòè (20.12)
äëÿ ñôîðìèðîâàííîé ãðóïïû:

y

y

y

y

y

y

y

y

y
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1

0 1 0 1 1

0 1 1 0 1

0 1 1 1 2

1 0 0 1 1

1 1 0 0 1
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�

�

� y 0

.

Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó óðàâíåíèé, ïîëó÷èì:

y

y

y

y

y

y

y

y

8

4

2

1

0

5

6

7

0 1 1 1 0

1 1 1 0 0

0 2 1 1 1

1 1 1 1 1

1 2 2 1 1

�

�

�

� �

� �

� �

y

y

9

12

.

Ñëåäîâàòåëüíî, â äàííîì ñëó÷àå îáðàòíàÿ ìàòðèöà ñóùåñòâóåò, è
ïîýòîìó, ïðèìåíÿÿ ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå è ñîîòíîøåíèå (20.16),
ìîæíî ïîñòðîèòü ËÀÏ äëÿ íàéäåííîé ãðóïïû íàáîðîâ.

Íàõîæäåíèå îáðàòíîé ìàòðèöû â îáùåì ñëó÷àå âåñüìà òðóäîåì-
êî, îäíàêî â [15, 16] óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè ôîðìèðîâàíèè ãðóïïû èç
n + 1 íàáîðîâ â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèÿìè (20.21) è (20.23) âû-
ïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

| | | | .D C D C� �1

20.2.3. Ðåàëèçàöèÿ ñèñòåì áóëåâûõ ôóíêöèé
÷åòûðåõ ïåðåìåííûõ

Íóëåâàÿ ãðóïïà ñîñòîèò èç çíà÷åíèé ÑÁÔÓ íà áàçîâûõ íàáîðàõ.
Ïðè ýòîì èç ñîîòíîøåíèÿ (20.16) ñëåäóåò, ÷òî
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Ïåðâóþ ãðóïïó ñôîðìèðóåì íà îñíîâàíèè ñîîòíîøåíèé (20.21)
è (20.22). Ïîëàãàÿ X 1 = 15, ïîëó÷èì X 2 = 14, X 3 = 13, X 4 = 11,
X 5 = 7. Äëÿ ýòèõ íàáîðîâ óñëîâèå ëèíåéíîñòè ïðèîáðåòàåò âèä:
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Â ñèëó òîãî ÷òî ïðè ýòîì |D C | –1 = |D C |, òî
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Ïîäñòàâëÿÿ â ñîîòíîøåíèå (20.16) ïðè n = 4 íàéäåííîå ðàâåíñò-
âî, ïîëó÷èì:
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Ðàçîáüåì îñòàâøèåñÿ øåñòü íàáîðîâ íà äâå ãðóïïû è îïðåäåëèì
äëÿ êàæäîé èç íèõ ËÀÏ. Â ñèëó òîãî ÷òî â 3-, 5-, 6-ì íàáîðàõ ñòàð-
øèå ðàçðÿäû íîëü, à â 9-, 10-, 12-ì íàáîðàõ — åäèíèöà, ñôîðìèðóåì
âòîðóþ è òðåòüþ ãðóïïû ïî ýòîìó ïðèçíàêó: (3-, 5-, 6-é) è (9-, 10-,
12-é). Çàïèøåì óñëîâèå ëèíåéíîñòè äëÿ êàæäîé èç ýòèõ ãðóïï:

y

y

y

y

y

y

y

y

3

5

6

8

4

2

1

0

0 0 1 1 1

0 1 0 1 1

0 1 1 0 1

�

�

�

�

;

y

y

y

y

y

y

y

y

9

10

12

8

4

2

1

0

1 0 0 1 1

1 0 1 0 1

1 1 0 0 1

�

�

�

�

.

655



Òàê êàê â ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåìàõ ÷èñëî ïåðåìåííûõ ïðåâû-
øàåò êîëè÷åñòâî óðàâíåíèé, òî ýòè ñèñòåìû ìîãóò èìåòü ìíîæåñòâî
ðåøåíèé. Â êà÷åñòâå îäíîãî èç íèõ ïîëó÷èì:

y

y

y

y

y

y

y

y

8

4

2

1

0

3

5

6

1 1 1

0 1 0

1 0 0

1 1 1

1 1 1

�

�

�

�

;

y

y

y

y

y

y

y

y

8

4

2

1

0

9

10

12

0 0 0

0 0 1

0 1 0

1 0 0

0 0 0

� .

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè âûðàæåíèÿ â ñîîòíîøåíèå (20.16) ïðè n = 4, ïî-
ëó÷èì:

a

a

a

a

a

y

y

y

8
2

4
2

2
2

1
2

0
2

3

5

6

0 0 0

1 0 1

0 1 1

0 0 0

1 1 1

�

�

�

�

;

a

a

a

a

a

y

y

y

8
3

4
3

2
3

1
3

0
3

9

10

12

0 0 0

0 0 1

0 1 0

1 0 0

0 0 0

� .

Ïîëó÷åííûå ëèíåéíûå ÀÏ îáúåäèíÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ óïðàâ-
ëÿþùåé êîíñòðóêöèè (ðèñ. 20.2), êîòîðàÿ îñíîâàíà íà ñëåäóþ-
ùèõ îñîáåííîñòÿõ âûäåëåííûõ ãðóïï: íàáîðû íóëåâîé ãðóïïû
ñîäåðæàò íå áîëåå îäíîé åäèíèöû; íàáîðû ïåðâîé ãðóïïû
ñîäåðæàò íå ìåíåå òðåõ åäèíèö; íàáîðû, îáðàçóþùèå âòîðóþ
è òðåòüþ ãðóïïû, ðàçäåëÿþòñÿ ïî çíà÷åíèþ ñòàðøåé ïåðåìåí-
íîé x1 .
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Ïðèìåð 20.11. Ðåàëèçîâàòü ñèñòåìó áóëåâûõ ôóíêöèé, ïðåä-
ñòàâëåííóþ â âèäå:

Y x x x x T( , , , ) | | .1 2 3 4 1 3 2 0 0 1 1 3 1 2 2 0 1 1 1 3�

Èñïîëüçóÿ íàéäåííûå ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷èì:

P

P

P

P

x

x

x

0

1

2

3

4

3

2

1 2 1 1

4 2 2 3

0 0 0 1

0 2 2 1

1

�

�

�
.

Íåëèíåéíûé àðèôìåòè÷åñêèé ïîëèíîì, ïîëó÷àåìûé äëÿ ýòîé
ñèñòåìû ÁÔÓ, çàäàåòñÿ òàáë. 20.2.

Â [16] ïðèâåäåíû óñëîâèÿ ëèíåéíîñòè âòîðîãî è òðåòüåãî ïîðÿä-
êîâ, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ ñèñòåìû ÁÔÓ ÷åòûðåõ ïåðåìåííûõ
ðåàëèçóþòñÿ áîëåå ïðîñòîé ãðàô-ñõåìîé ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðèâåäåí-
íîé íà ðèñ. 20.2.

20.2.4. Ðåàëèçàöèÿ ñèñòåì áóëåâûõ ôóíêöèé
ïÿòè è áîëåå ïåðåìåííûõ

Ïðèìåíÿÿ ïîäõîä, èçëîæåííûé â ðàçä. 20.2.2, óäàåòñÿ âñå âõîä-
íûå íàáîðû ïðè n = 5 ðàçáèòü íà øåñòü ãðóïï: 0, 1, 2, 4, 8, 16; 15, 23,
27, 29, 30, 31; 10, 18, 22, 24, 25, 26; 5, 13, 17, 19, 20, 21; 3, 7, 9, 11; 6,
12, 14, 28.

Äëÿ êàæäîé èç ýòèõ ãðóïï â [15, 16] íàéäåíî ìàòðè÷íîå ñîîòíî-
øåíèå äëÿ ïîñòðîåíèÿ ËÀÏ. Îäíàêî ïðè ýòîì óïðàâëÿþùàÿ êîíñò-
ðóêöèÿ, îáúåäèíÿþùàÿ ËÀÏ, ïîëó÷àåòñÿ âåñüìà ñëîæíîé.

Ðàññìîòðèì äðóãîé ïîäõîä ê ôîðìèðîâàíèþ ãðóïï, ïðè êîòî-
ðîì óïðàâëÿþùàÿ êîíñòðóêöèÿ òàêæå áóäåò ñîñòîÿòü èç ËÀÏ è
óñëîâíûõ âåðøèí, â êîòîðûõ ïðîèçâîäèòñÿ ñðàâíåíèå çíà÷åíèé
ýòèõ ïîëèíîìîâ ñ êîíñòàíòàìè.

657

Ò à á ë è ö à 20.2

1 x4 x3 x x3 4

1 1 2 1 – 4

x2 – 1 – 1 0 5

x1 0 – 1 0 1

x x1 2 1 0 – 1 0



Ïðè ýòîì íóëåâàÿ è ñèììåòðè÷íàÿ åé (ïåðâàÿ) ãðóïïû âûäåëÿ-
þòñÿ íà îñíîâå ìåòîäà, èçëîæåííîãî â ðàçä. 20.2.2. Âûáîð ýòèõ
ãðóïï îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ËÀÏ âèäà:

E x i

i

n

�
�
�

1

è ïðåäèêàòîâ c óñëîâèÿìè E m 1 è E l n – 1 ñîîòâåòñòâåííî.
Èñõîäÿ èç ñîîòíîøåíèÿ (20.16), ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå äëÿ îïðå-

äåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ËÀÏ íà áàçîâûõ íàáîðàõ. Äëÿ ïåðâîé ãðóï-
ïû âîñïîëüçóåìñÿ ïîäõîäîì, èçëîæåííûì â ðàçä. 20.2.2. Ïðè ýòîì

a

a

a

a

a

a

16
0

8
0

4
0

2
0

1
0

0
0

1 0 0 0 0 1

0 1 0 0 0 1

0 0 1 0 1 1

0 0 0 1 0 1

0 0

�

�

�

�

�

0 0 1 1

0 0 0 0 0 1

16

8

4

2

1

0

�

y

y

y

y

y

y

;

a

a

a

a

a

a

16
1

8
1

4
1

2
1

1
1

0
1

1 0 0 0 0 1

0 1 0 0 0 1

0 0 1 0 1 1

0 0 0 1 0 1

0 0

�

�

�

�

�

0 0 1 1

1 1 1 1 1 4

15

23

27

29

30

31

�

�

y

y

y

y

y

y

.

Ôîðìèðîâàíèå ñëåäóþùèõ ãðóïï áóäåì âûïîëíÿòü ñ ïîìîùüþ
ïîñòðîåíèÿ êàðò Êàðíî, îïðåäåëÿþùèõ ôóíêöèè âûáîðà êàæäîé
ãðóïïû. Ïðè ýòîì â êàðòå íà ìåñòå íàáîðîâ, âõîäÿùèõ â âûäåëåííûå
ðàíåå ãðóïïû, ñòàâÿòñÿ ïðî÷åðêè. Íà îñòàëüíûõ ïîçèöèÿõ êàðòû áó-
äåì ïûòàòüñÿ ðàçìåñòèòü íå áîëåå n + 1 åäèíèö, ñîîòâåòñòâóþùèõ íà-
áîðàì âûäåëÿåìîé ãðóïïû (îñòàâøèåñÿ ïîçèöèè êàðòû çàïîëíèì íó-
ëÿìè), òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ôóíêöèÿ âûáîðà áûëà ïîðîãîâîé è
îáåñïå÷èâàëàñü ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü ñèñòåìû óðàâíåíèé, çàäàâà-
åìîé óñëîâèåì ëèíåéíîñòè äëÿ ýòîé ãðóïïû. Ïîðîãîâîñòü ôóíêöèè
ïîçâîëÿåò ðåàëèçîâàòü åå îäíèì ËÀÏ è îäíîé óñëîâíîé âåðøèíîé.

Â ñëó÷àå åñëè ôóíêöèÿ âûáîðà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óêàçàííûì
âûøå óñëîâèÿì, íàéäåíà, òî â êàðòå Êàðíî íóëè óäàëÿþòñÿ, à åäèíè-
öû çàìåíÿþòñÿ ïðî÷åðêàìè. Òåì ñàìûì ïîâûøàåòñÿ ñòåïåíü íåîï-
ðåäåëåííîñòè ôóíêöèè âûáîðà ñëåäóþùåé ãðóïïû, ÷òî óâåëè÷èâàåò
âåðîÿòíîñòü äîîïðåäåëåíèÿ ýòîé ôóíêöèè äî ïîðîãîâîé. Ïðèâåäåí-
íàÿ ïðîöåäóðà ïîâòîðÿåòñÿ ìíîãîêðàòíî, ïðè÷åì ââèäó óâåëè÷åíèÿ
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ñòåïåíè íåîïðåäåëåííîñòè øàíñû ïîëó÷åíèÿ ïîðîãîâîé ôóíêöèè
óâåëè÷èâàþòñÿ ñ êàæäûì øàãîì.

Ðàçîáüåì îñòàâøèåñÿ äâàäöàòü íàáîðîâ íà ÷åòûðå ãðóïïû (ïî ïÿòü
â êàæäîé). Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè âûáîðà íàáîðîâ âòîðîé ãðóïïû
ïðîñòàâèì â êàðòå Êàðíî ïðî÷åðêè íà ïîçèöèÿõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ íà-
áîðàì íóëåâîé è ïåðâîé ãðóïï. Íà îñòàëüíûõ ïîçèöèÿõ ïîïûòàåìñÿ
ðàçìåñòèòü ïÿòü åäèíèö è ïÿòíàäöàòü íóëåé òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
ôóíêöèÿ âûáîðà íàáîðîâ ýòîé ãðóïïû áûëà ïîðîãîâîé, à ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé îáëàäàëà ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòüþ.

Ýòî ðåøåíèå, íàéäåííîå ýâðèñòè÷åñêè â [15, 16], èìååò âèä:

f x x x x2 1 2 4 5� ! (! ) .]

Ïðè ýòîì

E x x x x2 1 2 4 53 2� � � � � , E 2 0l ,

à âòîðàÿ ãðóïïà ñîñòîèò èç íàáîðîâ 3, 5, 6, 7, 11. Äëÿ ýòèõ íàáîðîâ (â
ñèëó òîãî ÷òî x1 = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, a16

2 = 0) ñîîòíîøåíèå (20.8)
ïðèîáðåòàåò âèä:

y

y

y

y

y

y

y

y

y

3

5

6

7

11

8

4

2

1

0 0 1 1 1

0 1 0 1 1

0 1 1 0 1

0 1 1 1 1

1 0 1 1 2

�

�

�

�

�

� y 0

.

Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó, ïîëó÷èì:

y

y

y

y

y

y

y

y

y

y

8

4

2

1

0

3

5

6

7

0 1 1 2 1

0 1 1 1 0

1 0 1 1 0

1 1 0 1 0

1 1 1 2 0

�

�

�

�

�

� 11

.

Íà îñíîâå ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ è ñîîòíîøåíèÿ (20.16) ñ ó÷åòîì
òîãî, ÷òî a16

2 = 0, ïîëó÷èì:

a

a

a

a

a

a

16
2

8
2

4
2

2
2

1
2

0
2

0 0 0 0 0

1 0 0 0 1

1 0 0 1 0

0 1 0 1 0

0 0 1 1 0

1

�

�

�

�

�

1 1 2 0

3

5

6

7

11

�

y

y

y

y

y

.
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Äàëåå ñîñòàâèì êàðòó Êàðíî ñ ïðî÷åðêàìè íà ìåñòå íàáîðîâ íó-
ëåâîé, ïåðâîé è âòîðîé ãðóïï è ïîñòðîèì ôóíêöèþ âûáîðà çíà÷å-
íèé òðåòüåé ãðóïïû. Â [15, 16] ïîêàçàíî, ÷òî

f x x x x3 1 4 2 3� ( ! ! ) ,] E x x x x3 1 2 3 43 2� � � � , E 3 3l ,

à íàáîðàìè òðåòüåé ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ: 17-, 18-, 19-, 22-, 26-é.
Ïîëàãàÿ, ÷òî y y0 16� , è âûïîëíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ, àíàëîãè÷íûå

ïðîâåäåííûì äëÿ âòîðîé ãðóïïû, ïîëó÷èì:

a

a

a

a

a

a

16
3

8
3

4
3

2
3

1
3

0
3

0 0 0 0 0

0 1 0 0 1

0 1 0 1 0

1 0 1 0 0

0 1 1 0 0

1

�

�

�

�

�

1 1 0 0
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�

y

y

y

y

y

.

Ñîñòàâèì êàðòó Êàðíî ñ ïðî÷åðêàìè íà ìåñòå íàáîðîâ âñåõ ïðåä-
øåñòâóþùèõ ãðóïï. Âûäåëèì åäèíèöàìè íàáîðû ÷åòâåðòîé ãðóï-
ïû, à íóëÿìè — ïÿòîé. Â [15, 16] ïîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèÿ âûáîðà íà-
áîðîâ ÷åòâåðòîé ãðóïïû èìååò âèä:

f x x x x4 2 5 1 3� ( ! ) ,] E x x x x4 1 2 3 53 2� � � � � , E 3 4l .

Ïðè ýòîì â ÷åòâåðòóþ ãðóïïó âîéäóò 9-, 12-, 13-, 14-, 15-é íàáî-
ðû, à â ïÿòóþ — 10-, 20-, 21-, 24-, 28-é íàáîðû.

Ïîëàãàÿ, ÷òî y 0 = 0, è âûïîëíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ, àíàëîãè÷íûå
ïðèâåäåííûì äëÿ âòîðîé ãðóïïû, ïîëó÷èì:
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a

a
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.
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Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåì ÁÔÓ ïÿòè ïåðåìåííûõ ìî-
æåò áûòü ðåàëèçîâàíà ãðàô-ñõåìîé, ïðèâåäåííîé íà ðèñ. 20.3.

Ïîýòîìó ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ï ð î è ç â î ë ü í à ÿ ñ è ñ ò å -
ì à ÁÔÓ ï ÿ ò è ï å ð å ì å í í û õ ì î æ å ò á û ò ü ð å à ë è ç î -
â à í à ñ ïîìîùüþ äåñÿòè ËÀÏ è ïÿòè ïðåäèêàòîâ, ÷òî ïî ýêâèâà-
ëåíòíîé ñëîæíîñòè ì å í ü ø å, ÷ å ì ä å ñ ÿ ò ü ï î ð î ã î â û õ
ý ë å ì å í ò î â. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä ïîçâîëèë ïî-
ëó÷èòü ï ð è í ö è ï è à ë ü í î íîâûé ðåçóëüòàò, îòíîñÿùèéñÿ ê îá-
ëàñòè ðåàëèçàöèè ñèñòåì ÁÔÓ â áàçèñå ïîðîãîâûõ ýëåìåíòîâ.

Ðåàëèçàöèÿ ñèñòåì ÁÔÓ ïðè n > 5 ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ, êàê ïîêà-
çàíî â [16], íà îñíîâå ðàçëîæåíèÿ Øåííîíà, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû,
ïðèâåäåííûå âûøå ïðè n m 5.

Èçëîæåííûé â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ïîäõîä áûë âïåðâûå îïóáëè-
êîâàí â [19].
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20.2.5. Ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà óïðàâëåíèÿ ïîñàäêîé
ïëàâó÷åé ïîëóïîãðóæíîé áóðîâîé óñòàíîâêè

Ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ïîñàäêîé ïëàâó÷åé ïî-
ëóïîãðóæíîé áóðîâîé óñòàíîâêè (ÏÏÁÓ) âîçìîæíî ïðèìåíåíèå ðàç-
ëè÷íûõ àëãîðèòìîâ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü
ËÀÏ äëÿ ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà óïðàâëåíèÿ, ïðåäëîæåííîãî ÖÊÁ-ïðî-
åêòàíòîì ÏÏÁÓ è îñíîâàííîãî íà ïðèìåíåíèè ôàêòîðîâ Et .

Ôàêòîð E t ýòî ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿþùàÿ íåîáõîäèìîñòü èçìåíå-
íèÿ êîëè÷åñòâà áàëëàñòà â t-é ãðóïïå öèñòåðí (t = 1, … , 4) ÏÏÁÓ
â çàâèñèìîñòè îò çàäàííûõ îïåðàòîðîì çíàêîâ èçìåíåíèÿ îñàäêè
(pT), êðåíà (pQ) è äèôôåðåíòà (pÔ). Ïðè íåîáõîäèìîñòè îòêà÷-
êè áàëëàñòà E t � �1, ïðè îòñóòñòâèè íåîáõîäèìîñòè åãî èçìåíåíèÿ
E t � 0, ïðè ïðèåìå áàëëàñòà E t � 1. Òðîè÷íûìè (ñ òåìè æå çíà÷åíèÿ-
ìè – 1, 0, 1) ÿâëÿþòñÿ è çíà÷åíèÿ àðãóìåíòîâ pT, pQ, pÔ.

Ïðè ýòîì çàäàííûé àëãîðèòì ìîæíî ïðåäñòàâèòü òðîè÷íîé òàá-
ëèöåé èñòèííîñòè. Ïîñòðîåííàÿ ÒÈ ïðåîáðàçóåòñÿ â òàáëèöó ñ àðãó-
ìåíòîì X è ôóíêöèåé E çà ñ÷åò ïðåäñòàâëåíèÿ êàæäîãî íàáîðà çíà-
÷åíèé àðãóìåíòîâ (ôóíêöèé) èñõîäíîé òàáëèöû â äåñÿòè÷íîé ñèñòå-
ìå ñ÷èñëåíèÿ. Äëÿ íîâîé òàáëèöû õàðàêòåðíî, ÷òî

E X E X( ) ( ) .� � � (20.24)

Ïîýòîìó áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèþ E òîëüêî ïðè X l 0
(òàáë. 20.3).

Ïðåäñòàâèì çíà÷åíèÿ X â âèäå ÷åòûðåõðàçðÿäíûõ äâîè÷íûõ ÷è-
ñåë x x x x1 2 3 4 è ðåàëèçóåì ïðèâåäåííóþ òàáëèöó íåëèíåéíûì ÀÏ è
âûäåëèì â íåì ëèíåéíóþ ÷àñòü: P x x x x0 1 2 3 44 26 6 32� � � � � . Ýòîò
ïîëèíîì ðåàëèçóåò çíà÷åíèÿ ôóíêöèè E ïðè X = 0, 1, 2, 4, 8. Îñ-
òàâøèåñÿ äåâÿòü íàáîðîâ ðàçîáüåì, èñïîëüçóÿ óñëîâèå ëèíåéíîñòè
(20.12), íà äâå ãðóïïû òàê, ÷òîáû çíà÷åíèÿ ôóíêöèè E íà íàáîðàõ
ãðóïïû ðåàëèçîâûâàëèñü ËÀÏ: (5, 9, 11, 12, 13) è (3, 6, 7, 10). Ïðè
ýòîì

P x x x x1 1 2 3 417 26 13 37 3� � � � � � ,

P x x x2 1 2 421 15 11� � � � � .

Ñôîðìèðóåì óïðàâëÿþùóþ êîíñòðóêöèþ äëÿ âûáîðà ïîëèíî-
ìîâ P0 , P1, P2 , ïðèìåíÿÿ äðóãèå ËÀÏ è óñëîâíûå îïåðàòîðû. Áàçî-
âûé ËÀÏ âûäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîãî àðèôìåòè÷åñêîãî ïî-
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Ò à á ë è ö à 20.3

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

E 0 – 32 6 – 20 – 26 – 1 – 10 – 9 – 4 – 40 – 36 – 3 – 30 – 27



ëèíîìà P x x x x3 1 2 3 4� � � � è ïðåäèêàòà ñ óñëîâèåì P3 m 1. Äëÿ ðàç-
ëè÷åíèÿ ïîëèíîìîâ P1 è P2 ôîðìèðóåòñÿ êàðòà Êàðíî ñ ïðî÷åðêàìè
íà áàçîâûõ è íåîïðåäåëåííûõ íàáîðàõ, åäèíèöàìè íà íàáîðàõ âòî-
ðîé ãðóïïû è íóëÿìè íà íàáîðàõ òðåòüåé ãðóïïû. Ôóíêöèÿ âûáîðà â
ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ïîðîãîâîé è ðåàëèçóåòñÿ ôîðìóëîé
P x x x4 1 4 3� ] ! , è ïîýòîìó P x x x4 1 3 42� � � è P4 l 0.

Òàêèì îáðàçîì, çàäàííàÿ òàáëèöà ðåàëèçóåòñÿ ïÿòüþ ËÀÏ è äâó-
ìÿ ïðåäèêàòàìè. Åñëè X < 0, òî èñïîëüçóåòñÿ ñîîòíîøåíèå (20.24).

Ñëåäîâàòåëüíî, çàäàííûé àëãîðèòì ðåàëèçóåòñÿ çà ñ÷åò:
— ïðåîáðàçîâàíèÿ òðîè÷íûõ âõîäíûõ íàáîðîâ â äâîè÷íûå;
— âû÷èñëåíèÿ äåñÿòè÷íûõ çíà÷åíèé ôàêòîðà E ñ ïîìîùüþ ËÀÏ

è ïðåäèêàòîâ;
— ïðåîáðàçîâàíèÿ ýòèõ çíà÷åíèé â òðîè÷íóþ ñèñòåìó ñ÷èñ-

ëåíèé.
Ïðè ýòîì îòìåòèì, ÷òî â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïåðâûé è òðåòèé ýòà-

ïû ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà íå ðàññìàòðèâàþòñÿ.
Ïðåäëîæåííàÿ ðåàëèçàöèÿ [15, 20] ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé ïî ÷èñ-

ëó îïåðàòîðîâ äëÿ âû÷èñëèòåëüíûõ óñòðîéñòâ, â êîòîðûõ îäèí ËÀÏ
ðåàëèçóåòñÿ îäíîé êîìàíäîé [21].

20.3. Ðåàëèçàöèÿ îäíîé áóëåâîé ôóíêöèè îäíèì ëèíåéíûì
àðèôìåòè÷åñêèì ïîëèíîìîì ñ ìàñêèðîâàíèåì

20.3.1. Ðåàëèçàöèÿ áóëåâîé ôóíêöèè
áåçûçáûòî÷íûì ëèíåéíûì àðèôìåòè÷åñêèì ïîëèíîìîì

Ò å î ð å ì à 20.2. Ëèíåéíûì àðèôìåòè÷åñêèì ïîëèíîìîì
áåçûçáûòî÷íî ìîæíî ðåàëèçîâàòü ëèøü áóëåâó ôóíêöèþ, ñóùåñò-
âåííî çàâèñÿùóþ íå áîëåå ÷åì îò îäíîé ïåðåìåííîé: 0, 1, !x, x [22].

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Êàæäîå çíà÷åíèå áóëåâîé ôóíêöèè äîë-
æíî áûòü ðàâíî 0 èëè 1, à êîýôôèöèåíòû ËÀÏ (êðîìå a 0 = 0, 1) ìî-
ãóò ïðèíèìàòü òîëüêî ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ: – 1, 0, 1. Åñëè a 0 = 0
(a 0 = 1), òî íå áîëåå îäíîãî èç îñòàâøèõñÿ êîýôôèöèåíòîâ ìîæåò
áûòü ðàâíî åäèíèöå (ìèíóñ åäèíèöå), â òî âðåìÿ êàê îñòàëüíûå êî-
ýôôèöèåíòû äîëæíû áûòü ðàâíû íóëþ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå õîòÿ
áû íà îäíîì âõîäíîì íàáîðå çíà÷åíèå ïîëèíîìà íå áóäåò ðàâíî íè
íóëþ, íè åäèíèöå, ÷òî è äîêàçûâàåò ñôîðìóëèðîâàííóþ òåîðåìó.

Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî îäíà áóëåâà ôóíêöèÿ, ñóùåñòâåííî
çàâèñÿùàÿ îò äâóõ è áîëåå ïåðåìåííûõ, íå ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà
áåçûçáûòî÷íûì ëèíåéíûì àðèôìåòè÷åñêèì ïîëèíîìîì, è ïîýòîìó
ðàññìîòðèì âîïðîñ î ðåàëèçàöèè îäíîé ÁÔÓ èçáûòî÷íûì ËÀÏ, êî-
òîðûé íàðÿäó ñ çàäàííîé ðåàëèçóåò åùå è äðóãèå ôóíêöèè. Òàê êàê
ïðè ýòîì çíà÷åíèå çàäàííîé ÁÔÓ âûäåëÿåòñÿ èç äâîè÷íîãî ïðåä-
ñòàâëåíèÿ èçáûòî÷íîãî ËÀÏ ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè ìàñêèðîâàíèÿ, òî
òàêèå ïîëèíîìû áóäåì íàçûâàòü ËÀÏ ñ ìàñêèðîâàíèåì (ËÀÏÌ).
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20.3.2. Ðåàëèçàöèÿ ïîðîãîâûõ ôóíêöèé
ëèíåéíûì àðèôìåòè÷åñêèì ïîëèíîìîì ñ ìàñêèðîâàíèåì

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ìåòîäà ðåàëèçàöèè
ïîðîãîâûõ ôóíêöèé (ÏÔ), ïåðâûé èç êîòîðûõ ñòðîèò ËÀÏÌ n ïåðå-
ìåííûõ ïî ïîðîãîâîìó ïðåäñòàâëåíèþ ôóíêöèè n ïåðåìåííûõ, à
âòîðîé — ïî ËÀÏÌ ïîðîãîâîé ôóíêöèè, çàâèñÿùåé îò n – 1 ïåðå-
ìåííûõ.

Ïåðâûé ìåòîä. Èçâåñòíî [23], ÷òî ïîðîãîâàÿ ôóíêöèÿ f ìîæåò
áûòü ðåàëèçîâàíà ËÀÏ

p p x p x p xn n� � � �1 1 2 2 .. .

è óñëîâíûì îïåðàòîðîì

if(p l T) then f = 1 else f = 0,

ãäå p i — âåñ ïåðåìåííîé x i , T — ïîðîã ôóíêöèè.
Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ñòàâèòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ äëÿ ôóíêöèè f

äðóãîãî ËÀÏ:

P p p x p x p xn n� � � � �0 1 1 2 2 .. . ,

òàêîãî ÷òîáû âû÷èñëåíèå ñîîòíîøåíèÿ

f r Pm
m� ( )bin (20.25)

áûëî ïðîùå, ÷åì ïîðîãîâàÿ ðåàëèçàöèÿ. Â ýòîì âûðàæåíèè íèæíèé
èíäåêñ ðàâåí ÷èñëó ðàçðÿäîâ â äâîè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè ìàêñèìàëü-
íîãî çíà÷åíèÿ ïîëèíîìà P, à âåðõíèé — íîìåðó âûäåëÿåìîãî ìàñ-
êèðîâàíèåì ðàçðÿäà.

Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à ðåàëèçàöèè îäíîé ïîðîãîâîé ôóíêöèè
(ÏÔ) ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ è äîáàâëåíèþ ê íåé ñïðàâà m – 1 áó-
ëåâûõ ôóíêöèé òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ñîîòíîøåíèå
(20.25).

Ïðè ýòîì îòìåòèì, ÷òî åñëè T = 2 a (a = 0, 1, 2, ...), òî íàëè÷èå
åäèíèöû õîòÿ áû â îäíîì ðàçðÿäå äâîè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ çíà÷å-
íèé âûðàæåíèÿ

p xi i

i

n

�
�

1

,

íà÷èíàÿ ñ ðàçðÿäà ñ íîìåðîì a + 1 (ïðè íóìåðàöèè ðàçðÿäîâ ñ åäè-
íèöû), ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî âû÷èñëåííîå çíà÷åíèå äîñòèãëî
èëè ïðåâûñèëî âåëè÷èíó T.
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Åñëè T a� 2 , òî çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðàññìîòðåííîé çà ñ÷åò óâåëè-
÷åíèÿ ïîðîãà äî âåëè÷èíû, ðàâíîé áëèæàéøåé öåëîé ñòåïåíè äâóõ.
Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî äîáàâèòü ê ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà

p xi i

i

n

�
�

1

l T,

âõîäÿùåãî â îïðåäåëåíèå ÏÔ, âåëè÷èíó (2 ] log [T T� ):

2 2
1

] log [ ] log [ .T
i i

i

n

TT p x� �
�
� l (20.26)

Ïðè ýòîì íîâûì ïîðîãîì áóäåò âåëè÷èíà T a T
1 2 2� � ] log [ .

Ïóñòü b — ÷èñëî ðàçðÿäîâ â äâîè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè ìàêñèìàëü-
íîãî çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû P.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà b = a + 1. Â ýòîì ñëó÷àå ïðåâûøåíèå
ïîðîãà ïðîèñõîäèò òîëüêî â îäíîì ðàçðÿäå äâîè÷íîãî ïðåäñòàâëå-
íèÿ çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû P. Äëÿ ýòîãî âåëè÷èíà b íå äîëæíà ïðåâû-
øàòü ÷èñëî ðàçðÿäîâ äâîè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ âåëè÷èíû ïîðîãà T1.

Ñôîðìóëèðîâàííîå óñëîâèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

Pmax < 2T , (20.27)

ãäå Pmax — ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïîëèíîìà P.
Åñëè äëÿ ïîðîãîâîé ôóíêöèè óñëîâèå (20.27) íå âûïîëíÿåòñÿ, òî

íåîáõîäèìî óâåëè÷èòü âåëè÷èíó T1 â äâà ðàçà. Äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ
äîáàâèòü ê ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (20.26) âåëè÷èíó T1.
Åñëè è ïðè ýòîì óñëîâèå (20.27) íå âûïîëíÿåòñÿ, óêàçàííàÿ ïðîöå-
äóðà ïîâòîðÿåòñÿ äî åãî âûïîëíåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî äîáèòüñÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (20.27) äëÿ
ëþáîé ïîðîãîâîé ôóíêöèè, òàê êàê ïðè óâåëè÷åíèè ëåâîé è ïðàâîé
÷àñòè íåðàâåíñòâà (20.26) ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (20.27) âîçðàñ-
òàåò â äâà ðàçà áûñòðåå ëåâîé.

Ñëåäîâàòåëüíî, äîêàçàíî, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ ïîðîãîâàÿ ôóíêöèÿ
ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f r Pb
b� ( ) .bin

Ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ íà ÿçûêå âûñîêîãî
óðîâíÿ, íàïðèìåð ÑÈ, ÷ðåçâû÷àéíî ïðîñòà è ñîñòîèò â âû÷èñëåíèè
íà çàäàííîì âõîäíîì íàáîðå çíà÷åíèÿ ïîëèíîìà P, â ñäâèãå ïîëó-
÷åííîãî ðåçóëüòàòà íà b – 1 ðàçðÿäîâ âïðàâî è ñ÷èòûâàíèè ïîëó÷åí-
íîãî ðåçóëüòàòà, ðàâíîãî çíà÷åíèþ ÏÔ íà ýòîì íàáîðå.

Äëÿ òîãî ÷òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðåäëîæåííûì ïîäõîäîì äëÿ
çàäàííîé ïîðîãîâîé ôóíêöèè, íåîáõîäèìî ïðåäâàðèòåëüíî îïðåäå-
ëèòü åå ïîðîãîâóþ ðåàëèçàöèþ (ÏÐ).
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Ïðîöåäóðà îïðåäåëåíèÿ âåñîâ ïåðåìåííûõ è ïîðîãà äëÿ ïîðîãî-
âîé ôóíêöèè âåñüìà òðóäîåìêà [23], è ïîýòîìó óêàæåì òðè áîëåå
ïðîñòûõ ïîäõîäà ê íàõîæäåíèþ ïîðîãîâîé ðåàëèçàöèè. Ïåðâûé
ïîäõîä ñòðîèò ÏÐ íåïîñðåäñòâåííî ïî îïèñàíèþ ÏÔ, âòîðîé îñíî-
âàí íà èñïîëüçîâàíèè äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîðîãîâûõ ôóíêöèé øåñòè
è ìåíåå ïåðåìåííûõ êàòàëîãîâ îïòèìàëüíûõ ÏÐ (íàïðèìåð, [24]), à
òðåòèé, èçëîæåííûé â ðàçä. 15.2, ïðèìåíèì äëÿ áåñïîâòîðíûõ ïîðî-
ãîâûõ ôîðìóë (ÁÏÔ), èìåþùèõ âàæíîå ïðàêòè÷åñêîå è òåîðåòè÷å-
ñêîå çíà÷åíèå [22, 25—27].

Ïðèìåð 20.12. Ðåàëèçîâàòü ÏÔ «äâà è áîëåå èç òðåõ», êîòîðàÿ
îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé f x x x x x� ( ) .1 2 3 1 2] ]

Èç ñëîâåñíîãî îïèñàíèÿ ôóíêöèè ñëåäóåò, ÷òî x x x1 2 3� � l 2.
Òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå T a� 2 , à ñîîòíîøåíèå (20.27) âûïîëíÿåòñÿ, òî

� �f r x x x� � �2
2

1 2 3bin ( ) .

Ïðîèëëþñòðèðóåì ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå òàáë. 20.4.

Èç ýòîé òàáëèöû ñëåäóåò, ÷òî ââåäåíèå èçáûòî÷íîñòè (ðåàëèçà-
öèÿ ïîëèíîìîì äâóõ ôóíêöèé âìåñòî îäíîé) è ïðèìåíåíèå îïåðà-
öèè ìàñêèðîâàíèÿ ïîçâîëèëî ïîñòðîèòü ËÀÏÌ âìåñòî áåçûçáûòî÷-
íîãî (ïî ÷èñëó îáúåäèíÿåìûõ ôóíêöèé), íî áîëåå ñëîæíîãî íåëè-
íåéíîãî àðèôìåòè÷åñêîãî ïîëèíîìà:

f x x x x x x x x x� � � �1 2 1 3 2 3 1 2 32 .

Òàêèì îáðàçîì, ïîâòîðíîé áóëåâîé ôîðìóëå ñîîòâåòñòâóåò áåñ-
ïîâòîðíûé àðèôìåòè÷åñêèé ïîëèíîì ñ ìàñêèðîâàíèåì, ÷òî ÿâëÿåò-
ñÿ îñíîâíîé ïðåäïîñûëêîé èñïîëüçîâàíèÿ ïîñëåäíåãî äëÿ ýôôåê-
òèâíîé ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè. Äëÿ áåñïîâòîðíîé áóëåâîé
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Ò à á ë è ö à 20.4

x1 x2 x3 x x x1 2 3� �
bin ( )x x x1 2 3� �

r
2

2 r
2

1

0

0

0

0

1

1

1

1

0

0

1

1

0

0

1

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

1

2

1

2

2

3

0

0

0

1

0

1

1

1

0

1

1

0

1

0

0

1



ôîðìóëû åå íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ âñåãäà áî-
ëåå ýôôåêòèâíà, ÷åì ðåàëèçàöèÿ íà îñíîâå ËÀÏÌ. Îäíàêî äëÿ ñèñ-
òåì ïîðîãîâûõ ôîðìóë, äàæå áåñïîâòîðíûõ, ïðèìåíåíèå ËÀÏÌ
ìîæåò îáåñïå÷èòü ìèíèìàëüíóþ ïî îáúåìó ïàìÿòè ïðîãðàììíóþ
ðåàëèçàöèþ (ðàçä. 20.4.1).

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ÿçûêà ÑÈ íàéäåííûé ËÀÏÌ ðåàëèçóåòñÿ
ñëåäóþùåé ïðîãðàììîé:

laps (int x1, int x2, int x3)

{int f;

f = (x1 + x2 + x3) >> 1;

return (f);},

ãäå >> L — ñèìâîë îïåðàöèè «ñäâèã íà L äâîè÷íûõ ðàçðÿäîâ
âïðàâî».

Ýòà ïðîãðàììà, êàê óæå áûëî îòìå÷åíî â ðàçä. 18.6, ÿâëÿåòñÿ
íàèëó÷øåé, êàê ïî îáúåìó ïàìÿòè, òàê è ïî áûñòðîäåéñòâèþ, ïî
ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè øåñòüþäåñÿòüþ ïðîãðàììàìè, ïðèâåäåííûìè
â [3], âû÷èñëÿþùèìè ýòó ôóíêöèþ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî i-ÿ âõîä-
íàÿ ïåðåìåííàÿ íàõîäèòñÿ â êðàéíåì ïðàâîì ðàçðÿäå i-ãî ñëîâà.

Ïðèìåð 20.13. Ðåàëèçîâàòü ÏÔ «ñåìü è áîëåå èç äåñÿòè».
Èç îïèñàíèÿ ôóíêöèè ñëåäóåò, ÷òî

x i

i

l 7
1

10

.
�
�

Óâåëè÷èì ïîðîã ôóíêöèè äî âåëè÷èíû 2 a . Ïðè ýòîì

1 8
1

10

�
�
� x i

i

l .

Òàê êàê ïðè ýòîì íåðàâåíñòâî (20.27) âûïîëíÿåòñÿ, òî

f r x i

i

� �



�
�
�

�

�
�
�




�

�
�

�

�

�
�

�
�4

4

1

10

1bin .

Ýòîò ïðèìåð äåìîíñòðèðóåò âîçìîæíîñòü âûñîêîé ýôôåêòèâíî-
ñòè ïðèìåíåíèÿ ËÀÏÌ, òàê êàê òàáëèöà èñòèííîñòè, áóëåâà ôîðìó-
ëà èëè íåëèíåéíûé ÀÏ â ýòîì ñëó÷àå ÷ðåçâû÷àéíî ãðîìîçäêè è ïî-
ýòîìó ïðîãðàììèðóþòñÿ ñ áîëüøèìè çàòðàòàìè ïàìÿòè.

Ïðèìåð 20.14. Ðåàëèçîâàòü ïîðîãîâóþ ôóíêöèþ

f x x� ( 1 2] ] x x x x x3 4 1 2 3) .]

Â ýòîì ñëó÷àå èç [24] ñëåäóåò, ÷òî x x x x1 2 3 42� � � l 3.
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Â ñèëó òîãî ÷òî â ýòîì ñëó÷àå T a� 2 , óâåëè÷èì ïîðîã ôóíêöèè:

1 21 2 3 4� � � �x x x x l 4.

Òàê êàê ïðè ýòîì ñîîòíîøåíèÿ (20.26) è (20.27) âûïîëíÿþòñÿ, òî

� �f r x x x x� � � � �3
3

1 2 3 41 2bin ( ) .

Ïðèìåð 20.15. Ðåàëèçîâàòü ÁÏÔ f x x� 1 2 .
Èñïîëüçóÿ ìåòîä, èçëîæåííûé âûøå, ïîëó÷èì, ÷òî x x1 2� l 2.

Òàê êàê ïðè ýòîì T a� 2 , à ñîîòíîøåíèå (20.27) âûïîëíÿåòñÿ, òî

� �f r x x� �2
2

1 2bin ( ) .

Ïðèìåð 20.16. Ðåàëèçîâàòü ÁÏÔ f x x� 1 2] .
Ïðèìåíÿÿ ìåòîä, èçëîæåííûé âûøå, ïîëó÷èì, ÷òî x x1 2� l 1.
Òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå T a� 2 , íî óñëîâèå (20.27) íå âûïîëíÿåò-

ñÿ, óâåëè÷èì ïîðîã ôóíêöèè:

1 1 2� �x x l 2.

Ââèäó òîãî ÷òî ïðè ýòîì îáà óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ, òî

� �f r x x� � �2
2

1 21bin ( ) .

Ïðèìåð 20.17. Ðåàëèçîâàòü ÁÏÔ f x x x� 1 2 3 .
Â ýòîì ñëó÷àå x x x1 2 3� � l 3. Òàê êàê T a! ,� 2 óâåëè÷èì ïîðîã

ôóíêöèè äî áëèæàéøåé ñòåïåíè äâóõ:

1 1 2 3� � �x x x l 4.

Ââèäó òîãî ÷òî ïðè ýòîì óñëîâèå (20.27) âûïîëíÿåòñÿ, òî

� �f r x x x� � � �3
3

1 2 31bin ( ) .

Ïðèìåð 20.18. Ðåàëèçîâàòü ÁÏÔ f x x x� 1 2 3] .
Â ýòîì ñëó÷àå x x x1 2 32� � l 2 è T a� 2 , è òàê êàê ñîîòíîøå-

íèå (20.27) íå âûïîëíÿåòñÿ (P Tmax � 2 ), òî óâåëè÷èì ïîðîã äî ñëåäó-
þùåé âåëè÷èíû, ðàâíîé ñòåïåíè äâóõ: 2 21 2 3� � �x x x l 4. Òàê êàê
ïðè ýòîì ñîîòíîøåíèå (20.27) âûïîëíÿåòñÿ, òî

� �f r x x x� � � �3
3

1 2 32 2bin ( ) .
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Âòîðîé ìåòîä. Ìåòîä îñíîâàí íà òåîðåìå, ïðèâåäåííîé â [28].

Ò å î ð å ì à 20.3. Åñëè êîðòåæ N áóëåâûõ ôóíêöèé n ïåðå-
ìåííûõ

f f fN N �1 1.. .

ðåàëèçóåòñÿ ëèíåéíûì àðèôìåòè÷åñêèì ïîëèíîìîì PN , òî êîðòåæ
èç (N + 1)-é ôóíêöèé

( & ) ( ) .. .f x f x f fN n N n N� � ��1 1 1 1 (20.28)

ðåàëèçóåòñÿ ËÀÏ âèäà P P xN N
N

n�
�

�� �1
1

12 , à êîðòåæ èç òîãî æå
÷èñëà ôóíêöèé

( ) ( ) .. .f x f x f fN n N n N] � � �� �1 1 1 11 (20.29)

ðåàëèçóåòñÿ ËÀÏ âèäà P P xN N
N

n
N

�
�

�
�� � �1

1
1

12 2 .
Â ñèëó óñòàíîâëåííîãî â [15, 16] ôàêòà, ÷òî ËÀÏ ðåàëèçóåò

ëèøü òàêèå êîðòåæè ôóíêöèé, â êîòîðûõ êðàéíÿÿ ëåâàÿ ôóíêöèÿ
f N ÿâëÿåòñÿ ïîðîãîâîé (â [23] ïîêàçàíî, ÷òî åñëè f N — ïîðîãîâàÿ
ôóíêöèÿ n ïåðåìåííûõ, òî è ôóíêöèè f xN n& �1 è f xN n] �1 òàêæå
ÿâëÿþòñÿ ïîðîãîâûìè), ïðèâåäåííàÿ òåîðåìà îïðåäåëÿåò:

— ðåêóðñèâíûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ËÀÏÌ äëÿ ÁÏÔ;
— ïðîñòîé ìåòîä ðåàëèçàöèè ÏÔ âèäà f xN n& è f xN n] äëÿ

ñëó÷àÿ, êîãäà ËÀÏÌ äëÿ ôóíêöèè f N óæå íàéäåí.

Ïðèìåð 20.19. Ðåàëèçîâàòü ïîðîãîâóþ ôóíêöèþ f x x x� 1 2 3 .
Èç ïðèìåðà 20.15 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ f x x� 1 2 n = 2, N = 2, è ïîýòî-

ìó èç ñîîòíîøåíèÿ (20.28) ïîëó÷èì:

� �f r x x x� � �3
3

1 2 32bin ( ) .

Èç ñîïîñòàâëåíèÿ ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ñ ïðèâåäåííûì â ïðèìå-
ðå 20.17 ñëåäóåò, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå áóëåâûõ ôîðìóë ñ ïîìîùüþ
ËÀÏÌ â îòëè÷èå îò èõ ïðåäñòàâëåíèÿ ÀÏ íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåí-
íûì.

Ïðèìåð 20.20. Ðåàëèçîâàòü ïîðîãîâóþ ôóíêöèþ

f x x x� ( )1 2 3] ] x x x1 2 4] .

Èç ïðèìåðà 20.12 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ f x x x x x1 1 2 3 1 2� ( )] ] n = 2,
N = 2, è ïîýòîìó, èñõîäÿ èç ñîîòíîøåíèÿ (20.29), ïîëó÷èì:

� �f r x x x x� � � � �3
3

1 2 3 42 2bin ( ) .

Ìåòîäû, ðàññìîòðåííûå âûøå, ïðèìåíèìû ê ïîðîãîâûì ôóíê-
öèÿì, ïðåäñòàâèìûì ôîðìóëàìè áåç èíâåðñèé. Ïðè íàëè÷èè â
ðåàëèçóåìîé ôîðìóëå ïåðåìåííûõ òèïà ! x i ïåðâîíà÷àëüíî ËÀÏÌ
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ñòðîèòñÿ äëÿ PN-îäíîòèïíîé ñ íåé ÏÔ áåç èíâåðñèé, à çàòåì â
ËÀÏÌ ïåðåìåííàÿ x i çàìåíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì 1 � x i .

Ïðèìåð 20.21. Ðåàëèçîâàòü ïîðîãîâóþ ôóíêöèþ f x x� 1 2] ! .
Èç èçëîæåííîãî è ïðèìåðà 20.16 ñëåäóåò, ÷òî

� �f r x x� � �2
2

1 22bin ( ) .

Ïðèìåð 20.22. Ðåàëèçîâàòü ïîðîãîâóþ ôóíêöèþ

f x x x� ( )1 2 3] ] x x x1 2 4] ! .

Èç èçëîæåííîãî è ïðèìåðà 20.20 ñëåäóåò, ÷òî

� �f r x x x x� � � � �3
3

1 2 3 44 2bin ( ) .

20.3.3. Ðåàëèçàöèÿ ëèíåéíûõ áóëåâûõ ôóíêöèé
ëèíåéíûì àðèôìåòè÷åñêèì ïîëèíîìîì ñ ìàñêèðîâàíèåì

Ëèíåéíîé íàçûâàåòñÿ áóëåâà ôîðìóëà, ïðåäñòàâèìàÿ ôîðìóëîé

f c c x c x c xn n� � � � �0 1 1 2 2 .. . ,

ãäå c i = 0, 1.
Ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ðåàëèçóåòñÿ ËÀÏÌ âèäà

� �� �f r c x c xn n k k� � � ��1
1

0 1[log ] ( ) . . . .bin

Ïîýòîìó

� �f x x r x x

f x x x r x x x

1 1 2 2
1

1 2

2 1 2 3 2
1

1 2 3

� � � �

� � � � � �

bin

bin

( ) ;

(� �) .

Âòîðàÿ èç ýòèõ ôóíêöèé ðåàëèçóåòñÿ íà ÿçûêå ÑÈ ñëåäóþùåé
ïðîãðàììîé:

mod (int x1, int x2, int x3)

{int f2;

f2 = (x1 + x2 + x3) & 1;

return (f2);}.

Ðàññìîòðåííûå ôóíêöèè ðåàëèçóþòñÿ òåìè æå ËÀÏÌ, ÷òî è
ôóíêöèè f x x11 1 2� , f x x x x x21 1 2 3 1 2� ( )] ] ñîîòâåòñòâåííî, êàê è
äîëæíî áûòü äëÿ äâîè÷íûõ îäíîðàçðÿäíûõ ïîëóñóììàòîðà è ñóì-
ìàòîðà.
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20.3.4. Ðåàëèçàöèÿ ïîðîãîâî-ëèíåéíûõ ôóíêöèé
ëèíåéíûì àðèôìåòè÷åñêèì ïîëèíîìîì ñ ìàñêèðîâàíèåì

Ïîðîãîâî-ëèíåéíîé ôóíêöèåé (ÏËÔ) áóäåì íàçûâàòü áóëåâó
ôóíêöèþ, ïðåäñòàâèìóþ ôîðìóëîé âèäà:

f f x x x xn i j� � � �1 1( , . . . , ) ~ ... ~ ,

ãäå f 1 — ïîðîãîâàÿ ôóíêöèÿ; i, j — öåëûå ÷èñëà; ~ {! , } .x x xi i i�
Ðàññìîòðèì ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ËÀÏÌ äëÿ ÁÔÓ, çàäàííûõ â ïî-

ðîãîâî-ëèíåéíîé ôîðìå.
Èñïîëüçîâàíèå òåîðåìû 20.3 ïîçâîëÿåò ðåàëèçîâàòü ÏËÔ, äëÿ

êîòîðûõ i, j > n, à ËÀÏÌ äëÿ ôóíêöèè f 1 íàéäåí ñ ïîìîùüþ ìåòî-
äîâ, èçëîæåííûõ â ðàçä. 20.3.2.

Ïðèìåð 20.23. Ðåàëèçîâàòü ÏËÔ f x x x x� �1 2 3 4! .
Èç ïðèìåðà 20.17 ñëåäóåò, ÷òî

� �f x x x r x x x1 1 2 3 3
3

1 2 31� � � � �bin ( ) .

Ïîýòîìó èç ñîîòíîøåíèÿ (20.29) ñëåäóåò, ÷òî

f x x x x x x x x� � � � � �1 2 3 4 1 2 3 4 1!

� �� � � � �r x x x x4
3

1 2 3 45 4bin ( ) .

Ýòà áóëåâà ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà è äðóãèì ËÀÏÌ.
Èç ñîîòíîøåíèÿ (20.28) è ðàçä. 20.3.2 ñëåäóåò, ÷òî

� �f x x x x r x x x x� � � � � � �1 2 3 4 4
3

1 2 3 45 4! ( ) .bin

Ýòî ñîîòíîøåíèå ðåàëèçóåòñÿ íà ÿçûêå ÑÈ ñëåäóþùåé ïðîãðàì-
ìîé:

plf (int x1, int x2, int x3, int x4)

{int f;

f = ((5 + x1 + x2 + x3 – 4*x4) >> 2) & 1;}.

Íåäîñòàòîê òåîðåìû 20.3 ñîñòîèò â òîì, ÷òî åå íåëüçÿ èñïîëüçî-
âàòü äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà i, j m n. Ýòîò íåäîñòàòîê óñòðàíÿåòñÿ ïðèìå-
íåíèåì ñëåäóþùåé òåîðåìû [29].

Ò å î ð å ì à 20.4. Åñëè f r Pm
k

N1 � ( ) ,bin òî f f x i� �1 ðåàëèçó-
åòñÿ â k-ì ðàçðÿäå ïîëèíîìà P xN

k
i� �2 1 , ãäå i n� �{ , , . . . , } .1 2 1

Ïðèìåð 20.24. Ðåàëèçîâàòü ÏËÔ f x x x x� �1 2 3 4(! ) .]

Èç ïðèìåðà 20.21 ñëåäóåò, ÷òî � �f x x r x x1 3 4 2
2

3 42� � � �! ( ) .] bin
Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (20.28), ïîëó÷èì:

� �f x x x r x x x2 2 3 4 3
3

2 3 42 2� � � � �(! ) ( ) .] bin
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Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 20.4, íàõîäèì:

� �f r x x x x� � � � �4
3

1 2 3 42 4 2bin ( ) .

Ïðè ýòîì îòìåòèì, ÷òî â [5] ýòà ôîðìóëà ðåàëèçóåòñÿ ñóùåñòâåí-
íî áîëåå ñëîæíûì íåëèíåéíûì ÀÏ:

f x x x x x x x x x x x� � � � � � � � �1 2 2 21 2 3 1 2 1 3 2 3 3 4

� � � �4 2 2 41 2 3 1 3 4 2 3 4 1 2 3 4x x x x x x x x x x x x x .

Ïðèìåð 20.25. Ðåàëèçîâàòü ÏËÔ f x x x x� �( ) .1 2 3 3] ]

Â ñèëó òîãî ÷òî

� �f x x x r x x x1 1 2 3 3
3

1 2 33� � � � �] ] bin ( ) ,

òî èç òåîðåìû 20.4 ñëåäóåò, ÷òî

� �f r x x x� � � �4
3

1 2 33 5bin ( ) .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê

f x x x x x x x� � �( ) ( )1 2 3 3 1 2 3] ] ]

ÿâëÿåòñÿ ÏÔ, òî, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ðàçä. 20.3.2, ïîëó÷èì:

� �f r x x x� � � �3
3

1 2 33 2bin ( ) .

Ïðèìåð 20.26. Ðåàëèçîâàòü ÏËÔ f x x x x x� � � �1 2 3 4 5 .
Â äàííîì ñëó÷àå

� �f x x r x x1 1 2 2
2

1 2� � �bin ( ) .

Äâóêðàòíî ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 20.4, ïîëó÷èì:

� �f x x x r x x x

f x x x x r

2 1 2 3 3
2

1 2 3

3 1 2 3 4 3
2

2� � � � �

� � � �

bin

bin

( ) ;

(� �x x x x1 2 3 42 2� � � ) .

Òàêèì îáðàçîì,

� �f r x x x x x� � � � �4
2

1 2 3 4 52 2 2bin ( ) .

Èíòåðåñíûì ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî â ýòîì ïðèìåðå â îòëè÷èå îò
ïðåäûäóùèõ ðåàëèçóåìàÿ ôóíêöèÿ «ñäâèíóëàñü» â ñåðåäèíó äâîè÷-
íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.
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Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ñëó÷àÿ, êîãäà ÏËÔ çàäàíà â ôîðìå,
îòëè÷íîé îò ïîðîãîâî-ëèíåéíîé. Ïîèñê òàêîé ôîðìû ïðåäëàãàåòñÿ
ïðîâîäèòü íà îñíîâå ñîîòíîøåíèé, ïðèâåäåííûõ â ðàçä. 1.7:

� �f x f x f xi i i� �! ( ) ! ( ) ;0 1] (20.30)

� �f x f x f xi i i� �! ! ( ) ( ) ! .0 1] (20.31)

Ïðèìåð 20.27. Ðåàëèçîâàòü ÏËÔ f x x x x x� ! ! .1 2 1 2 3]

Íà îñíîâå ñîîòíîøåíèÿ (20.30) ïîëó÷èì:

f f x x x x x� � � �1 1 1 3 2 1( ! ) .]

Äëÿ ïîðîãîâîé ôóíêöèè

� �f r x x x1 3
3

1 2 33 2� � � �bin ( ) .

Ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ òåîðåìó 20.4, ïîëó÷èì:

� �f r x x x� � � �4
3

1 2 33 2bin ( ) .

Ýòà ôóíêöèÿ ðåàëèçîâàíà â [29] ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Áàëàøà
áîëåå ñëîæíûì ËÀÏÌ:

� �f r x x x� � � �6
4

1 2 35 12 6 14bin ( ) .

Ïðèìåð 20.28. Ðåàëèçîâàòü áóëåâó ôîðìóëó

f x x� (! !1 2] ] ! ) ( ) .x x x x3 1 2 3] ]

Ïðèìåíÿÿ ñîîòíîøåíèå (20.30), ïîëó÷èì:

� �f f x x x x x x x� � � �1 1 1 2 3 2 3 1! ( ) .] ]

Äëÿ ïîðîãîâîé ôóíêöèè

� �f r x x x1 2
2

1 2 31� � � �bin ( ) .

Ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ òåîðåìó 20.4, ïîëó÷èì:

� �f r x x x� � � �3
2

1 2 31bin ( ) .

Ïðèìåð 20.29. Ðåàëèçîâàòü ôóíêöèþ

f x x x x x x x x x x x x x x x x x� 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 4 1 3 4 2 3 4! ! ! ! ! ! ! ! ! .] ] ] ]

Èç ñîîòíîøåíèÿ (20.30) ïðè i = 4 ñëåäóåò, ÷òî

f f x x x x x x x x� � � �1 4 1 2 1 3 2 3 4(! ! ! ) .] ]
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Ïðèìåíÿÿ ñîîòíîøåíèå (20.31) ê ôóíêöèè f 1, ïîëó÷èì:

� �f f x x x x x x x x x� � � � � �2 1 4 1 2 3 1 2 1 4! ( ) ! .] ]

Èç ïðèìåðà 20.12 ñëåäóåò, ÷òî

� �f r x x x2 2
2

1 2 3� � �bin ( ) .

Ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ òåîðåìó 20.4, ïîëó÷èì:

� �f r x x x1 3
2

1 2 32� � � �bin ( ) .

Ïîâòîðíî ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 20.4, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì:

� �f r x x x x� � � � �3
2

1 2 3 42 2bin ( ) .

Íàéäåííîå ñîîòíîøåíèå â îòëè÷èå îò äðóãèõ ôîðì ïðåäñòàâëå-
íèÿ ýòîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ áåñïîâòîðíûì, ÷òî îáåñïå÷èâàåò áîëåå
ïðîñòóþ ïðîãðàììíóþ ðåàëèçàöèþ.

Âèä è ñëîæíîñòü ËÀÏÌ, ïîëó÷àåìîãî ïî ÏËÔ, çàâèñÿò îò òîãî,
êàêîå èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé ïðèìåíÿåòñÿ è êàêàÿ ïåðåìåííàÿ èñïîëü-
çóåòñÿ â êà÷åñòâå x i .

Ïðèìåð 20.30. Ðåàëèçîâàòü ÏËÔ f x x x x x x� ! ! ! .1 2 3 1 2 3]

Ïîëàãàÿ â ñîîòíîøåíèè (20.30) x xi � 1, ïîëó÷èì:

� �f f x x x x x x x x� � � � �1 1 1 2 3 1 2 3 1! (! ) !( ! )]

� �� �( ) ! .x x x x x x1 3 2 1 3 1] ]

Ïðè ýòîì, òàê êàê

� �f x x x x x r x x x2 1 3 2 1 3 2
2

1 2 3� � � �( ) ( ) ,] ] bin

� �f r x x x1 2
2

1 2 31� � � �bin ( ) .

Èñïîëüçóÿ òåïåðü òåîðåìó 20.4, íàõîäèì:

� �f r x x x� � � �3
2

1 2 31 3bin ( ) .

Ïðèìåíÿÿ â êà÷åñòâå x i ïåðåìåííûå ! ,x1 x 2 , ! ,x 2 x 3 , ! ,x 3 ïîëó-
÷èì ñîîòâåòñòâåííî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ

� � � �f r x x x r x x x� � � � � � � � �3
2

1 2 3 3
2

1 2 34 3 1 3bin bin( ) ( )

� � � �� � � � � � � �r x x x r x x x3
2

1 2 3 3
2

1 2 34 3 3bin bin( ) ( )

� �� � � �r x x x3
2

1 2 35 3bin ( ) .
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Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòåéøàÿ ðåàëèçàöèÿ îáåñïå÷èâàåòñÿ ïðè
x xi � 3 . Âîïðîñû ïðèíàäëåæíîñòè ôóíêöèè êëàññó ÏËÔ è âûáîðà
ïåðåìåííîé x i â ñîîòíîøåíèÿõ (20.29), (20.30) îñòàþòñÿ îòêðûòû-
ìè. Èçëîæåííûé ïîäõîä îïèñàí â [15, 22].

20.3.5. Ðåàëèçàöèÿ ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé
ëèíåéíûì àðèôìåòè÷åñêèì ïîëèíîìîì ñ ìàñêèðîâàíèåì

Ðàññìîòðèì êëàññ ËÀÏ âèäà:

P x i

i

n

�
�
� .

1

Ýòè ËÀÏ îïèñûâàþò ðàáîòó êîìáèíàöèîííûõ ñ÷åò÷èêîâ, äëÿ
ïîñòðîåíèÿ êîòîðûõ òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ñèñòåìó èç 1 + [log n] áó-
ëåâûõ ôóíêöèé. Ýòè ôóíêöèè îòíîñÿòñÿ ê êëàññó ñèììåòðè÷åñêèõ è
ðåàëèçóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Çàïèøåì ìàòðèöó-ñòîëáåö ðàçìåðíîñòè ( )n � �1 1, âñå ýëåìåíòû
êîòîðîé ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 0, 1, ... , n. Ýòà ìàòðèöà ïðåîáðàçóåòñÿ
â äâîè÷íóþ ìàòðèöó ðàçìåðíîñòè (n + 1) � �( [log ])1 n , i-ÿ (i = 0,
1, … , n) ñòðîêà êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ äâîè÷íûì ïðåäcòàâëåíèåì i-ãî ýëå-
ìåíòà ìàòðèöû-ñòîëáöà. Ïðè ýòîì j-é ñòîëáåö äâîè÷íîé ìàòðèöû ÿâ-
ëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ÷èñëîì j-é ôóíêöèè, åäèíèöà â i-ì ðàçðÿäå
êîòîðîãî óêàçûâàåò íà íàëè÷èå ðàáî÷åãî ÷èñëà â ýòîé ôóíêöèè.

Ïðèìåð 20.31. Îïðåäåëèòü ñèììåòðè÷åñêèå ôóíêöèè (ÑÔ), ðåà-
ëèçóåìûå ëèíåéíûì àðèôìåòè÷åñêèì ïîëèíîìîì

P x x x x� � � �1 2 3 4 .

Âûïîëíÿÿ óêàçàííûå ïîñòðîåíèÿ è ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó÷èì

P S S S� � �

0

1

2

3

4

0 0 0

0 0 1

0 1 0

0 1 1

1 0 0

4
4

2 3
4

1 3
4

, , .

Ðàññìîòðèì áîëåå øèðîêèé êëàññ ËÀÏ:

P c c x i

i

n

1 1 2

1

� �
�
� , (20.32)

ãäå c1, c 2 — ïîëîæèòåëüíûå öåëûå ÷èñëà.
Ýòîò êëàññ ËÀÏ ðåàëèçóåò ÑÔ òàê æå, êàê ðàññìîòðåíî âûøå.
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Ïðèìåð 20.32. Îïðåäåëèòü ÑÔ, ðåàëèçóåìûå ËÀÏ

P x x x x1 1 2 3 43 5� � � � �( ) .

Èñêîìûå ôóíêöèè îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

P1 � � � � �3 5

0

1

2

3

4

3

8

13

18

23

0 0 0 1 1

0 1 0 0 0

0 1 1 0 1

1 0 0 1 0

1 0 1 1 1

� S S S S S3 4
4

1 2
4

2 4
4

0 3 4
4

0 2 4
4

, , , , , , , .

Èç èçëîæåííîãî ñëåäóåò, íàïðèìåð, ÷òî

� �f S r x x x x� � � � � �2 4
4

5
3

1 2 3 43 5, [ ( ) ] .bin

Òàêàÿ ðåàëèçàöèÿ ñóùåñòâåííî áîëåå ýôôåêòèâíà, ÷åì íåïîñðåä-
ñòâåííîå ïîñòðîåíèå ÀÏ äëÿ ÑÔ, òàê êàê, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû
ðàçä. 20.1.2, ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî b0 0� , b1 0� , b2 1� , b3 3� � , b4 7� ,
è ïîýòîìó

f S x x x x x x x x x x x x� � � � � � � �2 4
4

1 2 1 3 1 4 2 3 2 4 3 4,

� � � � �3 71 2 3 1 2 4 1 3 4 2 3 4 1 2 3 4( ) .x x x x x x x x x x x x x x x x

Èç èçëîæåííîãî ñëåäóåò, ÷òî âûðàæåíèå (20.32) ìîæåò ðàññìàò-
ðèâàòüñÿ â êà÷åñòâå ýôôåêòèâíîãî ãåíåðàòîðà ñèììåòðè÷åñêèõ ôóí-
êöèé. Èññëåäîâàíèå ïîêàçàëî, ÷òî âñå ÑÔ äâóõ ïåðåìåííûõ ïîðîæ-
äàþòñÿ ïÿòüþ ëèíåéíûì ÀÏ ïðè c1 = 0, … , 4, c 2 = 1, à âñå ÑÔ òðåõ
ïåðåìåííûõ — îäèííàäöàòüþ ëèíåéíûìè ÀÏ, â êîòîðûõ c1 = 0,
... , 5, c 2 = 1; c1 = 7, c 2 = 1; c1 = 0, c 2 = 3; c1 = 2, c 2 = 3; c1 = 4, c 2 = 3;
c1 = 5, c 2 = 5.

Ðàññìîòðåííûé ìåòîä ÿâëÿåòñÿ ïåðåáîðíûì è íå ãàðàíòèðóåò ðå-
àëèçàöèþ ñ ïîìîùüþ ËÀÏÌ ïðîèçâîëüíîé ÑÔ n ïåðåìåííûõ. Êîí-
ñòðóêòèâíûå ìåòîäû ðåàëèçàöèè ÑÔ, ÿâëÿþùèõñÿ ïîðîãîâûìè, ïî-
ðîãîâî-ëèíåéíûìè è ëèíåéíûìè, ðàññìîòðåíû â ïðåäûäóùèõ ðàç-
äåëàõ. Íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ËÀÏÌ ïðåäñòàâèìû ñëåäóþùèå ÑÔ:

� �S x x x x x r x x x0 2 3
3

1 3 2 1 3 4
3

1 2 34 5 2 5, , ( ! ) ( ) ;� � � � � � �] bin

� �S x x x x x r x x x1
3

1 3 2 1 3 4
3

1 2 33 3 2 3� � � � � � �(! ! ) ( ) .] bin

Âîïðîñ î ïðèíàäëåæíîñòè ïðîèçâîëüíîé ÑÔ n ïåðåìåííûõ îä-
íîìó èç ïåðå÷èñëåííûõ êëàññîâ îñòàåòñÿ îòêðûòûì. Èçëîæåííûé
ïîäõîä îïèñàí â [22].
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20.4. Ðåàëèçàöèÿ ñèñòåìû áóëåâûõ ôóíêöèé
ëèíåéíûìè àðèôìåòè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè ñ ìàñêèðîâàíèÿìè

20.4.1. Ðåàëèçàöèÿ ñèñòåìû ëèíåéíî ïðåäñòàâèìûõ ôóíêöèé
îäíèì ëèíåéíûì ïîëèíîìîì ñ ìàñêèðîâàíèÿìè

Áóëåâà ôóíêöèÿ, ðåàëèçóåìàÿ îäíèì ËÀÏÌ, íàçûâàåòñÿ ëèíåé-
íî ïðåäñòàâèìîé. Â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ ïîêàçàíî, ÷òî ïîðîãîâûå,
ëèíåéíûå è ïîðîãîâî-ëèíåéíûå ôóíêöèè ëèíåéíî ïðåäñòàâèìû.

Ò å î ð å ì à 20.5. Ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà N ëèíåéíî ïðåäñòàâè-
ìûõ ôóíêöèé n ïåðåìåííûõ òàêæå ëèíåéíî ïðåäñòàâèìà ïîëèíî-
ìîì, çàâèñÿùèì îò n ïåðåìåííûõ, ò. å. âñåãäà ìîæåò áûòü ðåàëèçî-
âàíà îäíèì ëèíåéíûì àðèôìåòè÷åñêèì ïîëèíîìîì n ïåðåìåííûõ ñ
N ìàñêèðîâàíèÿìè.

Ýòà òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ òåì, ÷òî âñåãäà ìîæíî ïîñòðîèòü îäèí
ëèíåéíûé àðèôìåòè÷åñêèé ïîëèíîì, ìàñêèðîâàíèå ðàçðÿäîâ êîòî-
ðîãî ïîðîæäàåò N ëèíåéíî ïðåäñòàâèìûõ ôóíêöèé, åñëè

P P

P P P

g g

g

N

g g

g

g

g

N

N
� � � �

� � � � � �

� �

�

�2

2 2 2

1 1

1 2

3

1

2

3 2 0

... . . .

g1

1 ,
(20.33)

ãäå P
g

i

i
— ËÀÏÌ i-é áóëåâîé ôóíêöèè, äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ðå-

çóëüòàòîâ âû÷èñëåíèé êîòîðîé çàíèìàåò g i ðàçðÿäîâ.
Ýòîò ðåçóëüòàò ÷ðåçâû÷àéíî â à æ å í ä ë ÿ ò å î ð è è ï î ð î -

ã î â û õ ô ó í ê ö è é, òàê êàê, â ÷àñòíîñòè, óòâåðæäàåò, ÷òî ëþáàÿ
ñèñòåìà èç N óêàçàííûõ ôóíêöèé ðåàëèçóåòñÿ îäíèì ëèíåéíûì ïî-
ëèíîìîì ñ N ìàñêèðîâàíèÿìè, ÷òî ïî ýêâèâàëåíòíîé ñëîæíîñòè ñó-
ùåñòâåííî ïðîùå, ÷åì N ïîðîãîâûõ ýëåìåíòîâ.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè ñîîòíîøåíèÿ (20.33) äâîè÷íîå
ïðåäñòàâëåíèå ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëåíèé ïî ËÀÏÌ çàíèìàåò

g g g g N� � � �1 2 .. . (20.34)

ðàçðÿäîâ.
Ïðè ïðèìåíåíèè ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà ïîëèíîìû, ñîîòâåòñò-

âóþùèå çàäàííûì ôóíêöèÿì, ìîãóò îáúåäèíÿòüñÿ â ïîðîæäàþùèé
ïîëèíîì â ðàçëè÷íîì ïîðÿäêå. Ýòî ìîæåò ïðèâåñòè ê ïîñòðîåíèþ
äî N! ðàçëè÷íûõ ïîðîæäàþùèõ ïîëèíîìîâ, êîòîðûå, îäíàêî, ïî
ââîäèìîìó íèæå êðèòåðèþ èìåþò îäèíàêîâóþ ñëîæíîñòü.

Ñòðóêòóðû ýòèõ ïîëèíîìîâ îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà ñóùåñò-
âåííî ìåíüøå, ÷åì ñòðóêòóðû íåëèíåéíûõ ÀÏ, òàê êàê â ïåðâîì
ñëó÷àå îíè îïðåäåëÿþòñÿ n + 1 êîýôôèöèåíòàìè, à âî âòîðîì — 2 n

êîýôôèöèåíòàìè. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëèíîì ñóùåñòâåííî çàâèñèò
îò âñåõ n ïåðåìåííûõ, åñëè îí ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå n íåíóëå-
âûõ êîýôôèöèåíòîâ ïðè îäèíî÷íûõ ïåðåìåííûõ, à âî âòîðîì — îí
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ìîæåò ñóùåñòâåííî çàâèñåòü îò âñåõ n ïåðåìåííûõ äàæå ïðè íàëè-
÷èè òîëüêî îäíîãî íåíóëåâîãî êîýôôèöèåíòà ñ íîìåðîì 2 1n � .

Áóäåì õàðàêòåðèçîâàòü êàæäûé ïîëèíîì P, ñóùåñòâåííî çàâèñÿ-
ùèé îò n ïåðåìåííûõ, âåëè÷èíîé âû÷èñëÿåìîãî èì ìàêñèìàëüíîãî
äåñÿòè÷íîãî çíà÷åíèÿ, îáîçíà÷àåìîãî ñèìâîëîì |P|. Ïðè ýòîì ñ÷è-
òàåòñÿ, ÷òî òîò ïîëèíîì, ñóùåñòâåííî çàâèñÿùèé îò n ïåðåìåííûõ,
ïðîùå, ó êîòîðîãî âåëè÷èíà

g P�] log | |[

ìåíüøå.

Ïðèìåð 20.33. Ïðîâåðèòü ëèíåéíóþ ïðåäñòàâèìîñòü ôóíêöèé:

f x x x x x1 1 2 3 1 2� ( ) ,] ] f x x x2 1 2 3� ! ! ! ,] ]

f x x x3 1 2 3� (! ! )! ,]

è ðåàëèçîâàòü ýòè ôóíêöèè îäíèì ËÀÏÌ â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíûõ
ðåçóëüòàòîâ ïðîâåðêè.

Òàê êàê êàæäàÿ èç çàäàííûõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ ïîðîãîâîé è ïî-
ýòîìó ëèíåéíî ïðåäñòàâèìîé, òî:

� �f r x x x1 2
2

1 2 3� � �bin ( ) ; � �f r x x x2 3
3

1 2 36� � � �bin ( ) ;

� �f r x x x3 3
3

1 2 35 2� � � �bin ( ) .

Ýòè ôóíêöèè ìîãóò áûòü ïîðîæäåíû ïîëèíîìàìè, êàæäûé èç
êîòîðûõ â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèé ôîðìèðóåò âîñüìèðàçðÿäíîå äâî-
è÷íîå ÷èñëî

g g g g� � � � � � �1 2 3 2 3 3 8.

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (20.33), ïîëó÷èì:

P x x x x x x1
6

1 2 3
3

1 2 32 2 6� � � � � � � �( ) ( )

� � � � � � � �2 5 2 53 55 55 540
1 2 3 1 2 3( ) ;x x x x x x

f r P1 8
8

1� ( ) ;bin f r P2 8
6

1� ( ) ;bin f r P3 8
3

1� ( ) .bin

Ïðè ýòîì | |P1 217� .
Ïðèâåäåì ïðîãðàììó íà ÿçûêå ÑÈ, ðåàëèçóþùóþ ïîëó÷åííûå

ñîîòíîøåíèÿ:

lapm (int 1, int x2, int x3, int P1, int f1,

int f2, int f3)

{P1 = 53 + 55*x1 + 55*x2 + 54*x3;

f1 = P1 >> 7;

f2 = (P1 >> 5) & 1;

f3 = (P1 >> 2) & 1}.
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Ïðîèëëþñòðèðóåì íàéäåííîå ñîîòíîøåíèå òàáë. 20.5.

Çàïèøåì ôîðìóëû äëÿ ÁÔÓ, ïðèâåäåííûõ â òàáëèöå:

f r x x x x x1 8
8

1 2 3 1 2� � ( ) ,] ] r x x x8
7

1 2 3� � � ,

f r x x x2 8
6

1 2 3� � ! ! ! ,] ]

� �r x x x x x x x x x x x x8
5

1 2 3 1 2 3 1 3 2 1 3 1� � �! ! ! ( ! )! ! ,] ] ]

r x x x8
4

1 2 3� � � , f r x x x3 8
3

1 2 3� � (! ! )! ,]

r x x x8
2

1 2 3� � , r x x8
1

1 2� � .

Ïðè ýòîì âîñüìàÿ, øåñòàÿ è òðåòüÿ ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ïîðîãîâû-
ìè, ïÿòàÿ è âòîðàÿ — ïîðîãîâî-ëèíåéíûìè, à ñåäüìàÿ, ÷åòâåðòàÿ è
ïåðâàÿ — ëèíåéíûìè.

Àíàëîãè÷íî ðàññìîòðåííîìó ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû ËÀÏÌ è
äëÿ äðóãèõ êîðòåæåé ôóíêöèé f 1, f 2 , f 3 . Ïðè ýòîì ïðîñòåéøèì ïî
ââåäåííîìó êðèòåðèþ áóäåò ïîëèíîì P x x x2 1 2 3166 25 25 57� � � � ,
ïîëó÷åííûé äëÿ êîðòåæà f f f3 1 2 . Ïðè èñïîëüçîâàíèè ýòîãî ïîëè-
íîìà f r P3 8

8
2� ( )bin , f r P1 8

5
2� ( )bin , f r P2 8

3
2� ( )bin . Â ýòîì ñëó÷àå

| |P2 166� .

Ïðèìåð 20.34. Ðåàëèçîâàòü ñèñòåìó ëèíåéíî ïðåäñòàâèìûõ ôóíê-
öèé:

� �f x x x r x x x

f x x x r

1 1 2 3 3
3

1 2 3

2 1 2 3 3
3

1

4

� � � � �

� �

bin

bin

( ) ;

! ! ! (� �
� �

� � �

� � � � �

�

x x x

f x x x r x x x

f x

1 2 3

3 1 2 3 3
3

1 2 3

4 1

3

) ;

( ) ;

! !

] ]

]

bin

� �x x r x x x2 3 3
3

1 2 36] ! ( ) ,� � � �bin

ïðèâåäåííóþ â ïðèìåðå 1 Ïðèëîæåíèÿ â [30].
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Ò à á ë è ö à 20.5

x1 x2 x3 P1 f r1 8

8� r
8

7 f r2 8

6� r
8

5 r
8

4 f r3 8

3� r
8

2 r
8

1

0

0

0

0

0

0

1

1

0

1

0

1

53

107

108

162

0

0

0

1

0

1

1

0

1

1

1

1

1

0

0

0

0

1

1

0

1

0

1

0

0

1

0

1

1

1

1

0

1

1

1

1

0

0

1

1

0

1

0

1

108

162

163

201

0

1

1

1

1

0

0

1

1

1

1

0

0

0

0

1

1

0

0

1

1

0

0

0

0

1

1

0

0

0

1

1



Òàê êàê âñå ôóíêöèè ýòîé ñèñòåìû ëèíåéíî ïðåäñòàâèìû, òî

P x x x� � � �798 455 1 2 3( ) , f r P1 12
12� ( ) ,bin

f r P2 12
9� ( ) ,bin f r P3 12

6� ( ) ,bin f r P4 12
3� ( ) .bin

Â [30] ôóíêöèè ýòîé ñèñòåìû ðåàëèçóþòñÿ ðàçäåëüíî.

Ïðèìåð 20.35. Ðåàëèçîâàòü ñèñòåìó ëèíåéíî ïðåäñòàâèìûõ ôóíê-
öèé

� �f x x x x r x x x x

f x x x r

3 1 2 3 4 3
3

1 2 3 4

2 2 3 4 3
3

2� � � � � �

� �

! ! ( ) ;bin

] � �
� �

bin

bin

( ) ;

( ) ,

2 2

1

2 3 4

1 1 2 2
2

1 2

� � �

� � � �

x x x

f x x r x x]

ïðèâåäåííóþ â ïðèìåðå 2 Ïðèëîæåíèÿ â [30].
Òàê êàê âñå ôóíêöèè ñèñòåìû ëèíåéíî ïðåäñòàâèìû, òî, èñõîäÿ

èç èçëîæåííîãî, P x x x x� � � � �73 33 23 36 281 2 3 4 , f r P3 8
8� ( ),bin

f r P2 8
5� ( ),bin f r P1 8

2� ( )bin . Â [30] ýòà ñèñòåìà ðåàëèçóåòñÿ ñóùå-
ñòâåííî ñëîæíåå — äâóìÿ ËÀÏ ñ ñåìüþ ìàñêèðîâàíèÿìè.

Îïòèìèçàöèÿ ïîëèíîìà. Åñëè ïîëèíîìû ïðè îáúåäèíåíèè «íå
ïîðòÿò» ðàçðÿäîâ ïîðîæäàþùåãî ïîëèíîìà, â êîòîðûõ ôîðìèðóþò-
ñÿ çíà÷åíèÿ çàäàííûõ ôóíêöèé, òî ïîñëåäíèé ìîæåò áûòü ïîñòðîåí
òàêèì îáðàçîì, ÷òî åìó áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ÷èñëî ðàçðÿäîâ, ìåíü-
øåå, ÷åì îïðåäåëÿåìîå ñîîòíîøåíèÿìè (20.33), (20.34).

Ïðèìåð 20.36. Ðåàëèçîâàòü ïðîñòåéøèì ËÀÏÌ ñèñòåìó ëèíåéíî
ïðåäñòàâèìûõ ôóíêöèé:

� �f x x x r x x x

f x x x x x x r

1 1 2 3 3
2

1 2 3

2 1 2 3 1 2 3

2� � � � �

� �

bin ( ) ;

! ! !] � �3
2

1 2 31 3bin ( ) .� � �x x x

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (20.33), ìîæíî ïîëó÷èòü äâà ËÀÏÌ ñ
g = 6:

P x x x x x x1
3

1 2 3
0

1 2 32 2 2 1 3� � � � � � � �( ) ( )

� � � �1 11 7 171 2 3x x x ,

f r P1 6
5

1� ( ) ,bin f r P2 6
2

1� ( ) ,bin | | ;P1 36�

P x x x x x x2
3

1 2 3
0

1 2 32 1 3 2 2� � � � � � � �( ) ( )

� � � �8 25 7 101 2 3x x x ,

f r P2 6
5

2� ( ) ,bin f r P1 6
2

2� ( ) ,bin | | .P2 43�

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå èëëþñòðèðóåòñÿ òàáë. 20.6.
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Çàïèøåì ôîðìóëû äëÿ ÁÔÓ, ïðèâåäåííûõ â òàáë. 20.6:

r x x x6
6

1 2 3� (! ) ,]

� �r f x x x x x x x x x x x x6
5

2 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3� � � �! ! ! ( ) ,] ] ]

r x x x6
4

1 2 31� � � � , r x x x6
3

1 2 3� ,

r f x x x6
2

1 1 2 3� � � , r x x6
1

1 2� � .

Ïðè ýòîì øåñòàÿ è òðåòüÿ ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ïîðîãîâûìè, ïÿòàÿ è
âòîðàÿ — ïîðîãîâî-ëèíåéíûìè, à ÷åòâåðòàÿ è ïåðâàÿ — ëèíåéíûìè.

Â ñèëó òîãî ÷òî àðèôìåòè÷åñêîå ñëîæåíèå çíà÷åíèé «ìëàäøåé»
ôóíêöèè ( )r6

4 , ïîðîæäàåìîé ËÀÏ äëÿ f 2 , è «ñòàðøåé» ôóíêöèè
( )r6

3 , ïîðîæäàåìîé ËÀÏ äëÿ f 1, íå îáðàçóåò ïåðåíîñîâ ïðè âñåõ
âõîäíûõ íàáîðàõ, ïîëèíîìû äëÿ f 2 è f 1 ìîãóò áûòü îáúåäèíåíû
«ïëîòíåå», ÷åì â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèåì (20.33):

P x x x x x x3
2

1 2 3
0

1 2 32 1 3 2 2� � � � � � � �( ) ( )

� � � �4 13 3 61 2 3x x x ,

f r P2 5
4

3� ( ) ,bin f r P1 5
2

3� ( ) ,bin | | .P3 23�

Ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå èëëþñòðèðóåòñÿ òàáë. 20.7.
Çàïèøåì ôîðìóëû äëÿ ÁÔÓ, ïðèâåäåííûõ â òàáë. 20.7:

r x x x5
5

1 2 3� (! ) ,] � �r f x x x x x x5
4

2 1 2 3 1 2 3� � �( ) ,] ]

r S x x x x x x x x5
3

0 2 3
3

1 2 3 1 2 3 1 2� � �, , ! ! ! ( )] ] ]

� � � � �(! ! ! ) ( ! ) ,x x x x x x x x x x x1 2 1 2 3 3 1 3 2 1 3] ]

r f x x x5
2

1 1 2 3� � � , r x x5
1

1 2� � .
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Ò à á ë è ö à 20.6

x1 x2 x3 P2

2 1 33
1 2 3( )� � �x x x 2 20

1 2 3( )x x x� �

r
6

6 f r2 6

5� r
6

4 r
6

3 f r1 6

2� r
6

1

0

0

0

0

0

0

1

1

0

1

0

1

8

18

1

11

0

0

0

0

0

1

0

0

1

0

0

1

0

0

0

0

0

1

0

1

0

0

1

1

1

1

1

1

0

0

1

1

0

1

0

1

33

43

26

36

1

1

0

1

0

0

1

0

0

1

1

0

0

0

0

1

0

1

1

0

1

1

0

0



Ïðè ýòîì ïÿòàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîðîãîâîé, ÷åòâåðòàÿ, òðåòüÿ
è âòîðàÿ — ïîðîãîâî-ëèíåéíûìè, à ïåðâàÿ — ëèíåéíîé.

Ïðèìåð 20.37. Ðåàëèçîâàòü ïðîñòåéøèì ËÀÏÌ ñèñòåìó ëèíåéíî
ïðåäñòàâèìûõ ôóíêöèé:

� �f x x x r x x x

f x x x r

1 1 3 2 3
3

1 2 3

2 1 3 2 3
2

3 2� � � � �

� � �

! ( ) ;

!

] bin

bin� �( ) .1 21 2 3� � �x x x

Â ñèëó òîãî ÷òî è â ýòîì ñëó÷àå îòñóòñòâóþò ïåðåíîñû ïðè «íà-
ëîæåíèè» ïîëèíîìîâ, îáúåäèíèì èõ áîëåå «ïëîòíî», ÷åì â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ ñîîòíîøåíèåì (20.33):

P x x x x x x� � � � � � � � �2 3 2 2 1 22
1 2 3

0
1 2 3( ) ( )

� � � �13 5 10 51 2 3x x x ,

f r P1 5
5� ( ) ,bin f r P2 5

2� ( ) .bin

Ïðèâåäåííûå ïðèìåðû, à òàêæå ðÿä äðóãèõ, ðàññìîòðåííûõ àâ-
òîðîì, ïîçâîëÿþò ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèå ãèïîòåçû [31].

Ã è ï î ò å ç à 20.1. Ëèíåéíûé àðèôìåòè÷åñêèé ïîëèíîì ïîðîæ-
äàåò òîëüêî ïîðîãîâûå, ïîðîãîâî-ëèíåéíûå è ëèíåéíûå ôóíêöèè,
ïðè÷åì êðàéíÿÿ ëåâàÿ ôóíêöèÿ â äâîè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè ðåçóëü-
òàòîâ âû÷èñëåíèé ïî ýòîìó ïîëèíîìó âñåãäà ïîðîãîâàÿ, à êðàéíÿÿ
ïðàâàÿ — âñåãäà ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ.

Ã è ï î ò å ç à 20.2. Ïðè n l 3, g l 3 â äâîè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè
ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëåíèé ïî ËÀÏÌ, ïîñòðîåííîìó ñ ïîìîùüþ ìåòî-
äîâ, èçëîæåííûõ â ðàçä. 20.3, äëÿ ðåàëèçàöèè îäíîé ÁÔÓ, ïðèíàä-
ëåæàùåé îäíîìó èç ðàññìîòðåííûõ êëàññîâ, â ñðåäíèõ ðàçðÿäàõ
ðàçìåùàþòñÿ òîëüêî ïîðîãîâî-ëèíåéíûå ôóíêöèè.
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Ò à á ë è ö à 20.7
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0

0

0
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Âòîðóþ ãèïîòåçó èëëþñòðèðóþò ïîëèíîìû äëÿ ôóíêöèé f 2 è f 3

èç ïðèìåðà 20.33 è ïîëèíîìû äëÿ ôóíêöèé f 1 è f 2 èç ïðèìåðà 20.36.
Åùå îäèí ïîäõîä ê îïòèìèçàöèè ïîëèíîìîâ îïèñàí â [31].
Èçëîæåííûé ïîäõîä äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ êëàññîâ ôóíêöèé

óíèâåðñàëåí, îäíàêî íå âñåãäà ýôôåêòèâåí. Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòî
íà ïðèìåðå.

Ïðèìåð 20.38. Ðåàëèçîâàòü ñèñòåìó ëèíåéíî ïðåäñòàâèìûõ ôóíê-
öèé:

� �

� �

f x x r x x

f x x r x x

1 1 2 2
2

1 2

2 1 2 2
1

1 2

1� � � �

� � � �

] bin

bin

( ) ,

( ) .

Èñïîëüçóÿ ïðåäëàãàåìûé ìåòîä, ïîëó÷èì:

P x x x x x x� � � � � � � �2 1 2 4 5 52
1 2

0
1 2 1 2( ) ( ) ,

f r P1 4
4� ( ) ,bin f r P2 4

1� ( ) .bin

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, àíàëèçèðóÿ, êàêîé êîðòåæ ôóíêöèé ðåàëèçóåò
ïåðâûé èç çàäàííûõ ïîëèíîìîâ, ìîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî îí ïîðîæ-
äàåò è âòîðóþ ôóíêöèþ, è ïîýòîìó îáúåäèíÿòü ïîëèíîìû íåò íåîá-
õîäèìîñòè.

Ó÷èòûâàÿ èçëîæåííîå, ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ìîæåò áûòü óñî-
âåðøåíñòâîâàí. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî:

— ðåàëèçîâàòü ëèíåéíûì àðèôìåòè÷åñêèì ïîëèíîìîì ñ ìàñêè-
ðîâàíèåì (ËÀÏÌ) êàæäóþ èç çàäàííûõ ôóíêöèé;

— äëÿ êàæäîãî ËÀÏÌ îïðåäåëèòü, êàêèå ôóíêöèè îí ðåàëèçóåò;
— îïðåäåëèòü, íå ðåàëèçóþòñÿ ëè êàêèå-ëèáî äðóãèå ôóíêöèè

ñèñòåìû ïîëèíîìîì, ðåàëèçóþùèì îäíó èç ôóíêöèé ñèñòåìû, è â
ñëó÷àå, åñëè ýòî èìååò ìåñòî, èñêëþ÷èòü èç ñîñòàâà ñèñòåìû «ïî-
ãëîùàåìûå» ôóíêöèè;

— îáúåäèíèòü â îäèí ïîãëîùàþùèå ËÀÏÌ è ËÀÏÌ, ñîîòâåòñò-
âóþùèå ôóíêöèÿì, êîòîðûå íå ïîãëîùåíû.

Ïðèìåð 20.39. Ðåàëèçîâàòü ñèñòåìó ëèíåéíî ïðåäñòàâèìûõ ôóí-
êöèé:

� �f x x r x x1 1 2 2
2

1 2� � �bin ( ) ,

� �f x x r x x2 1 2 2
2

1 21� � � �] bin ( ) ,

� �f x x r x x3 1 2 2
1

1 2� � � �bin ( ) .

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (20.33), ïîëó÷èì:

P x x x x x x x x1
4

1 2
2

1 2
0

1 2 1 22 2 1 2 4 21� � � � � � � � � �( ) ( ) ( ) ( ) ,

f r P1 6
6

1� ( ) ,bin f r P2 6
4

1� ( ) ,bin f r P3 6
1

1� ( ) .bin
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Ïðèìåíÿÿ óñîâåðøåíñòâîâàííûé ìåòîä îïòèìèçàöèè, ïîëó÷èì:

P x x x x x x2
2

1 2
0

1 2 1 22 2 1 1 5 5� � � � � � � �( ) ( ) ,

f r P1 4
4

2� ( ) ,bin f r P2 4
2

2� ( ) ,bin f r P3 4
3

2� ( ) .bin

Ïðè ýòîì îòìåòèì, ÷òî, èñïîëüçóÿ ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ÍÀÏ, ïî-
ëó÷èì:

f f f x x1 2 3 1 23 3� �bin ( ) .

Ïðèìåð 20.40. Ðåàëèçîâàòü ñèñòåìó ëèíåéíî ïðåäñòàâèìûõ ôóíê-
öèé:

� �f x x x x x r x x x

f x x x r

1 1 2 3 1 2 2
2

1 2 3

2 1 2 3 2
1

� � � �

� � � �

( ) ( ) ;] ] bin

� �bin ( ) .x x x1 2 3� �

Èç îïèñàíèÿ çàäàííûõ ôóíêöèé ñëåäóåò, ÷òî

P x x x� � �1 2 3 , f r P1 2
2� ( ) ,bin f r P2 2

1� ( ) .bin

Èíîãäà âìåñòî ëèíåéíîãî ÀÏ ñ ìàñêèðîâàíèÿìè öåëåñîîáðàçíî
ïðèìåíèòü íåëèíåéíûé ÀÏ, ñëîæíîñòü êîòîðîãî, îäíàêî, àïðèîðè íå
ïðåäñêàçóåìà. Òàê, íàïðèìåð, êîðòåæ f f f1 2 3 , ãäå f x x x1 1 2 3� ( ) ,]

f x x x2 1 3 2� ! ,] f x x x3 1 3 2� �! , ðåàëèçóåòñÿ ïðîñòûì íåëèíåéíûì
àðèôìåòè÷åñêèì ïîëèíîìîì P x x x x1 1 2 1 33 3� � � , â òî âðåìÿ êàê
ïðîñòåéøèé ëèíåéíûé ÀÏ ñ ìàñêèðîâàíèÿìè, ïîëó÷åííûé «íà-
ëîæåíèåì» ïîëèíîìîâ äëÿ ôóíêöèé f 2 è f 3 , ñóùåñòâåííî áîëåå
ñëîæåí:

P x x x2 1 2 345 69 42 27� � � � ,

f r P1 8
8

2� ( ) ,bin f r P2 8
5

2� ( ) ,bin f r P3 8
2

2� ( ) .bin

Íåñìîòðÿ íà âûñêàçàííûå çàìå÷àíèÿ, â öåëîì ìîæíî óòâåðæ-
äàòü, ÷òî â íàñòîÿùåì ðàçäåëå äëÿ êëàññà ëèíåéíî ïðåäñòàâèìûõ
ôóíêöèé ðåøåíà çàäà÷à, ïîñòàâëåííàÿ â [5]: äëÿ çàäàííîé ñèñòåìû
ÁÔÓ îïðåäåëèòü êîëè÷åñòâî, âèä è ìåñòîðàñïîëîæåíèå äîïîëíèòåëü-
íûõ ôóíêöèé, óïðîùàþùèõ ïîëèíîì, ðåàëèçóþùèé ýòó ñèñòåìó.

Áîëåå òîãî, äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà ôóíêöèé ðåøåíà è äðó-
ãàÿ çàäà÷à: êàêèì îáðàçîì äëÿ ñèñòåì ëèíåéíî ïðåäñòàâèìûõ ôóíê-
öèé, åñëè óñëîâèå ëèíåéíîñòè íå âûïîëíÿåòñÿ, áåç ïåðåáîðà îïðåäå-
ëèòü êîëè÷åñòâî, âèä è ìåñòîðàñïîëîæåíèå äîïîëíèòåëüíûõ ôóíê-
öèé, òàêèõ ÷òîáû óêàçàííîå óñëîâèå âûïîëíÿëîñü. Ïðè ýòîì ìåòîä
íå òðåáóåò ââåäåíèÿ ýòèõ ôóíêöèé ïðè ñèíòåçå ïîëèíîìà â ÿâíîì
âèäå, à îíè ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû â ðåçóëüòàòå åãî àíàëèçà.
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20.4.2. Ðåàëèçàöèÿ ñèñòåìû ïðîèçâîëüíûõ áóëåâûõ ôóíêöèé
ñèñòåìîé ëèíåéíûõ àðèôìåòè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ
ñ ìàñêèðîâàíèÿìè

Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.
Â êàæäîé ôóíêöèè ñèñòåìû, çàäàííîé ôîðìóëîé, âûäåëÿþòñÿ

ïîðîãîâûå, ïîðîãîâî-ëèíåéíûå è ëèíåéíûå ôðàãìåíòû. Êàæäûé
íîâûé ôðàãìåíò îáîçíà÷àåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåé áóêâîé, è â èñõîä-
íîé ñèñòåìå îñóùåñòâëÿåòñÿ çàìåíà âûäåëåííûõ ôðàãìåíòîâ áóêâà-
ìè. Â ðåçóëüòàòå ôîðìèðóåòñÿ ðàñøèðåííàÿ ñèñòåìà áóëåâûõ ôîð-
ìóë, ñîñòîÿùàÿ èç âûäåëåííûõ ôðàãìåíòîâ è ïðåîáðàçîâàííîé èñ-
õîäíîé ñèñòåìû.

Âñå ôîðìóëû íîâîé ñèñòåìû ÁÔ ëèíåéíî ïðåäñòàâèìû, è ïîýòîìó
èõ ãðóïïû ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû ñîîòâåòñòâóþùèìè ËÀÏÌ, ÷èñëî
êîòîðûõ íå îãðàíè÷åíî è çàâèñèò îò ñïîñîáà âûäåëåíèÿ ôðàãìåíòîâ.

Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì, òàê êàê ïðîèçâîëü-
íàÿ ñèñòåìà ÁÔÓ âñåãäà ìîæåò áûòü çàìåíåíà íîâîé ñèñòåìîé ñ
òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè. Âàæíàÿ îñîáåííîñòü ïðåäëàãàåìîãî ïîä-
õîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñ ë î æ í î ñ ò ü ê à æ ä î ã î è ç ï î ë è -
í î ì î â, çàâèñÿùèõ îò îäíèõ è òåõ æå ïåðåìåííûõ (ñ òî÷íîñòüþ
äî âåëè÷èíû êîýôôèöèåíòîâ) ñ î â ï à ä à å ò ñ î ñ ë î æ í î ñ ò ü þ
î á ú å ä è í ÿ þ ù å ã î è õ ï î ë è í î ì à, è ïîýòîìó îáúåäèíåíèå,
åñëè îíî âîçìîæíî, âñåãäà öåëåñîîáðàçíî.

Ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä îáåñïå÷èâàåò âîçìîæíîñòü ïàðàëëåëüíîé,
ïîñëåäîâàòåëüíîé èëè ñìåøàííîé ðåàëèçàöèè â çàâèñèìîñòè îò
ñâîéñòâ çàäàííîé ñèñòåìû áóëåâûõ ôîðìóë.

Òàêèì îáðàçîì, ìåòîä, ïðåäëîæåííûé â [30], ìîæåò ðàññìàòðèâàòü-
ñÿ êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé èçëàãàåìîãî íèæå ìåòîäà, âî-ïåðâûõ, ïîòîìó
÷òî ôèêñèðóåò ìåòîä âûäåëåíèÿ ôðàãìåíòîâ è îãðàíè÷èâàåò ÷èñëî
ËÀÏÌ äâóìÿ, à âî-âòîðûõ, òàê êàê ïîçâîëÿåò âûäåëÿòü â êà÷åñòâå
ôðàãìåíòîâ ôîðìóë, çàäàííûõ â äèçúþíêòèâíûõ íîðìàëüíûõ ôîðìàõ,
ëèøü êîíúþíêöèè, ÿâëÿþùèåñÿ íàðÿäó ñ ôîðìèðóåìûìè äèçúþíêöè-
ÿìè òîëüêî ìàëîé ÷àñòüþ êëàññà ëèíåéíî ïðåäñòàâèìûõ ôóíêöèé.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ìåòîäîâ âûäåëåíèÿ ôðàãìåíòîâ â ñè-
ñòåìå áóëåâûõ ôîðìóë.

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î ðåàëèçàöèè ñèñòåìû ïðîèçâîëüíûõ ôóíê-
öèé äâóìÿ ïîëèíîìàìè ñ ìàñêèðîâàíèÿìè.

Òåîðåìà 20.6. Ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà áóëåâûõ ôîðìóë âñåãäà ìî-
æåò áûòü ðåàëèçîâàíà íå áîëåå ÷åì äâóìÿ ëèíåéíûìè àðèôìåòè÷å-
ñêèìè ïîëèíîìàìè ñ ìàñêèðîâàíèÿìè, ïåðâûé èç êîòîðûõ ðåàëèçó-
åò âñå ðàçíîòèïíûå ëèíåéíî ïðåäñòàâèìûå ôðàãìåíòû çàäàííûõ
ôîðìóë, à âòîðîé — âñå äèçúþíêöèè, ôîðìèðóåìûå â ðåçóëüòàòå çà-
ìåíû â èñõîäíîé èëè ïðåîáðàçîâàííîé ñèñòåìå ôîðìóë óêàçàííûõ
ôðàãìåíòîâ íîâûìè áóêâàìè [31].

Íèæíÿÿ îöåíêà ÷èñëà ËÀÏÌ (åäèíèöà) îòíîñèòñÿ ê êëàññó ñèñ-
òåì ÁÔ, ñîñòîÿùèõ òîëüêî èç ëèíåéíî ïðåäñòàâèìûõ ôóíêöèé, à äî-
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êàçàòåëüñòâî âåðõíåé îöåíêè ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ ïðåäûäóùåãî
ðàçäåëà.

Ìåòîä, îïðåäåëÿåìûé ýòîé òåîðåìîé, ñòðîèò ëèáî ìåíüøåå ÷èñ-
ëî ËÀÏÌ ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäîì, èçëîæåííûì â [30], ëèáî ïðè
îäèíàêîâîì êîëè÷åñòâå ËÀÏÌ (äâà) ñòðîèò áîëåå ïðîñòûå ïîëèíî-
ìû: ïåðâûé èç íèõ èìååò ìåíüøèå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ, à âòî-
ðîé êðîìå ìåíüøèõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ ñîäåðæèò åùå è ìåíü-
øåå ÷èñëî ïåðåìåííûõ.

Ïðèìåð 20.41. Ðåàëèçîâàòü ôîðìóëó

f x x x x x x x x� ( ) ( ) ( ) ( ) .1 2 3 4 5 6 7 8] ] ] ] ]

Òàê êàê ôîðìóëà íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî ïðåäñòàâèìîé, òî îíà íå
ìîæåò áûòü çàïèñàíà îäíèì ËÀÏÌ. Äëÿ ðåàëèçàöèè ôóíêöèè â âè-
äå äâóõ ËÀÏÌ ïðåîáðàçóåì ôîðìóëó çà ñ÷åò ÷àñòè÷íîãî ðàñêðûòèÿ
ñêîáîê. Ïðè ýòîì

� �f x x x r x x x

f x x x r

1 1 2 3 3
3

1 2 3

2 1 2 4 3
3

1 2� � � � �

� �

( ) ( ) ;

( )

]

]

bin

b� �
� �

in

bin

( ) ;

( ) ( ) ;

1 2

1 2

1 2 4

3 5 6 7 3
3

5 6 7

� � �

� � � � �

x x x

f x x x r x x x

f

]

� �4 5 6 8 3
3

5 6 8

1 2 3 4 3
3

1 2� � � � �

� �

( ) ( ) ;x x x r x x x

f f f f f r

]

] ] ]

bin

b� �in ( ) .3 1 2 3 4� � � �f f f f

Èñïîëüçóÿ ìåòîä, èçëîæåííûé â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ðåàëèçó-
åì ËÀÏÌ ôîðìóëû ïåðâîãî ÿðóñà. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

P x x x x� � � � � �585 576 576 1024 1281 2 3 4

� � � �9 9 16 25 6 7 8x x x x ,

f r P1 12
12� ( ) ,bin f r P2 12

9� ( ) ,bin

f r P3 12
6� ( ) ,bin f r P4 12

3� ( ) ,bin

� �f r f f f f� � � � �3
3

1 2 3 43bin ( ) .

Ïðèìåð 20.42. Ðåàëèçîâàòü ñèñòåìó áóëåâûõ ôîðìóë

f x x x x1 1 2 3 4� ] , f x x x x2 1 2 3 4� ] ! ! .

Ïðåîáðàçóåì çàäàííóþ ñèñòåìó ê òðåáóåìîìó âèäó:

� �f x x r x x3 1 2 2
2

1 2� � �bin ( ) , � �f x x r x x4 3 4 2
2

3 4� � �bin ( ) ,

� �f x x r x x5 3 4 2
2

3 42� � � �! ! ( ) ,bin

� �f f f r f f1 3 4 2
2

3 41� � � �] bin ( ) ,

� �f f f r f f2 3 5 2
2

3 51� � � �] bin ( ) .
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Ðåàëèçóåì ôîðìóëû f 3 , f 4 , f 5 îäíèì ïîëèíîìîì, à ôîðìóëû
f 1 è f 2 — äðóãèì:

P x x x x1 1 2 3 42 16 16 2 2� � � � � ,

f r P3 6
6

1� ( ) ,bin f r P4 6
4

1� ( ) ,bin f r P5 6
2

1� ( ) ;bin

P f f f2 3 4 55 5 4� � � � ,

f r P1 4
4

2� ( ) ,bin f r P2 4
2

2� ( ) .bin

«ßðóñíàÿ» ðåàëèçàöèÿ ñèñòåì áóëåâûõ ôóíêöèé. Â ðÿäå ñëó-
÷àåâ áûâàåò öåëåñîîáðàçíî ðåàëèçîâàòü çàäàííóþ ñèñòåìó áóëåâûõ
ôîðìóë áîëåå ÷åì äâóìÿ ëèíåéíûìè àðèôìåòè÷åñêèìè ïîëèíîìà-
ìè ñ ìàñêèðîâàíèÿìè. Äëÿ ýòîãî ðåàëèçóåì çàäàííóþ ñèñòåìó áóëå-
âûõ ôîðìóë M-ÿðóñíîé ñõåìîé èç ýëåìåíòîâ, îïèñûâàåìûõ ëèíåé-
íî ïðåäñòàâèìûìè ôóíêöèÿìè. Òîãäà ýòà ñõåìà ìîæåò áûòü ðåàëè-
çîâàíà Ì ëèíåéíûìè ïîëèíîìàìè ñ ìàñêèðîâàíèÿìè, ïðè÷åì â
îäèí ïîëèíîì ìîãóò áûòü îáúåäèíåíû âñå ýëåìåíòû, îòíåñåííûå ê
îäíîìó ÿðóñó ñõåìû.

Ïðèìåð 20.43. Ðåàëèçîâàòü ôîðìóëó, ðàññìîòðåííóþ â ïðèìå-
ðå 20.41.

Ýòà ôîðìóëà ðåàëèçóåòñÿ òðåõúÿðóñíîé ñõåìîé, äëÿ êîòîðîé

f x x f x x f x x f x x

f f f f f

1 1 2 2 3 4 3 5 6 4 7 8

5 1 2 6 3

� � � �

� �

] ] ] ], , , ;

& , & ;

.

f

f f f

4

5 6� ]

Ðåàëèçóåì âñå ôîðìóëû êàæäîãî ÿðóñà îäíèì ËÀÏÌ. Ïðè ýòîì

P x x x x x x x x1 1 2 3 4 5 6 7 885 64 64 16 16 4 4� � � � � � � � � ,

f r P1 8
8

1� ( ) ,bin f r P2 8
6

1� ( ) ,bin

f r P3 8
4

1� ( ) ,bin f r P4 8
2

1� ( ) ;bin

P f f f f2 1 2 3 44 4� � � � ,

f r P5 4
4

2� ( ) ,bin f r P6 4
2

2� ( ) ;bin

� �f r f f� � �2
2

5 61bin ( ) .

«Êàñêàäíàÿ» ðåàëèçàöèÿ ñèñòåì áóëåâûõ ôóíêöèé. Âî ìíî-
ãèõ ñëó÷àÿõ áûâàåò öåëåñîîáðàçíî ïðèìåíÿòü íå «ÿðóñíóþ», à «êàñ-
êàäíóþ» ðåàëèçàöèþ.

Ê à ñ ê à ä î ì áóäåì íàçûâàòü ôðàãìåíò ñõåìû (ôîðìóëû), ðåà-
ëèçóþùèé ëèíåéíî ïðåäñòàâèìóþ ôóíêöèþ. ×àñòíûì ñëó÷àåì êàñ-
êàäà ÿâëÿåòñÿ ñõåìà èç äâóõâõîäîâûõ ýëåìåíòîâ È è ÈËÈ, ñîåäè-
íåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíî, òàê êàê â [25] ïîêàçàíî, ÷òî ëþáîé êàñêàä
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èç òàêèõ ýëåìåíòîâ ðåàëèçóåò áåñïîâòîðíóþ ïîðîãîâóþ ôîðìóëó.
Êàñêàäîì òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíàÿ ñõåìà èç ýëåìåíòîâ ÍÅ-
ÐÀÂÍÎÇÍÀ×ÍÎÑÒÜ. Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé êàñêàä ìîæåò áûòü
ðåàëèçîâàí îäíèì ëèíåéíûì àðèôìåòè÷åñêèì ïîëèíîìîì ñ ìàñêè-
ðîâàíèÿìè. Îäíèì ËÀÏÌ ìîãóò áûòü òàêæå ðåàëèçîâàíû êàñêàäû,
âõîäÿùèå â ñõåìû äëÿ ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé ñèñòåìû.

Ïðèìåð 20.44. Ðåàëèçîâàòü ôîðìóëó, ðàññìîòðåííóþ â ïðåäûäó-
ùåì ïðèìåðå.

Ðåàëèçóåì ôîðìóëó ÷åòûðåõêàñêàäíîé ñõåìîé, êàñêàäû êîòîðîé
îïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

� �f x x r x x

f x x f r x

1 7 8 2
2

7 8

2 5 6 1 3
3

5

1

1

� � � �

� � � �

]

]

bin

bin

( ) ;

( ) (� �
� �

x f

f x x r x x

f x x f f r

6 1

3 3 4 2
2

3 4

1 2 3 2 4

2

1

�

� � � �

� �

) ;

( ) ;

( )

]

] ]

bin

� �4
1 2 2 35 3 2bin ( ) .� � � �x x f f

Ñîïîñòàâëÿÿ ðåçóëüòàòû ïðèìåðîâ 20.41, 20.43, 20.44, ìîæíî
óòâåðæäàòü, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà ïîëèíîìîâ ïðè ðåàëèçàöèè
îäíîé è òîé æå çàäà÷è çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ óìåíüøàþòñÿ. Ïî-
ëèíîìû èç ïîñëåäíåãî ïðèìåðà ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê äåêîì-
ïîçèöèÿ ïîëèíîìîâ, íàéäåííûõ â äâóõ ïðåäûäóùèõ ïðèìåðàõ.

Ïðèìåð 20.45. Ðåàëèçîâàòü ôîðìóëó

f x x x x x x x� �(! ! ) .1 2 1 2 3 4 5]

Ôðàãìåíò â ñêîáêàõ ÿâëÿåòñÿ ïîðîãîâî-ëèíåéíûì. Ïîñëå çàìåíû
åãî áóêâîé çàäàííàÿ ôîðìóëà òàêæå ñòàíîâèòñÿ ïîðîãîâî-ëèíåéíîé:

f x x x x x x x x x1 1 2 1 2 3 1 2 3 2� � � �! ! ( )] ]

� �� � � �r x x x4
3

1 2 31 2 5bin ( ) ;

� �f f x x r f x x� � � � �1 4 5 3
2

1 4 52bin ( ) .

Ïðèìåð 20.46. Ðåàëèçîâàòü ñèñòåìó ÁÔ èç ïðèìåðà 20.42.
Ýòà ñèñòåìà ôîðìóë ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ê òðåáóåìîìó âèäó:

f x x3 1 2� , f f x x1 2 3 4� ] , f f x x2 3 3 4� ] ! ! ,

ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà òðåìÿ ëèíåéíûìè àðèôìåòè÷åñêèìè ïîëè-
íîìàìè ñ òðåìÿ ìàñêèðîâàíèÿìè:

� �
� �

f r x x

f r f x x

f r

3 2
2

1 2

1 3
3

3 3 4

2 3
3

2 2

� �

� � � �

�

bin

bin

bin

( ) ;

( ) ;

(� �4 2 3 3 4� � �f x x ) ,
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èëè ïðè îáúåäèíåíèè êàñêàäîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçíûì ôîðìó-
ëàì, — äâóìÿ ËÀÏ òàêæå ñ òðåìÿ ìàñêèðîâàíèÿìè:

� �f r x x

P f x x

f r P f

3 2
2

1 2

3 3 4

1 6
6

2

20 18 7 7

� �

� � � �

�

bin

(bin

( ) ,

,

) , � r P6
3 (bin ) .

Ïîñëåäíÿÿ ðåàëèçàöèÿ ñóùåñòâåííî áîëåå ýôôåêòèâíà, ÷åì ðàñ-
ñìîòðåííàÿ â ïðèìåðå 20.42.

Ïðèìåð 20.47. Ðåàëèçîâàòü ñèñòåìó áóëåâûõ ôîðìóë

f x x x x x x x1 1 2 1 2 3 4 5� �(! ! ) ,] f x x x x2 1 2 3 4� � �( ) .

Ýòà ñèñòåìà ôîðìóë ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèíèìàåò âèä:

f x x x x x x x x x

f f x x

f x x

3 1 2 1 2 3 1 3 2 1

1 3 4 5

4 1 2

� � �

� �

� �

! ! ( ! ) ,

,

] ]

� �x f f x3 2 4 4, ,

è ïîýòîìó ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà ÷åòûðüìÿ ëèíåéíûìè àðèôìå-
òè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè ñ ÷åòûðüìÿ ìàñêèðîâàíèÿìè:

� �
� �

f r x x x

f r f x x

f r

3 4
3

1 2 3

1 3
2

3 4 3

4 2

1 2 5

2

� � � �

� � �

�

bin

bin

( ) ,

( ) ,

� �
� �

2
1 2 3

2 2
2

4 4

bin

bin

( ) ,

( ) ,

x x x

f r f x

� �

� �

èëè äâóìÿ ËÀÏ òàêæå ñ ÷åòûðüìÿ ìàñêèðîâàíèÿìè:

P x x x1 1 2 34 9 21 5� � � � , f r P3 6
6

1� ( ) ,bin f r P4 6
1

1� ( ) ,bin

P f f x x2 3 4 4 54 5 8� � � � , f r P1 5
4

2� ( ) ,bin f r P2 5
2

2� ( ) .bin

«ßðóñíî-êàñêàäíàÿ» ðåàëèçàöèÿ ñèñòåì áóëåâûõ ôóíêöèé. Â
ðÿäå ñëó÷àåâ áûâàåò öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ñìåøàííóþ ðåà-
ëèçàöèþ, ïðè êîòîðîé êàñêàäû îäíîãî ÿðóñà âû÷èñëÿþòñÿ ïàðàë-
ëåëüíî.

Ïðèìåð 20.48. Ðåàëèçîâàòü áóëåâó ôîðìóëó

f x x x x x x x� �(! ! ) .1 2 1 2 3 4 5]
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Ïîñòðîèì ïî ýòîé ôîðìóëå ñõåìó èç äâóõ ïîðîãîâûõ (êàñêàäû
ïåðâîãî ÿðóñà) è îäíîãî ïîðîãîâî-ëèíåéíîãî (êàñêàä âòîðîãî óðîâ-
íÿ) «ýëåìåíòîâ»:

f x x1 1 2� ! , f x x x2 1 2 3� ! , f f f x x� �( ) .1 2 4 5]

Êàñêàäû ïåðâîãî ÿðóñà ðåàëèçóþòñÿ ïàðàëëåëüíî ñëåäóþùèì
ËÀÏÌ:

P x x x x x� � � � � � � �2 1 2 23
1 2

0
1 2 3( ) ( )

� � � �10 7 71 2 3x x x ,

f r P1 5
5� ( ) ,bin f r P2 5

3� ( ) ,bin

à êàñêàä âòîðîãî óðîâíÿ — ïîëèíîìîì âèäà:

� �f r f f x x� � � � �4
3

1 2 4 51 2 4bin ( ) .

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà â ýòîì ñëó÷àå ðåàëèçóåòñÿ äâóìÿ ëè-
íåéíûìè àðèôìåòè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè ñ òðåìÿ ìàñêèðîâàíèÿìè, â
òî âðåìÿ êàê ó÷åò òîãî ôàêòà, ÷òî ôðàãìåíò

! !x x x x x1 2 1 2 3]

ÿâëÿåòñÿ ïîðîãîâî-ëèíåéíûì, ïîçâîëÿåò ðåàëèçîâàòü ôîðìóëó ñó-
ùåñòâåííî ïðîùå — äâóìÿ áîëåå ïðîñòûìè ëèíåéíûìè àðèôìåòè-
÷åñêèìè ïîëèíîìàìè ñ äâóìÿ ìàñêèðîâàíèÿìè (ïðèìåð 20.45).

20.4.3. Ðåàëèçàöèÿ ñèñòåìû ïðîèçâîëüíûõ áóëåâûõ ôóíêöèé
îäíèì ëèíåéíûì ïîëèíîìîì ñ óñëîâíûìè ìàñêèðîâàíèÿìè
è îïåðàòîðàìè ïðèñâàèâàíèÿ

Â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî òîëüêî ñèñòåìû èç
ëèíåéíî ïðåäñòàâèìûõ áóëåâûõ ôîðìóë ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû
îäíèì ëèíåéíûì ïîëèíîìîì ñ ìàñêèðîâàíèÿìè.

Ïîêàæåì, ÷òî, ðàñøèðÿÿ áàçèñ èñïîëüçóåìûõ îïåðàöèé, ìîæíî
îáåñïå÷èòü ëèíåéíóþ ïðåäñòàâèìîñòü è äëÿ ñèñòåìû ïðîèçâîëüíûõ
áóëåâûõ ôîðìóë.

Áóäåì íàçûâàòü âûðàæåíèå if bin( )( )r Pm
k ó ñ ë î â í û ì ì à ñ -

ê è ð î â à í è å ì.
Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâà òåîðåìà.

Ò å î ð å ì à 20.7. Ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà N áóëåâûõ ôóíêöèé,
êàæäàÿ èç êîòîðûõ çàâèñèò íå áîëåå ÷åì îò n ïåðåìåííûõ, âñå-
ãäà ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà ëèáî î ä í è ì ëèíåéíûì àðèôìå-
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òè÷åñêèì ïîëèíîìîì n ïåðåìåííûõ ñ N ìàñêèðîâàíèÿìè, ëèáî
î ä í è ì ëèíåéíûì àðèôìåòè÷åñêèì ïîëèíîìîì, N îïåðàòîðàìè
f i � 0, M1 îïåðàòîðàìè f i � 1 ( , .. . , )i N� 1 è M 2 óñëîâíûìè ìàñ-
êèðîâàíèÿìè, ãäå M1 — ÷èñëî ëèíåéíî ïðåäñòàâèìûõ ôðàãìåíòîâ â
ñèñòåìå; M 2 — ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ëèíåéíî ïðåäñòàâèìûõ ôðàãìåí-
òîâ â ñèñòåìå.

Äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîé ÷àñòè òåîðåìû, ñïðàâåäëèâîé äëÿ ñèñòåì
ëèíåéíî ïðåäñòàâèìûõ ôóíêöèé, ñëåäóåò èç ìàòåðèàëà ðàçä. 20.4.1,
à âòîðîé — èç ìàòåðèàëà, èçëîæåííîãî â ðàçä. 20.4.2, è îòëè÷àåòñÿ
îò ïîñëåäíåãî çàìåíîé âòîðîãî ËÀÏ ñ N ìàñêèðîâàíèÿìè íà N îïå-
ðàòîðîâ f i � 0, M1 îïåðàòîðîâ f i � 1è M 2 óñëîâíûõ ìàñêèðîâàíèé.

Ïðè ýòîì ôðàãìåíò ðåàëèçàöèè, ñîñòîÿùèé èç óñëîâíûõ ìàñêè-
ðîâàíèé è îïåðàòîðîâ ïðèñâàèâàíèÿ, ïðåäëàãàåòñÿ ñòðîèòü ñ ïîìî-
ùüþ ìåòîäà íåçàâèñèìûõ ôðàãìåíòîâ (ðàçä.16.3).

Ïðèìåð 20.49. Ðåàëèçîâàòü ÑÁÔ, ïðèâåäåííóþ â ïðèìåðå 20.42.
Îáîçíà÷àÿ f x x3 1 2� , f x x4 3 4� , f x x5 3 4� ! ! è èñïîëüçóÿ ìåòîä

íåçàâèñèìûõ ôðàãìåíòîâ, ïîñòðîèì îáîáùåííûé îïåðàòîð ñòðóê-
òóðû:

F f f f f f f f f f f� ! | ! | | | | ,1 2 3 1 4 1 3 2 5 2

êîòîðûé ìèíèìèçèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

F f f f f f f f f f� ! | ! | ( | ) | | .1 2 3 1 2 4 1 5 2

Ïîëó÷åííûé îïåðàòîð ñòðóêòóðû îäíîçíà÷íî çàäàåò ñòðóêòóðó
ôðàãìåíòà ñ óñëîâíûìè ìàñêèðîâàíèÿìè. Èñïîëüçóÿ ýòîò îïåðàòîð
è ðåçóëüòàòû ïðèìåðà 20.42, ïîëó÷èì:

P x x x x� � � � �2 16 16 2 21 2 3 4 ;

f 1 0� ; f 2 0� ;

if bin( )r P6
6 ( ) { f 1 1� ; f 2 1� ;}

if bin( )r P6
4 ( ) f 1 1� ;

if bin( )r P6
2 ( ) f 2 1� .

Òàêèì îáðàçîì, çàäàííóþ ñèñòåìó áóëåâûõ ôîðìóë âìåñòî äâóõ
ËÀÏ è ïÿòè ìàñêèðîâàíèé óäàëîñü ðåàëèçîâàòü äâóìÿ îïåðàòîðàìè
f i � 0, îäíèì ËÀÏ, òðåìÿ óñëîâíûìè ìàñêèðîâàíèÿìè è ÷åòûðüìÿ
îïåðàòîðàìè f i � 1.

Èç èçëîæåííîãî ñëåäóåò, ÷òî ðåàëèçàöèÿ ñèñòåìû áóëåâûõ ôîð-
ìóë, îïðåäåëÿåìàÿ ýòîé òåîðåìîé, ÿâëÿåòñÿ âåñüìà ýëåãàíòíîé è äî-
ñòàòî÷íî ñòàíäàðòíîé, à â íåêîòîðîì ñìûñëå, è íåóëó÷øàåìîé, òàê êàê
îïðåäåëÿåò â î ç ì î æ í î ñ ò ü ð å à ë è ç à ö è è ï ð î è ç â î ë ü -
í î é ñ è ñ ò å ì û á ó ë å â û õ ô î ð ì ó ë ê à ê á û î ä í è ì
ï î ð î ã î â û ì ý ë å ì å í ò î ì ñ «ä î á à â ê î é». Äëÿ ðàññìîò-
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ðåííîãî ïðèìåðà ýòà «äîáàâêà» ñîñòîèò èç ìàñêèðîâàíèÿ, îïåðàöèè
bin, îäíîãî îïåðàòîðà f i � 0, òðåõ îïåðàòîðîâ f i � 1 è äâóõ óñëîâíûõ
ìàñêèðîâàíèé. Èçëîæåííûé ïîäõîä âïåðâûå îïèñàí â [31].

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ïåðâûìè èç èçâåñòíûõ àâòîðó ðàáîò
ïî ðàññìàòðèâàåìîé â íàñòîÿùåé ãëàâå òåìàòèêå ÿâëÿþòñÿ ðàáîòû
[32, 33], à ïîñëåäíåé — [34].

Âûâîäû

11. Ðàññìîòðåí àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ àðèôìåòè÷å-
ñêèõ ïîëèíîìîâ (ÀÏ) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ îäèíî÷íûõ áóëåâûõ ôîð-
ìóë (ÁÔ).

12. Ïðåäëîæåí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ àðèôìåòè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ
äëÿ îäèíî÷íûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé.

13. Ïðåäëîæåí ìåòîä ïðåäñòàâëåíèÿ áóëåâûõ ôîðìóë àðèôìåòè-
÷åñêèìè âûðàæåíèÿìè, èñïîëüçóþùèìè îïåðàöèè «sign» è «àáñî-
ëþòíàÿ âåëè÷èíà».

14. Ïðåäëîæåíû ïðÿìîå è îáðàòíîå ìàòðè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ
ìåæäó ñèñòåìàìè áóëåâûõ ôóíêöèé è àðèôìåòè÷åñêèìè ïîëèíîìà-
ìè, ÿâëÿþùèåñÿ ðàçíîâèäíîñòüþ äèñêðåòíûõ îðòîãîíàëüíûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé.

15. Óñòàíîâëåíî óñëîâèå ëèíåéíîñòè — óñëîâèå ïðåäñòàâèìî-
ñòè ñèñòåìû áóëåâûõ ôóíêöèé ëèíåéíûì àðèôìåòè÷åñêèì ïîëèíî-
ìîì (ËÀÏ).

16. Óñòàíîâëåíî óñëîâèå ïðåäñòàâèìîñòè áóëåâîé ôóíêöèè ëè-
íåéíûì ïîëèíîìîì Æåãàëêèíà.

17. Ïðåäëîæåíû ïðÿìîå è îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìåæäó
àðèôìåòè÷åñêèìè âûðàæåíèÿìè ñ ëèíåéíûìè ïîêàçàòåëÿìè ñòåïå-
íè è àðèôìåòè÷åñêèìè ïîëèíîìàìè. Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåíà
ñâÿçü ñïåêòðàëüíûõ è àðèôìåòè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé áóëåâûõ ôóí-
êöèé è ñèñòåì áóëåâûõ ôóíêöèé.

18. Ïðåäëîæåíû àëãîðèòìè÷åñêèå ñòðóêòóðû ïðè n = 2, ..., 5, ïî-
çâîëÿþùèå ðåàëèçîâàòü ïðîèçâîëüíóþ ñèñòåìó áóëåâûõ ôóíêöèé n
ïåðåìåííûõ ñ ïîìîùüþ ËÀÏ. Ïðè ýòîì, â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî, ÷òî
ïðè n = 5 ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà áóëåâûõ ôóíêöèé ìîæåò áûòü ðåà-
ëèçîâàíà ñ ïîìîùüþ äåñÿòè ËÀÏ è ïÿòè ïðåäèêàòîâ, êîòîðûå ïî ýê-
âèâàëåíòíîé ñëîæíîñòè ïðîùå, ÷åì äåñÿòü ïîðîãîâûõ ýëåìåíòîâ.
Ýòî ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëüíî íîâûì ðåçóëüòàòîì äëÿ òåîðèè ïîðî-
ãîâûõ ôóíêöèé.

19. Ïðåäëîæåíû ìåòîäû ðåàëèçàöèè ïîðîãîâûõ, ëèíåéíûõ è ïî-
ðîãîâî-ëèíåéíûõ áóëåâûõ ôóíêöèé ëèíåéíûìè àðèôìåòè÷åñêèìè
ïîëèíîìàìè ñ ìàñêèðîâàíèåì. Ýòè êëàññû ôóíêöèé íàçâàíû ëèíåé-
íî ïðåäñòàâèìûìè.

10. Èçëîæåí ìåòîä ðåàëèçàöèè ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû èç N ëè-
íåéíî ïðåäñòàâèìûõ ôóíêöèé îäíèì ËÀÏ ñ N ìàñêèðîâàíèÿìè, ÷òî
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ñóùåñòâåííî ýôôåêòèâíåå, ÷åì ðåàëèçàöèÿ òàêèõ ñèñòåì ñõåìàìè èç
ïîðîãîâûõ ýëåìåíòîâ.

11. Âûñêàçàíà ãèïîòåçà, ÷òî ëèíåéíûé àðèôìåòè÷åñêèé ïîëèíîì
ïîðîæäàåò òîëüêî ïîðîãîâûå, ïîðîãîâî-ëèíåéíûå è ëèíåéíûå ôóíê-
öèè, ïðè÷åì êðàéíÿÿ ëåâàÿ ôóíêöèÿ â äâîè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè ðå-
çóëüòàòîâ âû÷èñëåíèé ïî ýòîìó ïîëèíîìó âñåãäà ïîðîãîâàÿ, à êðàé-
íÿÿ ïðàâàÿ — âñåãäà ëèíåéíàÿ.

12. Ïðåäëîæåí áîëåå ýôôåêòèâíûé, ÷åì èçâåñòíûé, ìåòîä ðåàëè-
çàöèè ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû ÁÔÓ äâóìÿ ËÀÏ ñ ìàñêèðîâàíèÿìè.

13. Ïðåäëîæåí ìåòîä ðåàëèçàöèè ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû ÁÔÓ
îäíèì ËÀÏ ñ óñëîâíûìè ìàñêèðîâàíèÿìè è îïåðàòîðàìè ïðèñâàè-
âàíèÿ.
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