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Ðåàëèçàöèÿ áóëåâûõ ôîðìóë è áóëåâûõ ôóíêöèé
îäíîðîäíûìè ñòðóêòóðàìè

14.1. Ðåàëèçàöèÿ áóëåâûõ ôîðìóë â áàçèñå È, ÈËÈ, ÍÅ
êàñêàäàìè Ìàêõîïàäõàÿ è ïîðîãîâûìè ýëåìåíòàìè

Îäíîìåðíàÿ îäíîíàïðàâëåííàÿ ñòðóêòóðà èç ýëåìåíòîâ È è ÈËÈ
íàçûâàåòñÿ ê à ñ ê à ä î ì Ì à ê õ î ï à ä õ à ÿ [1].

Èññëåäîâàíèå ôóíêöèîíàëüíûõ âîçìîæíîñòåé òàêèõ êàñêàäîâ âû-
ïîëíåíî â [2]. Ïðè ýòîì, â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî, ÷òî îíè ðåàëèçóþò
òîëüêî áåñïîâòîðíûå ïîðîãîâûå ôóíêöèè (ôîðìóëû). Ñëåäîâàòåëüíî,
êàæäûé êàñêàä Ìàêõîïàäõàÿ ÿâëÿåòñÿ ïîðîãîâûì ýëåìåíòîì.

Â ýòîé ðàáîòå, à òàêæå â [3] ðàññìîòðåíû îáîáùåííûå êàñêàäû
Ìàêõîïàäõàÿ, ÿâëÿþùèåñÿ äðåâîâèäíûìè ñõåìàìè èç êàñêàäîâ
Ìàêõîïàäõàÿ.

Ïðè ýòîì ïîêàçàíî, ÷òî òàêîé îáîáùåííûé êàñêàä ñ h âõîäàìè
ñîäåðæèò íå áîëåå [h 2] êàñêàäîâ Ìàêõîïàäõàÿ.

Òàê êàê ïðîèçâîëüíàÿ ÁÔ â áàçèñå È, ÈËÈ, ÍÅ èç h áóêâ ïðè ðàâ-
íîé äîñòóïíîñòè ïðÿìûõ è èíâåðñíûõ âõîäíûõ ïåðåìåííûõ ðåàëè-
çóåòñÿ îáîáùåííûì êàñêàäîì ñ h âõîäàìè, òî òåì ñàìûì äîêàçûâà-
åòñÿ, ÷òî ôîðìóëû ýòîãî êëàññà ðåàëèçóþòñÿ ñõåìàìè èç ï î ð î -
ã î â û õ ýëåìåíòîâ, ÷èñëî êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

1 2m mÏ [ ] .h

Ýòîò ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî ñóùåñòâåííûì äëÿ òåîðèè
ñèíòåçà ñõåì èç ïîðîãîâûõ ýëåìåíòîâ, òàê êàê ïîçâîëÿåò áîëåå òî÷-
íî ïðåäñêàçàòü ñëîæíîñòü òàêèõ ñõåì ïî ñðàâíåíèþ ñ èçâåñòíûìè
ïîäõîäàìè [4].

Ïðîñòåéøèì îäíîðîäíûì íàñòðàèâàåìûì êàñêàäîì Ìàêõîïàä-
õàÿ ÿâëÿåòñÿ êàñêàä èç òðåõâõîäîâûõ ìàæîðèòàðíûõ ýëåìåíòîâ [3]
(ðèñ. 14.1).
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Ýòè êàñêàäû èç n – 1 ýëåìåíòîâ ïðè ðàâíîé äîñòóïíîñòè ïðÿìûõ
è èíâåðñíûõ âõîäíûõ ïåðåìåííûõ ðåàëèçóþò áåñïîâòîðíûå ïîðî-
ãîâûå ôóíêöèè n ïåðåìåííûõ.

Ïðè òàêèõ âõîäíûõ ïåðåìåííûõ âòîðîé òèï îäíîðîäíûõ êàñêà-
äîâ èç h – 1 òðåõâõîäîâûõ ìàæîðèòàðíûõ ýëåìåíòîâ (ðèñ.14.2), êî-
òîðûå íå ÿâëÿþòñÿ êàñêàäàìè Ìàêõîïàäõàÿ, ïîçâîëÿåò ðåàëèçîâàòü
ïðîèçâîëüíûå ÁÔ â ðàññìàòðèâàåìîì áàçèñå èç h áóêâ [5, 6].

Ìåòîä ðåàëèçàöèè óêàçàííîãî êëàññà ôîðìóë ýòèì òèïîì êàñêà-
äîâ îïèñàí â [7].

14.2. Ðåàëèçàöèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé
êàñêàäàìè Ìàéòðà

Îäíîìåðíàÿ îäíîíàïðàâëåííàÿ ñòðóêòóðà èç äâóõâõîäîâûõ ýëå-
ìåíòîâ È, ÈËÈ, ÍÅÐÀÂÍÎÇÍÀ×ÍÎÑÒÜ íàçûâàåòñÿ ê à ñ ê à ä î ì
Ì à é ò ð à [8].

Ôóíêöèîíàëüíûå âîçìîæíîñòè òàêèõ êàñêàäîâ ðàññìîòðåíû â
[9]. Â [10] áûëè ââåäåíû îáîáùåííûå êàñêàäû Ìàéòðà, ÿâëÿþùèå-
ñÿ äðåâîâèäíûìè ñõåìàìè èç êàñêàäîâ Ìàéòðà, è èññëåäîâàíû èõ
ôóíêöèîíàëüíûå âîçìîæíîñòè ïðè n m 6. Äàëüíåéøåå èññëåäîâà-
íèå ýòèõ êàñêàäîâ âûïîëíåíî â [2].

Èçâåñòíû òàêæå íàñòðàèâàåìûå îäíîðîäíûå êàñêàäû Ìàéòðà,
êàæäàÿ ÿ÷åéêà êîòîðûõ ìîæåò áûòü íàñòðîåíà íà ðåàëèçàöèþ ôóíê-
öèé óêàçàííûõ âûøå ýëåìåíòîâ [3, 11]. Ñóùåñòâåííî áîëåå ïðî-
ñòûì êàñêàäîì ýòîãî òèïà ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûé êàñêàä èç ìóëüòè-
ïëåêñîðîâ «2 â 1», â êîòîðîì âûõîä ïðåäûäóùåãî ýëåìåíòà ñîåäè-
íÿåòñÿ ñ óïðàâëÿþùèì âõîäîì ïîñëåäóþùåãî ýëåìåíòà (ðèñ. 14.3).
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Îòìåòèì, ÷òî êàñêàäû ýòîãî òèïà èìåþò ïðèíöèïèàëüíî äðóãóþ
ñòðóêòóðó ïî ñðàâíåíèþ ñî âòîðûì òèïîì îäíîðîäíûõ êàñêàäîâ,
êîòîðûå òàêæå ïîñòðîåíû èç ìóëüòèïëåêñîðîâ «2 â 1», íî íå ÿâëÿ-
þòñÿ êàñêàäàìè Ìàéòðà (ðèñ. 14.4).

Ìîäèôèêàöèÿ ñòðóêòóðû êàñêàäîâ ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ èõ
ôóíêöèîíàëüíûõ âîçìîæíîñòåé. Ïðè ýòîì êàñêàä âòîðîãî òèïà èç
h – 1 ìóëüòèïëåêñîðîâ «2 â 1» ïîçâîëÿåò ðåàëèçîâàòü ïðîèçâîëüíûå
ÁÔ â ðàññìàòðèâàåìîì áàçèñå èç h áóêâ (ðàçä. 15.2) [6].

Êàñêàäû è íàñòðàèâàåìûå êàñêàäû Ìàéòðà ìîãóò áûòü ðàçäåëå-
íû íà äâà êëàññà — ïîâòîðíûå è áåñïîâòîðíûå. Åñëè â ïîâòîðíûõ
êàñêàäàõ îäíà è òà æå ïåðåìåííàÿ ìîæåò ïîäàâàòüñÿ íà íåñêîëüêî
ýëåìåíòîâ êàñêàäà, òî â áåñïîâòîðíûõ êàñêàäàõ ýòî çàïðåùåíî. Ïðè
ýòîì è â òåõ è â äðóãèõ êàñêàäàõ äëÿ ðåàëèçàöèè ôóíêöèè ÍÅÐÀÂ-
ÍÎÇÍÀ×ÍÎÑÒÜ íà âõîäû îäíîãî ýëåìåíòà ìîãóò îäíîâðåìåííî
ïîäàâàòüñÿ ïåðåìåííàÿ è åå èíâåðñèÿ.

Áóäåì íàçûâàòü íàñòðàèâàåìûé êàñêàä, ðåàëèçóþùèé çàäàííóþ
ÁÔÓ (ÁÔ), íàñòðîåííûì.

Â [12] áûëè óñòàíîâëåíû ñëåäóþùèå ïÿòü ñâîéñòâ:
åñëè f x i( )� �0 0, òî f x f xi i� �( )1 ;
åñëè f x i( )� �1 0, òî f x f xi i� �! ( )0 ;
åñëè f x i( )� �0 1, òî f x f xi i� �! ( )] 1 ;
åñëè f x i( )� �1 1, òî f x f xi i� �] ( )0 ;
åñëè f x f xi i( ) ! ( )� � �0 0 , òî f x f x x f xi i i i� � � � � �( ) ! ( )0 1 ,

êîòîðûå îïðåäåëÿþò âîçìîæíîñòü ðàçëîæåíèÿ çàäàííîé ÁÔÓ ïî ïå-
ðåìåííîé x i èëè åå èíâåðñèè. Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ìîãóò èñïîëüçîâà-
òüñÿ ïðè ïîñòðîåíèè áåñïîâòîðíûõ êàñêàäîâ ïî çàäàííîé ÁÔ.

Ïðè çàäàíèè ÁÔÓ â âèäå òàáëèöû èñòèííîñòè ïðèìåíÿòü ýòè ñî-
îòíîøåíèÿ óäîáíî, ïðîâîäÿ ðàçëîæåíèå ÁÔÓ è âñåõ åå îñòàòî÷íûõ
ôóíêöèé ïî êðàéíåé ëåâîé âõîäíîé ïåðåìåííîé.

Â [6] áûëî óñòàíîâëåíî ñâîéñòâî ñòîëáöà çíà÷åíèé ÁÔÓ, ðåàëè-
çóåìîé áåñïîâòîðíûì íàñòðîåííûì êàñêàäîì Ìàéòðà, ñîñòîÿùåå â
òîì, ÷òî ýòîò ñòîëáåö äîëæåí ñîñòîÿòü òîëüêî èç äâóõ òèïîâ ôðàã-
ìåíòîâ äëèíîé t, ãäå t = 2, 4, … , 2 1n� . Îäíàêî ìåòîä ïîñòðîåíèÿ
ðàññìàòðèâàåìûõ êàñêàäîâ ïî òàáëèöàì èñòèííîñòè, îáëàäàþùèì
óêàçàííûì ñâîéñòâîì, áûë íå èçâåñòåí.

Íèæå ïðåäëàãàåòñÿ òàêîé ìåòîä, êîòîðûé ìîæåò áûòü íàçâàí
ìóëüòèïëåêñîðíûì ìåòîäîì ñ íàñòðàèâàåìûì îáðàçîì äåêîìïîçè-
öèè. Ïðè åãî ïðèìåíåíèè â ÁÔÓ è âñåõ åå îñòàòî÷íûõ ôóíêöèÿõ, çà-
äàííûõ òàáëèöàìè èñòèííîñòè, «âûäåëÿåòñÿ» êðàéíÿÿ ïðàâàÿ âõîä-
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íàÿ ïåðåìåííàÿ è íà êàæäîì øàãå ñîñòàâëÿåòñÿ è ðåøàåòñÿ îòíîñè-
òåëüíî ïîäôóíêöèè Ô óðàâíåíèå

f Q Q� MX Ô( , ; ) ,0 1

ãäå f — çàäàííàÿ ôóíêöèÿ èëè ïîäôóíêöèÿ; Q 0 è Q1 — ôðàãìåíòû
äëèíîé äâà, çàâèñÿùèå îò âûäåëåííîé ïåðåìåííîé, èç êîòîðûõ ñî-
ñòîèò ñòîëáåö çíà÷åíèé ýòîé ôóíêöèè èëè ïîäôóíêöèè.

Ìåòîä ñòðîèò äëÿ ÁÔÓ n ïåðåìåííûõ, îáëàäàþùåé óêàçàííûì
ñâîéñòâîì, íàñòðîåííûé êàñêàä Ìàéòðà, ÷èñëî ýëåìåíòîâ â êîòîðîì
n – 1.

Ïðèìåð 14.1. Ðåàëèçîâàòü ÁÔÓ

f x x x x
T

( , , , ) .1 2 3 4 0111 0101 0101 0111�

Çàäàííàÿ ÒÈ îáëàäàåò óêàçàííûì ñâîéñòâîì.
Ïîëàãàÿ, ÷òî Q x01 4� , Q11 1� , ñîñòàâèì è ðåøèì óðàâíåíèå:

f x� MX Ô 1( , ; ) ;4 1

MX MX , 1; Ô 1( , , , , , , , ; , , ) ( ) ;x x x x x x x x x x4 4 4 4 4 4 1 2 3 41 1 �

Ô = MX ;1 ( , , , , , , , , , ) .0 1 0 0 0 0 0 1 1 2 3x x x

Ïîëàãàÿ, ÷òî Q x02 3� , Q12 0� , ñîñòàâèì è ðåøèì óðàâíåíèå:

Ô MX Ô1 2� ( , ; ) ;x 3 0

MX MX , 0; Ô 2( , , , ; , ) ( ) ;x x x x x3 3 1 2 30 0 �

Ô = MX ;2 ( , , , , ) .0 1 1 0 1 2x x

Ïîëàãàÿ, ÷òî Q x03 2� , Q x13 2� ! , ñîñòàâèì è ðåøèì óðàâíåíèå:

Ô MX Ô2 3� ( , ! ; ) ;x x2 2

MX MX ; Ô 3( , ! ; ) ( , ! ) ;x x x x x2 2 1 2 2�

Ô = MX ;3 ( , ) .0 1 1 1x x�

Íà îñíîâå ïðèâåäåííûõ ñîîòíîøåíèé ïîñòðîèì íàñòðîåííûé
êàñêàä Ìàéòðà (ðèñ. 14.5), ðåàëèçóþùèé çàäàííóþ ÁÔÓ.

Åñëè ñòîëáåö ôóíêöèè óêàçàííûì ñâîéñòâîì íå îáëàäàåò, òî ýòî
íå çíà÷èò, ÷òî ýòà ÁÔÓ íå áóäåò îáëàäàòü ýòèì ñâîéñòâîì ïðè äðó-
ãîì ïîðÿäêå âõîäíûõ ïåðåìåííûõ â òàáëèöå èñòèííîñòè. Âìåñòî
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ïðîâåäåíèÿ òàêèõ ïåðåñòàíîâîê, «íàïðàâëåíèå» êîòîðûõ íå èçâåñò-
íî, àâòîðîì ïðåäëàãàåòñÿ ïî áóëåâîé ôóíêöèè ïîñòðîèòü áóëåâó
ôîðìóëó â áàçèñå {&, ], �, !}.

Åñëè ýòà ÁÔ áåñïîâòîðíà, òî îíà ðåàëèçóåòñÿ ôîðìóëüíûì ìå-
òîäîì áåñïîâòîðíûì êàñêàäîì Ìàéòðà, êîòîðûé, â ñâîþ î÷å-
ðåäü, ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí áåñïîâòîðíûì íàñòðàèâàåìûì êàñêà-
äîì Ìàéòðà.

Ïðèìåð 14.2. Ðåàëèçîâàòü ÁÔÓ

f x x x x
T

( , , , ) .1 2 3 4 0111 1101 0101 0111�

Ýòà òàáëèöà èñòèííîñòè óêàçàííûì ñâîéñòâîì íå îáëàäàåò, òàê
êàê ñîäåðæèò ÷åòûðå òèïà ôðàãìåíòîâ äëèíîé ÷åòûðå. Èñïîëüçóÿ
êàðòó Êàðíî, ïîñòðîèì ÁÔ â áàçèñå {&, ], !}:

f x x x x x x x� ! ! ( ! ) .1 3 2 1 3 2 4] ] ]

Ýòà ôîðìóëà ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f x x x x� �(! ) .1 3 2 4]

Ïîëó÷åííàÿ ÁÔ ðåàëèçóåòñÿ ôîðìóëüíûì ìåòîäîì êàñêàäîì
Ìàéòðà (ðèñ. 14.6).

Ýòà ñõåìà ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ íàñòðîéêè áåñïîâòîðíîãî íàñòðàèâà-
åìîãî êàñêàäà Ìàéòðà (ðèñ. 14.7).

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîâòîðíûõ íàñòðîåííûõ êàñêàäîâ Ìàéòðà â [12]
áûëî ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü ðàçëîæåíèÿ Ðèäà (ðàçä. 3.1.1). Ïðè
ýòîì øàã ðàçëîæåíèÿ ìîæåò áûòü âûïîëíåí, åñëè f x i( )� 0 èëè
f x i( )� 1 ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ïî ìîäóëþ äâà ïåðåìåííûõ, îò êîòîðûõ
îíà çàâèñèò, èëè ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ïåðåìåííûõ èëè åå èíâåðñèåé.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ óêàçàííîé öåëè ïðåäëàãàåòñÿ òàêæå ïðè-
ìåíÿòü íîâûå ïðåîáðàçîâàíèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé, ïðèâåäåííûå â
ðàçä. 1.7.
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Ïðèìåð 14.3. Ðåàëèçîâàòü ÁÔÓ, çàäàííóþ áóëåâîé ôîðìóëîé
f x x x x x x� 1 3 1 3 2 3! !] ] [11].

Òàê êàê f x x x( )2 1 30� � � , f x x x( )2 1 31� � ] , f x( )2 0� �
� � �f x x x( )2 1 31 , òî, èñïîëüçóÿ ïåðâîå ðàçëîæåíèå Ðèäà, ïîëó-
÷èì:

f x x x x x� � �1 3 1 3 2 .

Ýòà ÁÔ ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà ôîðìóëüíûì ìåòîäîì ïîâòîð-
íûì êàñêàäîì Ìàéòðà, ïî êîòîðîìó, â ñâîþ î÷åðåäü, ìîæåò áûòü
ïîñòðîåí ïîâòîðíûé íàñòðîåííûé êàñêàä Ìàéòðà, ñîñòîÿùèé èç ÷å-
òûðåõ ìóëüòèïëåêñîðîâ «2 â 1». Òàê êàê ýòà áóëåâà ôîðìóëà ìîæåò
áûòü óïðîùåíà:

f x x x x x x x x� � � � �1 2 3 3 2 3 1 31( ) (! ! ) ,]

òî îíà ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà ôîðìóëüíûì ìåòîäîì óêàçàííûì
êàñêàäîì Ìàéòðà, ñîñòîÿùèì èç òðåõ ìóëüòèïëåêñîðîâ «2 â 1»
(ðèñ. 14.8).

Ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà ìîæåò áûòü íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷åíà ñ ïî-
ìîùüþ ïåðâîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Àðòþõîâà—Øàëûòî:
f x x( )3 10� � , f x x x( ) !3 1 21� � ] , ! ( ) !f x x x3 1 21� � ,
f x x x x x� �( ! ! )1 3 1 2 3] � � �x x x x x3 2 3 1 3(! ! )] .

Ïðèìåð 14.4. Ðåàëèçîâàòü áóëåâó ôóíêöèþ, çàäàííóþ ôîðìóëîé
f x x x x x� ! !1 2 3 1 3] .

Â ýòîì ñëó÷àå f x x x( )1 2 30� � , f x x( ) !1 31� � , f x( )1 0� �
� � �f x x x( ) !1 2 31 ] . Ïðè ýòîì íà îñíîâàíèè âòîðîãî ðàçëîæåíèÿ
Ðèäà ïîëó÷èì:

f x x x x� �( ! ) ! ! .2 3 1 3]

Ýòà ôîðìóëà ðåàëèçóåòñÿ êàñêàäîì, ïðåäñòàâëåííûì íà ðèñ. 14.9.

Ýòà ñõåìà ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà òàêæå è íà îñíîâå âòîðîãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ Àðòþõîâà—Øàëûòî: f x x( )3 10� � , ! ( ) !f x x3 10� � ,
f x x x( ) !3 1 21� � , f x x x x x x x x x x� � � �(! ! ! ) ! ( ! )! ! .1 3 1 2 3 3 2 3 1 3] ]
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Ïðèìåð 14.5. Ðåàëèçîâàòü áóëåâó ôóíêöèþ, çàäàííóþ ôîðìóëîé

f x x x x x x x x� ! (! ! ) .1 2 3 1 2 3 2 3] ]

Â ýòîì ñëó÷àå f x x x( )3 1 20� � , f x x x( )3 1 21� � � ,
f x( )3 0� � � � �f x x x( )3 1 21 ] . Èñïîëüçóÿ âòîðîå ðàçëîæåíèå Ðè-
äà, ïîëó÷èì:

f x x x x x� � �( ) ! .1 2 3 2 1]

Ýòà ÁÔ ðåàëèçóåòñÿ êàñêàäîì, ïðåäñòàâëåííûì íà ðèñ. 14.10.

Ýòà ñõåìà ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà òàêæå è çà ñ÷åò äâóõêðàòíî-
ãî ïðèìåíåíèÿ ïåðâîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Àðòþõîâà—Øàëûòî:
f x x x( )1 2 30� � , f x x x( ) ,1 2 31� � � ! ( ) !f x x x1 2 31� � � , f 1 �
� �! (! )x x x x x x1 2 3 1 2 3] , f f x� �1 1 , f x x x1 2 1 30( ) !� � , f x1 2( �
� �1 3) x , ! ( ) !f x x1 2 31� � , f x x x x x x x1 1 2 3 2 3 2 1� � �( ! ! ! ) (] ]

] x x x2 3 2)! .�
Òàêèì îáðàçîì, f x x x x x� � �( )! .1 2 3 2 1]

Èç ïðèâåäåííûõ ïðèìåðîâ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êëàññà ÁÔÓ, ðåàëè-
çóåìûõ ïîâòîðíûìè êàñêàäàìè Ìàéòðà, ðàçëîæåíèÿ Ðèäà è íîâûå
ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèâîäÿò ê îäèíàêîâûì ðåçóëüòàòàì.

Ôîðìóëû, êîòîðûå íå ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû êàñêàäàìè
Ìàéòðà, ðåàëèçóþòñÿ ñõåìàìè, ïîñòðîåííûìè íà îñíîâå ýòèõ êàñ-
êàäîâ.

Ïðèìåð 14.6. Ðåàëèçîâàòü áóëåâó ôîðìóëó f x x x x� �1 2 3 4 .
Íà ðèñ. 14.11 ïðèâåäåíà ñõåìà èç äâóõâõîäîâûõ ýëåìåíòîâ, ÿâëÿ-

þùàÿñÿ îáîáùåííûì êàñêàäîì Ìàéòðà, ñîñòîÿùèì èç äâóõ êàñêà-
äîâ, à íà ðèñ. 14.12 ïðèâåäåíà ñõåìà èç íàñòðîåííûõ êàñêàäîâ Ìàé-
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òðà, â ïåðâîì èç êîòîðûõ èñïîëüçóåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ÿ÷åéêà,
ïðåäíàçíà÷åííàÿ äëÿ íàñòðîéêè ÿ÷åéêè âòîðîãî êàñêàäà, ðåàëèçóþ-
ùåé ýëåìåíò ÍÅÐÀÂÍÎÇÍÀ×ÍÎÑÒÜ, íå ñâÿçàííûé ñî âõîäàìè
ñõåìû.

14.3. Ðåàëèçàöèÿ áóëåâûõ ôîðìóë
ìíîãîêàíàëüíûìè îäíîðîäíûìè ñòðóêòóðàìè

Èçâåñòíû äâóõêàíàëüíûå îäíîðîäíûå ñòðóêòóðû èç êîìáèíà-
öèîííûõ ýëåìåíòîâ [14], íàçûâàåìûå ê à ñ ê à ä à ì è Ø î ð ò à
[12, 15]. Â ýòèõ ñòðóêòóðàõ êàæäàÿ ÿ÷åéêà ïóòåì ïîäà÷è êîíñòàíò íà
íàñòðîå÷íûå âõîäû ìîæåò ðåàëèçîâàòü ïðîèçâîëüíóþ ïàðó ÁÔÓ
òðåõ ïåðåìåííûõ, ïîäàâàåìûõ íà èíôîðìàöèîííûé è áîêîâûå âõî-
äû ÿ÷åéêè.

Â ýòîé ñòðóêòóðå è åå ìîäèôèêàöèÿõ [12, 15] ÁÔ ìîãóò ðåàëèçî-
âûâàòüñÿ â äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìå, â âèäå ïîëèíîìîâ
Æåãàëêèíà, à òàêæå íà îñíîâå ðàçëîæåíèé Ðèäà.

Â [12, 15] áûëà ïðåäëîæåíà òðåõêàíàëüíàÿ îäíîðîäíàÿ ñòðóêòó-
ðà èç êîìáèíàöèîííûõ ýëåìåíòîâ, êàæäàÿ ÿ÷åéêà êîòîðîé ñîäåð-
æèò òîëüêî îäèí âíåøíèé âõîä, êîòîðûé ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ â
îäíèõ ñëó÷àÿõ êàê èíôîðìàöèîííûé, à â äðóãèõ — êàê íàñòðîå÷-
íûé âõîä.

Ðåàëèçàöèÿ ÁÔ â ýòîé ñòðóêòóðå âûïîëíÿåòñÿ ïðè åå ïðåäñòàâëå-
íèè â âèäå ïîëèíîìà Æåãàëêèíà.

Äëÿ ðåàëèçàöèè ñêîáî÷íûõ ôîðìóë îãðàíè÷åííîé ãëóáèíû
â [15] áûëè ïðåäëîæåíû äâóõ- è òðåõêàíàëüíûå îäíîðîäíûå ñòðóê-
òóðû.

Èçâåñòíû òàêæå îäíîðîäíûå ñòðóêòóðû, ñîñòîÿùèå èç áîëåå
ïðîñòûõ ÿ÷ååê [16—20]. Ýòè ñòðóêòóðû, íàçâàííûå ëåíòî÷íûìè,
îáëàäàþò ôóíêöèîíàëüíîé ïîëíîòîé.

Îáùèì íåäîñòàòêîì âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ñòðóêòóð
è ìåòîäîâ âëîæåíèÿ ÁÔ â íèõ ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå ëèíåéíîé
çàâèñèìîñòè ÷èñëà ÿ÷ååê â ñòðóêòóðå îò ÷èñëà áóêâ â ðåàëèçóå-
ìîé ÁÔ.

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ïðåäëàãàþòñÿ îäíîðîäíûå ñòðóêòóðû, ÷èñ-
ëî ÿ÷ååê â êîòîðûõ ðàâíî h – 1, ãäå h — ÷èñëî áóêâ â ðåàëèçóåìîé
ôîðìóëå, çàïèñàííîé â áàçèñå, äëÿ äâóõìåñòíûõ îïåðàöèé êîòîðîãî
âûïîëíÿåòñÿ ñî÷åòàòåëüíûé çàêîí [3, 21]. Ïðè ýòîì ÷èñëî êàíàëîâ â
ñòðóêòóðå ðàâíî ÷èñëó óðîâíåé êàñêàäîâ â äðåâîâèäíîé ñõåìå ìàê-
ñèìàëüíîé ãëóáèíû, ïîñòðîåííîé èç äâóõâõîäîâûõ ýëåìåíòîâ ýòîãî
áàçèñà.

Òàêèì îáðàçîì, â îòëè÷èå îò èçâåñòíûõ ïîäõîäîâ â îäíîðîäíóþ
ñòðóêòóðó âêëàäûâàþòñÿ íå «ñîñòàâëÿþùèå» ðåàëèçóåìîé ôîðìó-
ëû, à ýëåìåíòû ýêâèâàëåíòíîé åé äðåâîâèäíîé ñõåìû óêàçàííîãî
âûøå òèïà, ðåàëèçóþùåé çàäàííóþ ôîðìóëó.
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Â ñëó÷àå, êîãäà äîñòóïíû òîëüêî ïðÿìûå âõîäíûå ïåðåìåííûå,
áóëåâà ôîðìóëà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïîëèíîìà Æåãàëêèíà èëè
ñêîáî÷íîé ôîðìû, ïîñòðîåííîé èç ýòîãî ïîëèíîìà.

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ïðÿìûå è èíâåðñíûå âõîäíûå ïåðåìåííûå ðàâ-
íîäîñòóïíû, áóäåì çàïèñûâàòü ÁÔ â îäíîì èç äâóõ áàçèñîâ: {&, ]}
è {&, ], �}.

Îáùåå ïðàâèëî ïîñòðîåíèÿ ïðåäëàãàåìûõ ñòðóêòóð ñîñòîèò â
òîì, ÷òî äëÿ êàæäîé ïàðû êàíàëîâ, íàïðèìåð (i – 1)- è i-ãî, äîëæíû
âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèÿ

f x

f y y

i

i i i

�

�

�

� �
�
�
�

1

1

;

;

f y x

f y

i i

i i

� �� �

�
�
�
�

1 1 ;

,

à äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ êàíàëîâ — ñîîòíîøåíèå

f yj j� ,

ãäå � — îïåðàöèè ïðèìåíÿåìîãî áàçèñà; j i i� � 1, .
Ïðè ðåàëèçàöèè â êàæäóþ ÿ÷åéêó ñòðóêòóðû âêëàäûâàåòñÿ îäèí

ýëåìåíò ñõåìû. Ïðè ýòîì âñå ýëåìåíòû êàñêàäîâ óðîâíÿ p ðåàëèçó-
þòñÿ â îäíîì êàíàëå ñ íîìåðîì p. Óðîâíè êàñêàäîâ íóìåðóþòñÿ îò
âõîäîâ ê âûõîäó, à êàíàëû — ñâåðõó âíèç.

Ýòî ïîçâîëÿåò â äâóõêàíàëüíîé ñòðóêòóðå [22] ðåàëèçîâàòü äâóõ-
óðîâíåâûå êàñêàäíûå ñõåìû, êîòîðûì, â ÷àñòíîñòè, ñîîòâåòñòâóþò
äèçúþíêòèâíûå íîðìàëüíûå ôîðìû è ïîëèíîìû Æåãàëêèíà, ÷òî
îáåñïå÷èâàåò óíèâåðñàëüíîñòü ïðåäëàãàåìûõ ñòðóêòóð.

Íà ðèñ. 14.13, 14.14 â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ïðèâåäåíû êîíôèãóðà-
öèè, ðåàëèçóåìûå ïóòåì íàñòðîéêè êàæäîé ÿ÷åéêîé äâóõêàíàëüíîé
è òðåõêàíàëüíîé ñòðóêòóð ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðèìåð 14.7. Ðåàëèçîâàòü áóëåâó ôóíêöèþ «òî÷íî äâà èç òðåõ»,
çàäàííóþ ïîëèíîìîì Æåãàëêèíà âèäà:

f x x x x x x x x x� � � �1 2 1 3 2 3 1 2 3 .

Ïîñòðîèì äðåâîâèäíóþ ñõåìó ìàêñèìàëüíîé ãëóáèíû èç äâóõ-
âõîäîâûõ ýëåìåíòîâ {&, �} (ðèñ. 14.15).
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Ýòà ñõåìà èç âîñüìè ýëåìåíòîâ ñîäåðæèò êàñêàäû äâóõ óðîâíåé
(òðè — ïåðâîãî óðîâíÿ è îäèí — âòîðîãî) è ðåàëèçóåòñÿ äâóõêà-
íàëüíîé îäíîðîäíîé ñòðóêòóðîé èç âîñüìè ÿ÷ååê (ðèñ. 14.16).

Ïðèìåð 14.8. Ðåàëèçîâàòü áóëåâó ôîðìóëó

f x x x x x x x x� ( ) ( ) ( ) ( ) .1 2 3 4 5 6 7 8] ] ] ] ]

Äðåâîâèäíàÿ ñõåìà, ðåàëèçóþùàÿ ýòó ÁÔ, ïðèâåäåíà íà
ðèñ. 14.17.

Ýòà ñõåìà èç ñåìè ýëåìåíòîâ ñîäåðæèò êàñêàäû òðåõ óðîâíåé (ïî
îäíîìó — ïåðâîãî è òðåòüåãî óðîâíåé è äâà êàñêàäà âòîðîãî óðîâ-
íÿ) è ðåàëèçóåòñÿ òðåõêàíàëüíîé îäíîðîäíîé ñòðóêòóðîé èç ñåìè
ÿ÷ååê (ðèñ. 14.18).

Åñëè â ïðåäëàãàåìûõ ñòðóêòóðàõ ðàçðåøèòü ïîâîðîòû íàçàä [3],
òî â k-êàíàëüíîé ñòðóêòóðå ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà äðåâîâèäíàÿ
ñõåìà, ñîäåðæàùàÿ íå áîëåå k – 1 êàñêàäîâ ïåðâîãî óðîâíÿ.
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Ïðèìåð 14.9. Ðåàëèçîâàòü áóëåâó ôîðìóëó, ðàññìîòðåííóþ â
ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, â ïðåäëàãàåìîé äâóõêàíàëüíîé îäíîðîäíîé
ñòðóêòóðå.

Ñòðóêòóðà, ðåàëèçóþùàÿ ýòó ÁÔ, ïðèâåäåíà íà ðèñ. 14.19.

Ïðåäëîæåííûå ñòðóêòóðû ïîçâîëÿþò ðåàëèçîâàòü òàêæå è ñèñòå-
ìû áóëåâûõ ôîðìóë.

Ïðèìåð 14.10. Ðåàëèçîâàòü îäíîðîäíîé ñòðóêòóðîé ñ ìèíèìàëü-
íûì ÷èñëîì êàíàëîâ ñèñòåìó áóëåâûõ ôîðìóë âèäà:

f x x x1 1 2 3� ( )] , f x x x2 1 2 3� � � .

Òàê êàê â äàííîì ñëó÷àå äðåâîâèäíàÿ ñõåìà ñîñòîèò èç ïÿòè
ýëåìåíòîâ è ñîäåðæèò òðè êàñêàäà (ðèñ. 14.20), òî îíà ìîæåò áûòü
ðåàëèçîâàíà òðåõêàíàëüíîé îäíîðîäíîé ñòðóêòóðîé èç ïÿòè ÿ÷ååê
(ðèñ. 14.21).
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14.4. Ðåàëèçàöèÿ áóëåâûõ ôîðìóë
ïëîñêîñòíûìè îäíîðîäíûìè ñòðóêòóðàìè

Èçâåñòíû [23—26] ðàçëè÷íûå ïëîñêîñòíûå îäíîðîäíûå ñòðóê-
òóðû. Îäíàêî òàêèå ñòðóêòóðû äëÿ ðåàëèçàöèè ïðîèçâîëüíûõ ñêî-
áî÷íûõ ôîðìóë â âûáðàííîì áàçèñå â ëèòåðàòóðå íå ðàññìàòðèâà-
ëèñü.

Â [27] ïðåäëîæåíà ÿ÷åéêà îäíîðîäíîé ñòðóêòóðû, êîòîðàÿ ïóòåì
íàñòðîéêè ìîæåò áûòü íàñòðîåíà íà ðåàëèçàöèþ îäíîé èç ÷åòûðåõ
êîíôèãóðàöèé, ïðåäñòàâëåííûõ íà ðèñ. 14.22.

Ýòà ÿ÷åéêà îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìîé áóëåâûõ ôîðìóë:

f a z z z z a a z z a a z z1 1 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 20� ! ! & ! ! ( ) ;] ] ] ]

f a z z a z z z z z z2 2 1 2 1 1 2 1 2 1 20 0� ! ! ! & ! & .] ] ]

Ïðè z 1 0� , z 2 0� — f a1 1� , f a2 2� ;
ïðè z 1 0� , z 2 1� — f 1 0� , f a2 1� ;
ïðè z 1 1� , z 2 0� — f a a1 1 2� , f 2 0� ;
ïðè z 1 1� , z 2 1� — f a a1 1 2� ] , f 2 0� .

Íà îñíîâå ýòîé ÿ÷åéêè ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà îäíîðîäíàÿ ïëîñ-
êîñòíàÿ ñòðóêòóðà. Áóëåâà ôîðìóëà â áàçèñå {&, ], !} ïðè ðàâíîé
äîñòóïíîñòè ïðÿìûõ è èíâåðñíûõ âõîäíûõ ïåðåìåííûõ ðåàëèçóåò-
ñÿ â ýòîé ñòðóêòóðå ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Çàäàííàÿ áóëåâà ôîðìóëà èç h áóêâ ðåàëèçóåòñÿ äðåâîâèäíîé
ñõåìîé èç h — 1 äâóõâõîäîâûõ ýëåìåíòîâ È è ÈËÈ. Â ýòîé ñõå-
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ìå âûäåëÿþòñÿ êàñêàäû, ÷èñëî êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøå-
íèåì [3]

1 m K m [h 2].

Ïîñòðîåííàÿ ñõåìà ïðåîáðàçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
— êàæäûé âûäåëåííûé êàñêàä â ñõåìå ðàçìåùàåòñÿ â îäíîé

ñòðîêå;
— êàæäûé ýëåìåíò ñõåìû ðàçìåùàåòñÿ â îäíîì ñòîëáöå.
Ïðåîáðàçîâàííàÿ ñõåìà «âêëàäûâàåòñÿ» â ðàññìàòðèâàåìóþ îä-

íîðîäíóþ ñòðóêòóðó.
Òàêèì îáðàçîì, çàäàííàÿ áóëåâà ôîðìóëà ðåàëèçóåòñÿ ïëîñêî-

ñòíîé îäíîðîäíîé ñòðóêòóðîé, ÷èñëî ÿ÷ååê â êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ
ñîîòíîøåíèåì

h – 1 m L m (h – 1) [h 2].

Ïðèìåð 14.11. Ðåàëèçîâàòü â ïðåäëàãàåìîé îäíîðîäíîé ñòðóêòó-
ðå áóëåâó ôîðìóëó f x x x x� 1 2 3 4] .

Íà ðèñ. 14.23 ïðèâåäåíà äðåâîâèäíàÿ ñõåìà, íà ðèñ. 14.24 — ïðå-
îáðàçîâàííàÿ ñõåìà, à íà ðèñ. 14.25 ýòà ñõåìà «âëîæåíà» â îäíîðîä-
íóþ ñòðóêòóðó.
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Àíàëîãè÷íûé ïîäõîä ìîæåò áûòü ïðèìåíåí è äëÿ ðåàëèçàöèè
áóëåâûõ ôîðìóë, èñïîëüçóþùèõ äðóãèå äâóõìåñòíûå îïåðàöèè.
Ïðè ýòîì ïðîñòåéøåé ïî ÷èñëó íàñòðîåê ÿâëÿåòñÿ ÿ÷åéêà äëÿ ïî-
ñòðîåíèÿ ïëîñêîñòíûõ îäíîðîäíûõ ñòðóêòóð, ðåàëèçóþùèõ áóëåâû
ôîðìóëû â áàçèñå È—ÍÅ (ÈËÈ—ÍÅ). Òàêàÿ ÿ÷åéêà äîëæíà íàñòðà-
èâàòüñÿ íà ðåàëèçàöèþ ëèøü òðåõ êîíôèãóðàöèé (ðèñ. 14.26).

Â ïëîñêîñòíîé îäíîðîäíîé ñòðóêòóðå èç òàêèõ ÿ÷ååê áóëåâà
ôîðìóëà 	 
f x x x x x x x x� �1 2 3 4 1 2 3 4] ! !( )!( ) ðåàëèçóåòñÿ, êàê è â
ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ñ ïîìîùüþ øåñòè ÿ÷ååê, â òî âðåìÿ êàê áóëåâà
ôîðìóëà f x x x x� 1 2 3 4 òðåáóåò øåñòè ÿ÷ååê ïðîòèâ òðåõ ÿ÷ååê â
ïðåäûäóùåé ñòðóêòóðå.

Ðàññìîòðåííûé ïîäõîä çà ñ÷åò íåçíà÷èòåëüíîãî óñëîæíåíèÿ ÿ÷å-
åê ìîæåò áûòü ïðèìåíåí è äëÿ ñîâìåñòíîé ðåàëèçàöèè ñèñòåì áóëå-
âûõ ôîðìóë. Â [28] ïðåäëîæåíà ÿ÷åéêà, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü íàñòðî-
åíà íà îäíó èç ÷åòûðåõ êîíôèãóðàöèé, ïðèâåäåííûõ íà ðèñ. 14.27.

Íà ðèñ. 14.28 ïðèâåäåíà îäíîðîäíàÿ ñòðóêòóðà èç äåâÿòè òàêèõ ÿ÷å-
åê, ðåàëèçóþùàÿ ñèñòåìó ÁÔ: y x x x x1 1 2 3 4� ] ] , y x x x x2 1 2 3 4� ] .
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Åñòåñòâåííî, ÷òî, êàê è â ñëó÷àå ðåàëèçàöèè îäíîé ÁÔ, è äëÿ ñè-
ñòåìû ÁÔ ìîãóò áûòü ïðåäëîæåíû ÿ÷åéêè, â êîòîðûõ âìåñòî äâóõ-
âõîäîâûõ ýëåìåíòîâ È è ÈËÈ ïðèìåíÿþòñÿ äâóõâõîäîâûå ýëåìåí-
òû È—ÍÅ (ÈËÈ—ÍÅ).

Âûâîäû

1. Ïðåäëîæåíû áåñïîâòîðíûå îäíîðîäíûå êàñêàäû Ìàêõîïàä-
õàÿ èç h – 1 òðåõâõîäîâûõ ìàæîðèòàðíûõ ýëåìåíòîâ, ïîçâîëÿþùèå
ðåàëèçîâàòü ïóòåì íàñòðîéêè áåñïîâòîðíûå ïîðîãîâûå ôîðìóëû èç
h áóêâ.

2. Ïîêàçàíî, ÷òî ÷èñëî ïîðîãîâûõ ýëåìåíòîâ, òðåáóþùèõñÿ äëÿ
ðåàëèçàöèè ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé ôîðìóëû â áàçèñå È, ÈËÈ èç h
áóêâ, óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

1 m Ï m [h 2].

3. Óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû áóëåâà ôóíêöèÿ n ïåðåìåí-
íûõ ìîãëà áûòü ðåàëèçîâàíà áåñïîâòîðíûì îäíîðîäíûì êàñêàäîì
Ìàéòðà, åå ñòîëáåö çíà÷åíèé äîëæåí ñîñòîÿòü òîëüêî èç äâóõ òèïîâ
ôðàãìåíòîâ êàæäîé èç äëèí t, ãäå t = 2, 4, … , 2 1n� .

4. Ïðåäëîæåíû îäíîðîäíûå êàñêàäû Ìàéòðà èç ìóëüòèïëåêñî-
ðîâ «2 â 1», êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå ïðîñòûìè êàñêàäàìè ýòîãî
òèïà èç èçâåñòíûõ.

5. Ïðåäëîæåí ìóëüòèïëåêñîðíûé ìåòîä ñ íàñòðàèâàåìûì îáðà-
çîì äåêîìïîçèöèè äëÿ ðåàëèçàöèè áåñïîâòîðíûìè îäíîðîäíûìè
êàñêàäàìè Ìàéòðà áóëåâûõ ôóíêöèé, ñòîëáöû çíà÷åíèé êîòîðûõ
îáëàäàþò ñâîéñòâîì, óêàçàííûì â ï. 3.

6. Ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü ïðåîáðàçîâàíèÿ Àðòþõîâà—Øàëû-
òî äëÿ ïîèñêà ýôôåêòèâíûõ ðåàëèçàöèé áóëåâûõ ôóíêöèé ïîâòîð-
íûìè îäíîðîäíûìè êàñêàäàìè Ìàéòðà.
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7. Ïðåäëîæåíû ìíîãîêàíàëüíûå ëèíåéíûå îäíîðîäíûå ñòðóêòó-
ðû èç h – 1 ÿ÷ååê äëÿ ðåàëèçàöèè áóëåâûõ ôîðìóë â ðàññìàòðèâàå-
ìûõ áàçèñàõ èç h áóêâ.

8. Ïðåäëîæåíû ïëîñêîñòíûå îäíîðîäíûå ñòðóêòóðû äëÿ ðåàëè-
çàöèè óêàçàííûõ êëàññîâ áóëåâûõ ôîðìóë ñ êâàäðàòè÷íîé (îò ÷èñëà
áóêâ) âåðõíåé îöåíêîé ÷èñëà ÿ÷ååê â íèõ.
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