
Ã ë à â à 5

Ðåàëèçàöèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé ñõåìàìè
èç ìóëüòèïëåêñîðîâ

5.1. Ìåòîäû ðåàëèçàöèè áóëåâûõ ôóíêöèé ñõåìàìè
èç ìóëüòèïëåêñîðîâ «2 â 1»

5.1.1. Ìîäèôèêàöèÿ êàíîíè÷åñêîãî ìåòîäà Áëîõà

Èçâåñòåí êàíîíè÷åñêèé ìåòîä Áëîõà [1], êîòîðûé îñíîâàí íà ãðà-
ôè÷åñêîé ôîðìå ïðåäñòàâëåíèÿ ðàçëîæåíèÿ Øåííîíà çàäàííîé ôóíê-
öèè è âñåõ åå îñòàòî÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíî, ïî êðàéíèì ëåâûì âõîä-
íûì ïåðåìåííûì òàáëèöû èñòèííîñòè (ÒÈ). Ìåòîä ïîçâîëÿåò âåñüìà
ýôôåêòèâíî ñòðîèòü ñõåìû èç ïåðåêëþ÷àòåëüíûõ êîíòàêòîâ.

Ýòîò ìåòîä ïðèìåíèì òàêæå è äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñõåì èç ìóëüòè-
ïëåêñîðîâ (ÌÕ) «2 â 1». Îí ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: ïî ÒÈ ñ ôèêñè-
ðîâàííûì ïîðÿäêîì âõîäíûõ ïåðåìåííûõ ñòðîèòñÿ êàíîíè÷åñêàÿ
ñòðóêòóðà (ÊÑ); ýòà ñòðóêòóðà ìèíèìèçèðóåòñÿ çà ñ÷åò îáúåäèíåíèÿ
êóñòîâ, ïîìå÷åííûõ îäèíàêîâûìè öèôðàìè; â ìèíèìèçèðîâàííîé
ÊÑ êàæäûé êóñò çàìåíÿåòñÿ ìóëüòèïëåêñîðîì.

×èñëî ìóëüòèïëåêñîðîâ â ïîñòðîåííîé òàêèì îáðàçîì ñõåìå, íà
âõîäû êîòîðîé ïîäàþòñÿ òîëüêî áåçûíâåðñíûå âõîäíûå ïåðåìåííûå,
ðàâíî N – 1, ãäå N — ìàêñèìàëüíûé íîìåð êóñòà â ÊÑ. Ýòà ñõåìà ìî-
æåò áûòü óïðîùåíà çà ñ÷åò çàìåíû ïåðåìåííîé èëè åå èíâåðñèåé êàæ-
äîãî ìóëüòèïëåêñîðà, íà 2-âõîäû êîòîðîãî ïîäàþòñÿ êîíñòàíòû 0 è 1.

Ïðåäëàãàåìàÿ ìîäèôèêàöèÿ êàíîíè÷åñêîãî ìåòîäà ïîçâîëÿåò
íåïîñðåäñòâåííî ñòðîèòü ñõåìû, â êîòîðûõ íà 2-âõîäû ìóëüòèïëåê-
ñîðîâ êðîìå óêàçàííûõ êîíñòàíò ìîæåò ïîäàâàòüñÿ òàêæå îäíà èç
ïåðåìåííûõ è (èëè) åå èíâåðñèÿ. Ýòà ìîäèôèêàöèÿ ñîñòîèò â èç-
ìåíåíèè ïåðâîãî ýòàïà êàíîíè÷åñêîãî ìåòîäà, ò. å. â ïîñòðîåíèè
ïî ÒÈ ñ ôèêñèðîâàííûì ïîðÿäêîì âõîäíûõ ïåðåìåííûõ ìîäèôèöè-
ðîâàííîé ÊÑ (ÌÊÑ), êóñòû êîòîðîé ìîãóò êîäèðîâàòüñÿ íå òîëüêî
öèôðàìè, íî è âõîäíûìè ïåðåìåííûìè è èõ èíâåðñèÿìè.
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×èñëî ìóëüòèïëåêñîðîâ â ñõåìå, ðàâíîå N – 1, êàê è â êàíîíè÷åñêîì
ìåòîäå, ìîæåò ìèíèìèçèðîâàòüñÿ òàêæå çà ñ÷åò ïåðåñòàíîâêè ñòîëá-
öîâ çíà÷åíèé âõîäíûõ ïåðåìåííûõ â èñõîäíîé òàáëèöå èñòèííîñòè.

Ïðèìåð 5.1. Ðåàëèçîâàòü ÁÔÓ

f x x x x
T

( , , , ) .1 2 3 4 0000 1101 1011 0110�

Íà ðèñ. 5.1 ïðèâåäåíà ÌÊÑ, ïîñòðîåííàÿ ïî ÒÈ, à íà ðèñ. 5.2 —
ñõåìà èç øåñòè ìóëüòèïëåêñîðîâ, èçîìîðôíàÿ ýòîé ÌÊÑ.

Èçìåíèì ïîðÿäîê ðàñïîëîæåíèÿ â òàáëèöå èñòèííîñòè íà «çåð-
êàëüíûé». Ïðè ýòîì äëÿ åå ïåðåñòðîåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ äâóõýòàï-
íûì ìåòîäîì Áëîõà, êîòîðûé ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:

— íà ïåðâîì ýòàïå ñòîëáöû âõîäíûõ ïåðåìåííûõ ïåðåñòàâëÿþò-
ñÿ â òðåáóåìîì ïîðÿäêå áåç èçìåíåíèÿ ñòîëáöà çíà÷åíèé ôóíêöèè
(òàáë. 5.1);

— íà âòîðîì ýòàïå ñòðîêè èçìåíåííîé ÒÈ ðàñïîëàãàþòñÿ â ëåê-
ñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå, îáðàçóÿ èñêîìóþ ÒÈ (òàáë. 5.2).
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Íà ðèñ. 5.3 ïðèâåäåíà ÌÊÑ, ïîñòðîåííàÿ ïî ïðåîáðàçîâàííîé
ÒÈ, à íà ðèñ. 5.4 — ñõåìà èç ÷åòûðåõ ìóëüòèïëåêñîðîâ, èçîìîðôíàÿ
ÌÊÑ.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàññìàòðèâàåìîãî ìåòîäà ÷èñëî ìóëüòèïëåê-
ñîðîâ «2 â 1», òðåáóþùèõñÿ äëÿ ðåàëèçàöèè ïðîèçâîëüíîé ÁÔÓ, ñó-
ùåñòâåííî çàâèñÿùåé îò n ïåðåìåííûõ, îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

n L n n� ��1 2 11
m m( ) .
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Ðèñ. 5.3

Ò à á ë è ö à 5.1 Ò à á ë è ö à 5.2
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Íåäîñòàòêè ðàññìîòðåííîãî ìåòîäà ñîñòîÿò â òîì, ÷òî
— äëÿ çàäàííîé ÒÈ â õîäå ñèíòåçà â êàæäîì ÿðóñå ïðèìåíÿþòñÿ

îäíè è òå æå âõîäíûå ïåðåìåííûå;
— ìóëüòèïëåêñîðû â ñõåìå ñîåäèíÿþòñÿ îäèíàêîâî: âûõîä ïðå-

äûäóùåãî ýëåìåíòà ñîåäèíÿåòñÿ ñ 2-âõîäîì ïî êðàéíåé ìåðå îäíîãî
èç ïîñëåäóþùèõ ýëåìåíòîâ.

5.1.2. Ðàñïðåäåëèòåëüíûé ìåòîä

Ýòîò ìåòîä ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ìóëüòèïëåêñîðíîãî ìåòî-
äà, íî ìåíåå òðóäîåìîê.

Ìåòîä ÿâëÿåòñÿ ãðàôè÷åñêîé ôîðìîé ïðåäñòàâëåíèÿ ðàçëîæåíèÿ
Øåííîíà çàäàííîé ôóíêöèè è âñåõ åå îñòàòî÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíî,
ïî êðàéíèì ïðàâûì âõîäíûì ïåðåìåííûì ÒÈ.

Ñòîëáåö çíà÷åíèé ïðîèçâîëüíîé ÁÔÓ n ïåðåìåííûõ â îáùåì
ñëó÷àå ìîæåò ñîñòîÿòü èç ÷åòûðåõ òèïîâ ôðàãìåíòîâ — {0, !x n , x n ,
1}. Èç 4! = 24 âàðèàíòîâ ðàñïîëîæåíèÿ ýòèõ ñèìâîëîâ íà âõîäàõ ÌÕ
«4 â 1» âûáåðåì ñëåäóþùèé: g 0 0� , g x n1 � , g x n2 �! , g 3 1� . Ïðè
ýòîì óðàâíåíèå, îïðåäåëÿþùåå ðàçëîæåíèå ôóíêöèè f ïî ïåðåìåí-
íîé x n , èìååò âèä:

f x x x xn n n( , ... , ) ( , , ! , ; , ) .1 1 20 1� MX Ô Ô

Ýòî óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Ó ä è â è ò å ë ü -
í û ì ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî

MX Ô Ô MX Ô Ô( , , ! , ; , ) ( , ; ) .0 1 1 2 1 2x x xn n n�

Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ÌÕ «4 â 1» ìîæåò áûòü çàìåíåí
íà ÌÕ «2 â 1». Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíîå óðàâíåíèå ïðèîáðåòàåò âèä

f x x xn n( , ... , ) ( , ; ) .1 1 2� MX Ô Ô
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Ýòî óðàâíåíèå, èìåþùåå åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, ìîæåò áûòü
íàéäåíî âåñüìà îðèãèíàëüíî: ôóíêöèþ Ô1 îáðàçóþò çíà÷åíèÿ çà-
äàííîé ÁÔÓ, ðàñïîëîæåííûå íà ïîçèöèÿõ ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè, à
ôóíêöèþ Ô2 — çíà÷åíèÿ çàäàííîé ÁÔÓ ñ íå÷åòíûìè íîìåðàìè. Ýòî
ïîçâîëÿåò, íå çàïèñûâàÿ óêàçàííûå óðàâíåíèÿ, ïðîâîäèòü ðàñïðåäå-
ëåíèå çíà÷åíèé ôóíêöèè íåïîñðåäñòâåííî â õîäå ïîñòðîåíèÿ ñõåìû,
âûïîëíÿåìîãî îò âûõîäà ê âõîäàì. Ïðè ýòîì âõîäû ðàçëè÷íûõ ýëå-
ìåíòîâ, èìåþùèå îäèíàêîâûå ïîìåòêè, îáúåäèíÿþòñÿ, à ýëåìåíòû,
êîòîðûå èìåþò îäèíàêîâóþ ïîìåòêó 2-âõîäîâ, èñêëþ÷àþòñÿ.

Ïðèìåð 5.2. Ðåàëèçîâàòü ÁÔÓ, ðàññìîòðåííóþ â ïðåäûäóùåì
ïðèìåðå.

Íà ðèñ. 5.5 ïðèâåäåíà ñõåìà, ïîñòðîåííàÿ ïî èñõîäíîé ÒÈ, à íà
ðèñ. 5.6 — ïî ïðåîáðàçîâàííîé (òàáë.5.2).
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Èç ïðèâåäåííîãî ïðèìåðà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ôóíêöèè f x x n( , ... , )1

ýòîò ìåòîä ñòðîèò òó æå ñõåìó, ÷òî è ìîäèôèêàöèÿ êàíîíè÷åñêîãî
ìåòîäà ïî ôóíêöèè f x xn( , ... , )1 , è íàîáîðîò. Òàêèì îáðàçîì, âìåñ-
òî ïåðåñòàíîâêè ñòîëáöîâ çíà÷åíèé âõîäíûõ ïåðåìåííûõ â ÒÈ è
ïîñòðîåíèÿ ñ ïîìîùüþ ëþáîãî èç ýòèõ ìåòîäîâ äâóõ ñõåì (ïî èñ-
õîäíîé è ïðåîáðàçîâàííîé ÒÈ ñ «çåðêàëüíûì» ïîðÿäêîì âõîäíûõ
ïåðåìåííûõ) ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî ï î è ñ õ î ä í î é ÒÈ ï î -
ñ ò ð î è ò ü ä â å ñ õ å ì û, ïðèìåíÿÿ ê íåé îáà ìåòîäà, è âûáðàòü
ïðîñòåéøóþ èç íèõ.

Ïðåäëîæåííûé ìåòîä îáëàäàåò òåìè æå íåäîñòàòêàìè, ÷òî è ìî-
äèôèêàöèÿ êàíîíè÷åñêîãî ìåòîäà, è äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâû îöåíêè,
ïðèâåäåííûå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå.

Ïðèìåð 5.3. Ðåàëèçîâàòü ÁÔÓ

f x x x x
T

( , , , ) .1 2 3 4 0001 0001 0001 1111�

Íà ðèñ. 5.7 ïðèâåäåíà ñõåìà, ïîñòðîåííàÿ ïî èñõîäíîé ÒÈ. Â
ýòîé ñõåìå ýëåìåíò, èìåþùèé îäèíàêîâûå ïîìåòêè âõîäîâ, ìîæåò
áûòü èñêëþ÷åí (ðèñ. 5.8).

Ìîäèôèêàöèÿ êàíîíè÷åñêîãî ìåòîäà òàêæå ñòðîèò â äàííîì ñëó-
÷àå ñõåìó èç òðåõ ìóëüòèïëåêñîðîâ «2 â 1».
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5.1.3. Ìóëüòèïëåêñîðíûé ìåòîä ñ íàñòðàèâàåìûì
îáðàçîì äåêîìïîçèöèè

Ìåòîä ñîñòîèò â òîì, ÷òî íà i-ì øàãå ïîñòðîåíèÿ ñõåìû ïðè ìè-
íèìàëüíî âîçìîæíîì çíà÷åíèè n – k l 1 ïðîâîäèòñÿ ìóëüòèïëåê-
ñîðíîå ðàçëîæåíèå íà îñíîâå ñîñòàâëåíèÿ è ðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî
ôóíêöèè Ôi óðàâíåíèÿ âèäà

f g gi i i i� MX Ô( , ; ) ,0 1

ãäå f i — çàäàííàÿ ÁÔÓ èëè ëþáàÿ åå îñòàòî÷íàÿ, ñòîëáåö çíà÷åíèé
êîòîðîé ñîñòîèò òîëüêî èç äâóõ òèïîâ ôðàãìåíòîâ — g i0 è g i1 .

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïðèìåíåíèå ýòîãî ìåòîäà ê êëàññó ôóíê-
öèé n ïåðåìåííûõ, ó êîòîðûõ ñòîëáåö çíà÷åíèé ñîñòîèò òîëüêî
èç äâóõ òèïîâ ôðàãìåíòîâ êàæäîé èç ïåðå÷èñëåííûõ äëèí: j �
� �2 4 2 1, , ... , .n

Äëÿ ýòîãî êëàññà ôóíêöèé ðàññìàòðèâàåìûé ìåòîä ñòðîèò îäíî-
ðîäíûå êàñêàäíûå ñõåìû èç n – 1 ìóëüòèïëåêñîðîâ «2 â 1», êîòî-
ðûå áóäåì íàçûâàòü ê à ñ ê à ä à ì è ï å ð â î ã î ò è ï à, à óêàçàí-
íîå âûøå ñâîéñòâî ñòîëáöà çíà÷åíèé — ó ñ ë î â è å ì ê à ñ ê à ä -
í î c ò è [2]. Ýòè ñõåìû ÿâëÿþòñÿ òàêæå è áåñïîâòîðíûìè, òàê êàê â
íèõ îäíà è òà æå âõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ íå ïîäàåòñÿ íà âõîäû ðàçëè÷-
íûõ ýëåìåíòîâ, â òî âðåìÿ êàê íà âõîäû îäíîãî ýëåìåíòà îäíîâðå-
ìåííî ìîãóò áûòü ïîäàíû âõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ è åå èíâåðñèÿ. Â
ýòèõ ñõåìàõ âûõîä ïðåäûäóùåãî ýëåìåíòà ñîåäèíÿåòñÿ ñ 1-âõîäîì
ñëåäóþùåãî ýëåìåíòà.

Ïðèìåð 5.4. Ðåàëèçîâàòü ÁÔÓ

f x x x x
T

( , , , ) .1 2 3 4 0110 1001 1001 0110�

Òàê êàê â ýòîé ôóíêöèè g x01 4� , g x11 4�! , òî

f x x� MX Ô( ,! ; ) ;4 4 1

MX ( , ! , ! , , ! , , , ! ; , , )x x x x x x x x x x x4 4 4 4 4 4 4 4 1 2 3 �

� MX Ô( ,! ; ) ;x x4 4 1

Ô MX1 1 2 30 1 1 0 1 0 0 1� ( , , , , , , , ; , , ) .x x x

Òàê êàê â ýòîé ôóíêöèè g x02 3� , g x12 3�! , òî

Ô MX Ô1 3 3 2� ( , ! ; ) ;x x

MX ( ,! , ! , ; , )x x x x x x3 3 3 3 1 2 � MX Ô( ,! ; ) ;x x3 3 2

Ô MX2 1 20 1 1 0� ( , , , ; , ) .x x
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Òàê êàê â ýòîé ôóíêöèè g x03 2� , g x13 2�! , òî

Ô MX Ô2 2 2 3� ( , ! ; ) ;x x

MX MX Ô( ,! ; ) ( , ! ; ) ;x x x x x3 3 1 2 2 3�

Ô 3 1� x .

Èñïîëüçóÿ ïðàâóþ ÷àñòü êàæäîãî óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ íà-
ñòðîéêè êàæäîãî ìóëüòèïëåêñîðà «2 â 1», ïîñòðîèì êàñêàäíóþ ñõå-
ìó ïåðâîãî òèïà èç òðåõ òàêèõ ýëåìåíòîâ (ðèñ. 5.9).

Åñëè ñíÿòü îãðàíè÷åíèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî íà êàæäîì øàãå
ïîñòðîåíèÿ ñõåìû ìóëüòèïëåêñîðíîå ðàçëîæåíèå ïðîâîäèòñÿ ïðè
ìèíèìàëüíîì çíà÷åíèè n – k l 1, òî èçëîæåííûé ìåòîä ñòðîèò ñõå-
ìû, êîòîðûå îáëàäàþò äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà ÁÔÓ íåêàñêàä-
íîé ñòðóêòóðîé. Ïðè ýòîì

L n n( ) l �1.

Ïðèìåð 5.5. Ðåàëèçîâàòü ÁÔÓ, ðàññìîòðåííóþ â ïðåäûäóùåì
ïðèìåðå.

Íåñìîòðÿ íà òî ÷òî, êàê áûëî ïîêàçàíî â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå,
äëÿ ýòîé ÁÔÓ ìîæíî âûïîëíèòü ðàçëîæåíèå ïðè n – k = 1, âûïîë-
íèì åãî ïðè n – k = 2.

Ïðè ýòîì òàê êàê g x x01 3 4� � , g g11 01�! , òî

f g g� MX Ô( ,! ; ) ;01 01

MX MX Ô( ,! , ! , ; , ) ( , ! ; ) ;g g g g x x g g01 01 01 01 1 2 01 01�

Ô MX� ( , , , ; , ) .0 1 1 0 1 2x x

Ðåàëèçóÿ ôóíêöèè g 01 è Ô ïðè n – k = 1, ïîñòðîèì èñêîìóþ ñõå-
ìó èç ÷åòûðåõ ìóëüòèïëåêñîðîâ «2 â 1» (ðèñ. 5.10).

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ âîïðîñà î ðåàëèçàöèè ïðîèçâîëüíûõ
ÁÔÓ ñ ïîìîùüþ ðàññìàòðèâàåìîãî ìåòîäà.

Ïðèìåð 5.6. Ðåàëèçîâàòü ÁÔÓ

f x x x x
T

( , , , ) .1 2 3 4 0111 1101 0101 1111�

Ýòîò ñòîëáåö çíà÷åíèé ñîñòîèò èç äâóõ òèïîâ ôðàãìåíòîâ äëè-
íîé äâà, íî ÷åòûðåõ òèïîâ ôðàãìåíòîâ äëèíîé ÷åòûðå. Ïîýòîìó îí
íå ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí êàñêàäîì ïåðâîãî òèïà.
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Ñòîëáåö çíà÷åíèé ýòîé ÁÔÓ ñîäåðæèò äâà òèïà ôðàãìåíòîâ ïðè
n – k = 1: g x01 4� , g11 1� . Ïîýòîìó ñîñòàâèì è ðåøèì óðàâíåíèå:

f x� MX Ô( , ; ) ;4 11

MX MX Ô( , , , , , , , ; , , ) ( , ; ) ;x x x x x x x x4 4 4 4 1 2 3 4 11 1 1 1 1�

Ô MX1 1 2 30 1 1 0 0 0 1 1� ( , , , , , , , ; , , ) .x x x

Ñòîëáåö çíà÷åíèé ôóíêöèè Ô1 ñîäåðæèò äâà òèïà ôðàãìåíòîâ
ïðè n – k = 2: g x x02 2 3� � , g x12 2� . Ïîýòîìó çàïèøåì è ðåøèì
óðàâíåíèå:

Ô MX Ô1 02 2 2� ( , ; ) ;g x

MX MX Ô( , ; ) ( , ; ) ;g x x g x02 2 1 02 2 2�

Ô 2 1� x .

Ñòîëáåö çíà÷åíèé ôóíêöèè g 02 ñîäåðæèò äâà òèïà ôðàãìåíòîâ ïðè
n – k = 1: g x03 3� , g x13 3�! . Ïîýòîìó çàïèøåì è ðåøèì óðàâíåíèå:

g x x02 3 3 3� MX Ô( ,! ; ) ;

MX MX Ô( ,! ; ) ( , ! ; ) ;x x x x x3 3 2 3 3 3�

Ô 3 2� x .

Èñõîäÿ èç ïðèâåäåííûõ ñîîòíîøåíèé, ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà
ñõåìà èç òðåõ ìóëüòèïëåêñîðîâ «2 â 1» (ðèñ. 5.11).
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Ïðèìåð 5.7. Ðåàëèçîâàòü ÁÔÓ

f x x x x
T

( , , , ) .1 2 3 4 0001 0001 0001 1110�

Ñòîëáåö çíà÷åíèé ýòîé ôóíêöèè ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ òèïîâ ôðàã-
ìåíòîâ äëèíîé äâà, è ïîýòîìó îí íå ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí êàñêàä-
íîé ñõåìîé ïåðâîãî òèïà.

Ïåðâûé øàã äåêîìïîçèöèè ýòîé ôóíêöèè ìîæåò áûòü âûïîëíåí
òîëüêî ïðè n – k = 2: g x x01 3 4� , g x x11 3 4�! !] . Ñîñòàâèì è ðåøèì
óðàâíåíèå:

f g g� MX Ô( , ; ) ;01 11

MX MX Ô( , , , ; , ) ( , ; ) ;g g g g x x g g01 01 01 11 1 2 01 11�

Ô MX� ( , , , ; , ) .0 0 0 1 1 2x x

Îñòàòî÷íûå ôóíêöèè g 01 , g11 , Ô ñîäåðæàò ïî äâà òèïà ôðàãìåí-
òîâ ïðè n – k = 1: {0, x 4 }, {1, !x 4 }, {0, x 2 } ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèì
îáðàçîì, çàäàííàÿ ÁÔÓ ðåàëèçóåòñÿ ñõåìîé èç ÷åòûðåõ ìóëüòèïëåê-
ñîðîâ «2 â 1» (ðèñ. 5.12). Òàê êàê g g11 01�! , òî òàê æå ìîæåò áûòü
ïîñòðîåíà ñõåìà, ïðèâåäåííàÿ íà ðèñ. 5.13.
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Ïðèìåð 5.8. Ðåàëèçîâàòü ÁÔÓ

f x x x x( , , , )1 2 3 4 � 0111 0101 0000 0011
T

.

Ñòîëáåö çíà÷åíèé ýòîé ôóíêöèè ñîñòîèò èç òðåõ òèïîâ ôðàãìåí-
òîâ äëèíîé äâà, è ïîýòîìó îí íå ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí êàñêàäíîé
ñõåìîé ïåðâîãî òèïà.

Ïåðâûé øàã äåêîìïîçèöèè ýòîé ôóíêöèè ìîæåò áûòü âûïîëíåí
ïðè n – k = 3: g x x x01 2 3 4�! ] , g x x11 2 3� . Ñîñòàâèì è ðåøèì óðàâ-
íåíèå:

f g g� MX Ô( , ; ) ;01 11 1

MX ( , ; )g g x01 11 1 � MX Ô( , ; ) ;g g01 11 1

Ô1 1� x .

Ôóíêöèÿ g 01 ìîæåò áûòü äåêîìïîçèðîâàíà ïðè n – k = 1 (g x02 4� ,
g12 1� ) :

g x01 4 21� MX Ô( , ; ) ;

MX MX Ô 2( , , , ; , ) ( , ; ) ;x x x x x x4 4 4 2 3 41 1�

Ô MX2 � ( , , , ; , ) .0 1 0 0 2 3x x

Ôóíêöèÿ Ô2 ìîæåò áûòü äåêîìïîçèðîâàíà ïðè n – k = 1 (g x03 3� ,
g13 0� ) :

Ô MX Ô2 3 31� ( , ; ) ;x

MX MX Ô 3( , ; ) ( , ; ) ;x x x3 2 30 1�

Ô 3 � x 2 .

Ôóíêöèÿ g11 ìîæåò áûòü äåêîìïîçèðîâàíà ïðè n – k = 1 (g 04 0� ,
g14 1� ) :

g11 40 1� MX Ô( , ; ) ;

MX MX Ô 4( , , , ; , ) ( , ; ) ;0 0 0 1 0 12 3x x �

Ô MX4 � ( , , , ; , ) .0 0 0 1 2 3x x

Ôóíêöèÿ Ô4 ìîæåò áûòü äåêîìïîçèðîâàíà ïðè n – k = 1 (g 05 0� ,
g x15 3� ) :

Ô MX Ô4 3 50� ( , ; ) ;x

MX MX Ô 5( , ; ) ( , ; ) ;0 03 2 3x x x�

Ô 5 � x 2 .
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Èñõîäÿ èç ïðèâåäåííûõ ñîîòíîøåíèé, ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà
ñõåìà èç ÷åòûðåõ ìóëüòèïëåêñîðîâ «2 â 1» (ðèñ. 5.14).

Ðàññìîòðåííûé ìåòîä îáëàäàåò ñâîéñòâîì, êîòîðûì íå îáëàäàëè
äâà ïðåäûäóùèõ ìåòîäà: îí ïîçâîëÿåò äëÿ çàäàííîé ÒÈ ïðîâîäèòü
ðàçëîæåíèå íå ïðè ôèêñèðîâàííîì ïîðÿäêå âõîäíûõ ïåðåìåííûõ, à
ïî ëþáûì êðàéíèì ïðàâûì èç ýòèõ ïåðåìåííûõ. Òàê, â ïîñëåäíåì
ïðèìåðå â ïåðâîì ÿðóñå èñïîëüçóþòñÿ ïåðåìåííûå x 2 , x 3 , âî âòî-
ðîì — ïåðåìåííàÿ x 4 , à â òðåòüåì — x1 , â òî âðåìÿ êàê ïðè ïðèìå-
íåíèè ìîäèôèêàöèè êàíîíè÷åñêîãî ìåòîäà â ïåðâîì ÿðóñå îáÿçà-
òåëüíûìè ÿâëÿþòñÿ ïåðåìåííûå x 4 , x 3 , âî âòîðîì — ïåðåìåííàÿ
x 2 , à â òðåòüåì — x1 .

Ìåòîä íå ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü ðàçëîæåíèå ïðè ëþáîì ïîðÿäêå
ïåðåìåííûõ, íî îòêàç îò ôèêñèðîâàííîãî èõ ïîðÿäêà ðàñøèðÿåò åãî
îïòèìèçàöèîííûå âîçìîæíîñòè.

5.1.4. Ñìåøàííûé ìåòîä

Ýòîò ìåòîä îñíîâàí íà ïðèìåíåíèè íà êàæäîì øàãå äåêîìïîçè-
öèè îäíîãî èç äâóõ ìåòîäîâ: åñëè äëÿ ñòîëáöà çíà÷åíèé ôóíêöèè
èëè ïîäôóíêöèè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå êàñêàäíîñòè, òî èñïîëüçóåò-
ñÿ ìóëüòèïëåêñîðíûé ìåòîä, â ïðîòèâíîì æå ñëó÷àå — ðàñïðåäåëè-
òåëüíûé ìåòîä.

Ïðèìåð 5.9. Ðåàëèçîâàòü ÁÔÓ

f x x x x
T

( , , , ) .1 2 3 4 0100 0100 1110 1011�

Òàê êàê ñòîëáåö çíà÷åíèé ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ òèïîâ ôðàãìåí-
òîâ äëèíîé äâà, ïðèìåíèì ðàñïðåäåëèòåëüíûé ìåòîä ïî ïåðåìåí-
íîé x 4 :

g x x x x

g

1 1 2 3 1

2

0 0 0 0 1 1 1 1

1 0 1 0 1

� �

�

MX

MX

( , , , , , , , ; , , ) ;

( , , , , , , , ; , , ) .0 0 1 1 2 3x x x
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Òàê êàê ñòîëáåö çíà÷åíèé ôóíêöèè g 2 ñîñòîèò èç äâóõ òèïîâ
ôðàãìåíòîâ — äëèíîé äâà è ÷åòûðå, òî èñïîëüçóåì ìóëüòèïëåê-
cîðíûé ìåòîä ñ íàñòðàèâàåìûì îáðàçîì äåêîìïîçèöèè ïî ïåðåìåí-
íîé x 3 :

g x x g2 3 3 3� MX (! , ; ) ;

MX MX(! , ! , ! , ; , ) (! , ; ) ;x x x x x x x x g3 3 3 3 1 2 3 3 3�

g x x3 1 20 0 0 1� MX ( , , , ; , ) .

Òàê êàê ñòîëáåö çíà÷åíèé ôóíêöèè g 2 òàêæå ñîñòîèò èç äâóõ òè-
ïîâ ôðàãìåíòîâ, òî ïðèìåíèì ìóëüòèïëåêñîðíûé ìåòîä ñ íàñòðàè-
âàåìûì îáðàçîì äåêîìïîçèöèè ïî ïåðåìåííîé x 2 :

g x g3 2 40� MX ( , ; ) ;

MX MX( , ; ) ( , ; ) ;0 02 1 2 4x x x g�

g x4 1� .

Èñêîìàÿ ñõåìà ïðèâåäåíà íà ðèñ. 5.15.

5.1.5. Ãðàôîâûé ìåòîä

Ýòîò ìåòîä èìååò äâå ðàçíîâèäíîñòè, ïåðâàÿ èç êîòîðûõ ñîñòîèò
èç ýòàïîâ 1—5, à âòîðàÿ — íå ñîäåðæèò ýòàïà 2.

1. Ïî çàäàííîé ÁÔ â áàçèñå {&, ], !} íà îñíîâå ãë. 15 è [3]
ñòðîèòñÿ ëèíåéíûé áèíàðíûé ãðàô (ËÁÃ), ñîñòîÿùèé èç h óñëîâíûõ
(ÓÂ) è äâóõ îïåðàòîðíûõ âåðøèí (ÎÂ). Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî ïðÿìûå è èíâåðñíûå ïåðåìåííûå ðàâíîäîñòóïíû.

2. Åñëè â îñòîâå ËÁÃ èìåþòñÿ äóãè, ïîìå÷åííûå ñèìâîëîì «0»,
òî ïîìåòêè ñîîòâåòñòâóþùèõ óñëîâíûõ âåðøèí è èñõîäÿùèõ èç íèõ
äóã èçìåíÿþòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûå. Ïðè ýòîì ñòðîèòñÿ ËÁÃ, êî-
òîðûé ìîæåò áûòü íàçâàí í î ð ì è ð î â à í í û ì.

3. Â ËÁÃ, ðàññìàòðèâàÿ åãî ñïðàâà íàëåâî, êàæäàÿ óñëîâíàÿ âåð-
øèíà çàìåíÿåòñÿ íà ìóëüòèïëåêñîð «2 â 1», ÷òî îáåñïå÷èâàåò ïî-
ñòðîåíèå ñõåìû èç h ìóëüòèïëåêñîðîâ.

4. Ïîñëåäíèé ýëåìåíò â ñõåìå ìîæåò áûòü çàìåíåí ïîñëåäíèì
ñèìâîëîì â ðåàëèçóåìîé ÁÔ, ÷òî îáåñïå÷èâàåò ïîñòðîåíèå ñõåìû
èç h – 1 ìóëüòèïëåêñîðîâ «2 â 1». Íà ýòîì ýòàïå äëèííûå ñâÿçè â
ñõåìå ìîãóò áûòü óêîðî÷åíû.
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5. Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ áåç îêîí÷àòåëüíîé ìèíèìèçàöèè áóëåâîé
ôîðìóëû ïî ïîñòðîåííîé ñõåìå, èñïîëüçóÿ äëÿ ýòîãî ñîîòíîøåíèå,
îïèñûâàþùåå ôóíêöèîíèðîâàíèå ìóëüòèïëåêñîðîâ «2 â 1», âûïîë-
íÿåòñÿ âåðèôèêàöèÿ ñõåìû.

Ïðè ýòîì îòìåòèì, ÷òî â ïîñòðîåííîé ñõåìå íà âûõîäå êàæäîãî
ìóëüòèïëåêñîðà, íåñìîòðÿ íà íàëè÷èå â îáùåì ñëó÷àå â ÁÔ ñêîáîê
ïðîèçâîëüíîé ãëóáèíû, ð å à ë è ç ó å ò ñ ÿ ô ð à ã ì å í ò ô î ð -
ì ó ë û [4], à í å ï î ä ô î ð ì ó ë à, êàê ýòî èìååò ìåñòî, íàïðè-
ìåð, ïðè ïðèìåíåíèè îáðàòíîé ïîëüñêîé çàïèñè.

Ïåðâàÿ ðàçíîâèäíîñòü ìåòîäà ñòðîèò êàñêàäíóþ ñõåìó âòîðîãî
òèïà, à âòîðàÿ — êàñêàäíóþ ñõåìó òðåòüåãî òèïà. Ýòè ñõåìû â îòëè-
÷èå îò êàñêàäíûõ ñõåì ïåðâîãî òèïà ìîãóò ñîäåðæàòü ðàçâåòâëå-
íèÿ [3].

Ïðèìåð 5.10. Ðåàëèçîâàòü ÁÔ

f x x x x x x�! ! ! .1 3 1 2 2 3] ]

1. Íà ðèñ. 5.16 ïðèâåäåí ËÁÃ ñ øåñòüþ óñëîâíûìè âåðøèíàìè,
ïîñòðîåííûé ïî ýòîé ôîðìóëå.

2. Íà ðèñ. 5.17 ïðèâåäåí íîðìèðîâàííûé ËÁÃ, ïîñòðîåííûé ïî
èñõîäíîìó ãðàôó.

3. Íà ðèñ. 5.18 ïðèâåäåíà êàñêàäíàÿ ñõåìà âòîðîãî òèïà ñ äëèí-
íûìè ñâÿçÿìè èç øåñòè ìóëüòèïëåêñîðîâ «2 â 1».

4. Íà ðèñ. 5.19 ïðèâåäåíà êàñêàäíàÿ ñõåìà âòîðîãî òèïà ñ êîðîò-
êèìè ñâÿçÿìè èç ïÿòè ìóëüòèïëåêñîðîâ «2 â 1».
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5. Âåðèôèêàöèÿ ïîñòðîåííîé ñõåìû âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

g x x x x x

g x g x x x x

g g

4 2 3 2 2 3

3 2 4 2 2 2 3

2 4

0

1

� �

� �

�

& ! ! ! ;

& ! ! ! ;

]

] ]

! ! ! ;

& ! (! ) ! !

x g x x x x x

g x g x x x x x

1 3 1 1 2 2 3

1 3 2 3 3 1 2 21

] ]

] ] ]

�

� � ! ;

! (! ) ! ! ! ! .

x

f g x g x x x x x x x

3

2 1 1 1 1 3 1 2 2 3� �] ] ]

Ñîêðàùåíèå ÷èñëà ðàçâåòâëåíèé â êàñêàäíîé ñõåìå â îáùåì ñëó-
÷àå ìîæåò áûòü îáåñïå÷åíî çà ñ÷åò ïîñòðîåíèÿ ËÁÃ ñ ìèíèìàëüíûì
÷èñëîì ïóòåé, ÷òî äîñòèãàåòñÿ èçìåíåíèåì ïîðÿäêà çàïèñè ôîðìó-
ëû [3].

Ðàññìîòðåííàÿ â ïðèìåðå ôîðìóëà èíâàðèàíòíà ê èçìåíåíèþ
ïîðÿäêà åå çàïèñè, è ïîýòîìó â äàííîì ñëó÷àå ÷èñëî ðàçâåòâëåíèé
íå óìåíüøàåòñÿ.

Íà ðèñ. 5.20 ïðèâåäåíà ïîâòîðíàÿ êàñêàäíàÿ ñõåìà âòîðîãî òèïà,
ïîñòðîåííàÿ ïî ÁÔ f x x x x� ( )1 2 3 4] ] , à íà ðèñ. 5.21 — áåñïî-
âòîðíàÿ êàñêàäíàÿ ñõåìà âòîðîãî òèïà, ïîñòðîåííàÿ ïî ÁÔ f x� 4 ]

] ]x x x3 2 1( ) .
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Èç èçëîæåííîãî â íàñòîÿùåì ðàçäåëå è ðàçä. 5.1.1 ñëåäóåò, ÷òî

L h n h n( , ) min ( , ) .m � ��1 2 11

.
Ðàññìîòðåííûé ìåòîä, â ÷àñòíîñòè äëÿ áåñïîâòîðíîé ÁÔ â áàçè-

ñå {&, ], !}, çàâèñÿùåé îò n ïåðåìåííûõ, ñòðîèò â îáùåì ñëó÷àå êà-
ñêàäíûå ñõåìû âòîðîãî è òðåòüåãî òèïîâ èç n – 1 ìóëüòèïëåêñîðîâ
«2 â 1». Îäíàêî ñóùåñòâóþò ïîâòîðíûå ôîðìóëû â ýòîì áàçèñå èç h
áóêâ, çàâèñÿùèå îò n ïåðåìåííûõ (h > n), êîòîðûå ìîãóò áûòü ðåà-
ëèçîâàíû, íàïðèìåð ñ ïîìîùüþ ìîäèôèêàöèè êàíîíè÷åñêîãî ìåòî-
äà, êàñêàäíûìè ñõåìàìè âòîðîãî è òðåòüåãî òèïîâ áåç ðàçâåòâëåíèé
èç n – 1 ìóëüòèïëåêñîðîâ «2 â 1».

Íà ðèñ. 5.22 ïðèâåäåíà ïîñòðîåííàÿ ñ ïîìîùüþ ìîäèôèêàöèè
êàíîíè÷åñêîãî ìåòîäà êàñêàäíàÿ ñõåìà òðåòüåãî òèïà èç òðåõ ÌÕ,
ðåàëèçóþùàÿ ÁÔ f x x x x x�! ( )1 2 1 3 4] ] . Íà ðèñ. 5.23 ïðèâåäåíà êà-
ñêàäíàÿ ñõåìà âòîðîãî òèïà, ïîñòðîåííàÿ â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâà-
íèÿ ïðåäûäóùåé ñõåìû.

Â çàêëþ÷åíèå ðàçäåëà îòìåòèì, ÷òî ñõåìà èç ìóëüòèïëåêñî-
ðîâ «2 â 1», åñòåñòâåííî, ìîæåò ñòðîèòüñÿ íå òîëüêî ïî ËÁÃ, íî
è ïî áèíàðíîìó ãðàôó, ïîñòðîåííîìó ïî ÒÈ çàäàííîé ôóíêöèè
(ðàçä. 16.4.1, 16.4.2) çà ñ÷åò çàìåíû â íåì êàæäîé óñëîâíîé âåðøèíû
ìóëüòèïëåêñîðîì, à îïåðàòîðíîé âåðøèíû f = 0 ( f = 1) — êîíñòàí-
òîé 0 (1). Ýòà ñõåìà â äàëüíåéøåì ìîæåò áûòü óïðîùåíà çà ñ÷åò çà-
ìåíû ïåðåìåííîé èëè åå èíâåðñèåé êàæäîãî ìóëüòèïëåêñîðà, íà
2-âõîäû êîòîðîãî ïîäàþòñÿ óêàçàííûå âûøå êîíñòàíòû.
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5.1.6. Ôîðìóëüíûé ìåòîä

Åñëè ïîñòðîåíà ôîðìóëà â áàçèñå {&, ], �, !} èç h1 áóêâ, òî ïî
íåé ôîðìóëüíûì ìåòîäîì ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà ñõåìà ìàêñèìàëü-
íîé ãëóáèíû èç h – 1 äâóõâõîäîâûõ ýëåìåíòîâ {&, ], �}. Åñëè â
ýòîé ñõåìå êàæäûé ýëåìåíò çàìåíèòü íà ìóëüòèïëåêñîð «2 â 1», òî
ïîëó÷èì èñêîìóþ ñõåìó. Ïðè ýòîì

L h h Â( ) ,1 1 1� � �

ãäå Â — ÷èñëî äâóõâõîäîâûõ ýëåìåíòîâ «íåðàâíîçíà÷íîñòü» â èñ-
õîäíîé ñõåìå, íå ñâÿçàííûõ ñ åå âõîäàìè.

Ïðèìåð 5.11. Ðåàëèçîâàòü ÁÔ

f x x x x� �(! ) .1 3 2 4]

Ñõåìà ìàêñèìàëüíîé ãëóáèíû, ðåàëèçóþùàÿ ýòó ôîðìóëó, ÿâëÿ-
åòñÿ êàñêàäíîé (ðèñ. 5.24). Ýòà ñõåìà ïðåîáðàçóåòñÿ â áåñïîâòîð-
íóþ îäíîðîäíóþ êàñêàäíóþ ñõåìó ïåðâîãî òèïà èç ìóëüòèïëåê-
ñîðîâ «2 â 1» (ðèñ. 5.25).

Ïîñòðîåíèå êàñêàäíîé ñõåìû ïî ôîðìóëå ïðîùå, ÷åì ïî òàáëèöå
èñòèííîñòè, òàê êàê äëÿ ïîñëåäíåé îïðåäåëåíèå âûïîëíåíèÿ óñëî-
âèÿ êàñêàäíîñòè ñâÿçàíî ñ ïåðåáîðîì ïî ïîðÿäêó ðàñïîëîæåíèÿ
âõîäíûõ ïåðåìåííûõ â íåé. Â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå îíî âûïîë-
íÿåòñÿ ïðè x1 , x 3 , x 2 , x 4 è íå âûïîëíÿåòñÿ ïðè x1 , x 2 , x 3 , x 4 .

Ïðèìåð 5.12. Ðåàëèçîâàòü ÁÔÓ

f x x x
T

( , , ) .1 2 3 0001 0110�

Äëÿ ýòîé ôóíêöèè óñëîâèå êàñêàäíîñòè íå âûïîëíÿåòñÿ íè ïðè
îäíîì ïîðÿäêå ïåðåìåííûõ. Íî òàê êàê ýòà ÁÔÓ ñ ïîìîùüþ ïðåîá-
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ðàçîâàíèÿ Àðòþõîâà—Øàëûòî (ðàçä. 1.7 è [2]) ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíà ïîâòîðíîé ôîðìóëîé

f x x x x x� � �( )! ,1 2 3 1 2]

òî îíà ðåàëèçóåòñÿ ïîâòîðíîé îäíîðîäíîé êàñêàäíîé ñõåìîé ïåðâî-
ãî òèïà, ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñ. 5.26.

Ïðèìåð 5.13. Ðåàëèçîâàòü ÁÔÓ

f x x x
T

( , , ) .1 2 3 0111 1110�

Äëÿ ýòîé ôóíêöèè óñëîâèå êàñêàäíîñòè íå âûïîëíÿåòñÿ íè ïðè îä-
íîì ïîðÿäêå ïåðåìåííûõ. Ïî êàðòå Êàðíî ñòðîèòñÿ áóëåâà ôîðìóëà

f x x x x x x�! ! ! ,1 3 1 2 2 3] ]

êîòîðàÿ ðåàëèçóåòñÿ äðåâîâèäíîé ñõåìîé èç ïÿòè ìóëüòèïëåêñîðîâ
«2 â 1».

Ðàçëîæåíèå Ðèäà ýòîé ôóíêöèè ïî ïåðåìåííîé x1 ñòðîèò ÁÔ

f x x x x x� � �1 2 3 2 3(! ) ( ) ,]

êîòîðàÿ ðåàëèçóåòñÿ íåäðåâîâèäíîé ñõåìîé èç ïÿòè ìóëüòèïëåêñî-
ðîâ «2 â 1».

Ïðåîáðàçîâàíèå Àðòþõîâà—Øàëûòî ïî ïåðåìåííîé x1 ñòðîèò
áóëåâó ôîðìóëó

� �f x x x x x x� �(! ) ! ,1 2 3 1 2 1] ]

êîòîðàÿ ðåàëèçóåòñÿ äðåâîâèäíîé ñõåìîé èç ïÿòè ìóëüòèïëåêñîðîâ
«2 â 1».

Ó÷åò òîãî ôàêòà, ÷òî çàäàííàÿ ÁÔÓ ÿâëÿåòñÿ «çåðêàëüíîé»
(ðàçä. 10.7), ïðèâîäèò ê ïîñòðîåíèþ ôîðìóëû f x x� �( )1 2 ]

] ( )x x1 3� , êîòîðàÿ ðåàëèçóåòñÿ äðåâîâèäíîé ñõåìîé èç òðåõ ýëå-
ìåíòîâ (ðèñ. 5.27).

Â çàêëþ÷åíèå ðàçäåëà îòìåòèì, ÷òî íåäðåâîâèäíûìè ñõåìàìè ìî-
ãóò áûòü ðåàëèçîâàíû áåñïîâòîðíûå ôîðìóëû â ðàññìàòðèâàåìîì áà-
çèñå. Íàïðèìåð, áóëåâà ôîðìóëà f x x x x� �1 2 3 4 ðåàëèçóåòñÿ òàêîé
ñõåìîé, ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñ. 5.13.
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5.1.7. Ôîðìóëüíûé ìåòîä â ìóëüòèïëåêñîðíîé ôîðìå

Ðàññìîòðåííûé â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ôîðìóëüíûé ìåòîä îðè-
åíòèðîâàí íà ïîñòðîåíèå ïðîñòåéøåé ïî ââåäåííîìó êðèòåðèþ ÁÔ.
Îäíàêî åñëè äëÿ ïðèìåíÿåìûõ ýëåìåíòîâ «ðîäíûì» áàçèñîì ÿâëÿ-
åòñÿ îïåðàöèÿ ìóëüòèïëåêñèðîâàíèÿ «2 â 1», òî ïðè óäà÷íîì âûáî-
ðå ïîðÿäêà ïåðåìåííûõ, ïî êàæäîé èç êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ðàçëî-
æåíèå Øåííîíà, ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà áóëåâà ôîðìóëà, èñïîëüçó-
þùàÿ ýòó îïåðàöèþ è ðåàëèçóåìàÿ ôîðìóëüíûì ìåòîäîì ïðîùå,
÷åì áóëåâà ôîðìóëà, çàïèñàííàÿ â áàçèñå {&, ], �, !}.

Ïðèìåð 5.14. Ðåàëèçîâàòü ÁÔÓ, ñîîòâåòñòâóþùóþ ôîðìóëå

f x x x x x x x x�! ! ! .1 2 3 1 2 3 3 4] ]

Â áàçèñå {&, ], !} ïðîñòåéøàÿ ôîðìóëà èìååò âèä:

f x x x x x x x� (! ! ) ! ,1 2 1 2 3 3 4] ]

è ðåàëèçóåòñÿ ôîðìóëüíûì ìåòîäîì, äðåâîâèäíîé ñõåìîé èç øåñòè
ìóëüòèïëåêñîðîâ «2 â 1».

Â áàçèñå {&, ], �, !} ïðîñòåéøàÿ ôîðìóëà èìååò âèä:

f x x x x x� �( ! ) ! ,1 2 3 3 4]

è ðåàëèçóåòñÿ ôîðìóëüíûì ìåòîäîì, äðåâîâèäíîé ñõåìîé èç ÷åòû-
ðåõ ìóëüòèïëåêñîðîâ «2 â 1».

Ïðè ïðèìåíåíèè îïåðàöèè ìóëüòèïëåêñèðîâàíèÿ ôîðìóëà ñòðî-
èòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f x x x x x� � �4 3 1 2 3! ( ! )]

� �� � �MX MX MX( , ! ; ) , (! , ; ) ;x x x x x x x x x4 1 2 3 4 2 2 1 3 .

Ýòîé ôîðìóëå ñîîòâåòñòâóåò äðåâîâèäíàÿ ñõåìà èç äâóõ ìóëüòè-
ïëåêñîðîâ «2 â 1» (ðèñ. 5.28).
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Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî â ýòîé ñõåìå ÷èñëî ýëåìåíòîâ
ìåíüøå ÷åì n – 1.

5.1.8. Ïðèìåðû ñðàâíèòåëüíîãî èñïîëüçîâàíèÿ
ïðåäëîæåííûõ ìåòîäîâ

Ïðèìåð 5.15. Ðåàëèçîâàòü ÁÔÓ

f x x x x
T

( , , , ) .1 2 3 4 0110 1001 1001 0110�

1. Òàê êàê â äàííîì ñëó÷àå ÁÔ â áàçèñå {&, ], !} ñîñòîèò èç 22
áóêâ, òî ãðàôîâûé ìåòîä ñòðîèò êàñêàäíûå ñõåìû âòîðîãî è òðåòüå-
ãî òèïîâ èç 21 ìóëüòèïëåêñîðà «2 â 1».

2. Ìîäèôèêàöèÿ êàíîíè÷åñêîãî ìåòîäà ñòðîèò ïî ÒÈ íåäðåâî-
âèäíóþ ñõåìó èç ïÿòè ìóëüòèïëåêñîðîâ «2 â 1».

3. Ðàñïðåäåëèòåëüíûé ìåòîä òàêæå ñòðîèò íåäðåâîâèäíóþ ñõåìó
èç ïÿòè ìóëüòèïëåêñîðîâ «2 â 1».

4. Ìóëüòèïëåêñîðíûé ìåòîä ïî òàáëèöå èñòèííîñòè è ôîðìóëü-
íûé ìåòîä ïî ÁÔ

f x x x x� � � �1 2 3 4

ñòðîÿò êàñêàäíóþ ñõåìó ïåðâîãî òèïà èç òðåõ ìóëüòèïëåêñîðîâ
«2 â 1».

Ïðèìåð 5.16. Ðåàëèçîâàòü ÁÔÓ

f x x x x
T

( , , , ) .1 2 3 4 1011 1110 1110 1011�

1. Òàê êàê â äàííîì ñëó÷àå ÁÔ â áàçèñå {&, ], !} ñîñòîèò èç 11
áóêâ, òî ãðàôîâûé ìåòîä ñòðîèò êàñêàäíûå ñõåìû âòîðîãî è òðåòüå-
ãî òèïîâ èç 10 ìóëüòèïëåêñîðîâ «2 â 1».

2. Ìîäèôèêàöèÿ êàíîíè÷åñêîãî ìåòîäà ñòðîèò ïî ÒÈ íåäðåâî-
âèäíóþ ñõåìó èç ïÿòè ìóëüòèïëåêñîðîâ «2 â 1».

3. Ðàñïðåäåëèòåëüíûé ìåòîä ñòðîèò äðåâîâèäíóþ ñõåìó èç ÷å-
òûðåõ ìóëüòèïëåêñîðîâ «2 â 1».

4. Ìóëüòèïëåêñîðíûé ìåòîä ïî òàáëèöå èñòèííîñòè è ôîðìóëü-
íûé ìåòîä ïî ÁÔ

f x x x x� � �( ) !1 2 3 4]
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ñòðîÿò êàñêàäíóþ ñõåìó ïåðâîãî òèïà èç òðåõ ìóëüòèïëåêñîðîâ
«2 â 1».

Ïðèìåð 5.17. Ðåàëèçîâàòü ÁÔÓ

f x x x x
T

( , , , )1 2 3 4 0101 0111 0111 0111� �

� ( ) .x x x x1 2 3 4] ]

1. Ìîäèôèêàöèÿ êàíîíè÷åñêîãî ìåòîäà ñòðîèò ïî ÒÈ íåäðåâî-
âèäíóþ ñõåìó èç òðåõ ìóëüòèïëåêñîðîâ «2 â 1» (ðèñ. 5.29), èçîìîð-
ôíóþ êàñêàäíîé ñõåìå òðåòüåãî òèïà ñ ðàçâåòâëåíèÿìè, êîòîðàÿ
ñòðîèòñÿ ãðàôîâûì ìåòîäîì ïî çàäàííîé ôîðìóëå (ðèñ. 5.30).

2. Ðàñïðåäåëèòåëüíûé ìåòîä ñòðîèò äðåâîâèäíóþ ñõåìó (ðèñ. 5.31)
èç òðåõ ìóëüòèïëåêñîðîâ «2 â 1», èçîìîðôíóþ êàñêàäíîé ñõåìå òðå-
òüåãî òèïà áåç ðàçâåòâëåíèé (ðèñ. 5.32), êîòîðàÿ ñòðîèòñÿ ãðàôîâûì
ìåòîäîì ïî ÁÔ

f x x x x� 4 3 2 1] ]( ) .
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3. Ìóëüòèïëåêñîðíûé ìåòîä è ôîðìóëüíûé ìåòîä ñòðîÿò êàñ-
êàäíóþ ñõåìó ïåðâîãî òèïà èç òðåõ ìóëüòèïëåêñîðîâ «2 â 1»
(ðèñ. 5.33).

Îáðàòèì âíèìàíèå íà ó ä è â è ò å ë ü í û é ôàêò, ñîñòîÿùèé â
òîì, ÷òî äëÿ äàííîé ÁÔ â êàñêàäíûõ ñõåìàõ ïåðâîãî è òðåòüåãî òè-
ïîâ, ïîñòðîåííûõ ïî ôîðìóëàì f x x x x� ( )1 2 3 4] ] è f x� 4 ]

] ]x x x3 2 1( ) ñîîòâåòñòâåííî, ïîäôîðìóëû g i ñîâïàäàþò. Ýòèì
ñâîéñòâîì îáëàäàþò áóëåâû ôîðìóëû, áåñïîâòîðíûå â ðàññìàòðè-
âàåìîì áàçèñå, ñî ñòðóêòóðîé, ñîîòâåòñòâóþùåé ñõåìå Ãîðíåðà.
Ïðè n = 4 êðîìå ðàññìîòðåííîé ÁÔ ñóùåñòâóåò åùå îäèí òèï ôîð-
ìóë, îáëàäàþùèé óêàçàííûì ñâîéñòâîì. Ïðåäñòàâèòåëåì ýòîãî òè-
ïà ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëà f x x x x� ( )1 2 3 4] .

4. Ìóëüòèïëåêñîðíûé ìåòîä (ïðè n – k = 2 íà ïåðâîì øàãå äå-
êîìïîçèöèè) ñòðîèò ñõåìó èç òðåõ ìóëüòèïëåêñîðîâ «2 â 1»
(ðèñ. 5.34). Â ýòîé ñõåìå g x x� 3 4] , Ô � x x1 2] .

Ïðèìåð 5.18. Ðåàëèçîâàòü ÁÔÓ

f x x x x
T

( , , , ) .1 2 3 4 0111 0100 0100 0111�
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1. Ãðàôîâûé ìåòîä ñòðîèò ïî ÁÔ f x x x x x x x� (! ! ) !1 2 1 2 3 3 4] ]

êàñêàäíûå ñõåìû âòîðîãî è òðåòüåãî òèïîâ èç øåñòè ìóëüòèïëåêñî-
ðîâ «2 â 1».

2. Ìîäèôèêàöèÿ êàíîíè÷åñêîãî ìåòîäà ñòðîèò ïî ÒÈ íåäðåâî-
âèäíóþ ñõåìó èç ïÿòè ìóëüòèïëåêñîðîâ «2 â 1» (ðèñ. 5.35).

3. Ðàñïðåäåëèòåëüíûé ìåòîä ñòðîèò ïî ÒÈ íåäðåâîâèäíóþ ñõå-
ìó èç ÷åòûðåõ ìóëüòèïëåêñîðîâ «2 â 1» (ðèñ. 5.36).

4. Ìóëüòèïëåêñîðíûé ìåòîä ñòðîèò äðåâîâèäíóþ ñõåìó èç ÷åòû-
ðåõ ìóëüòèïëåêñîðîâ «2 â 1» (ðèñ. 5.37).
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5. Ñìåøàííûé ìåòîä ñòðîèò ñõåìó èç ÷åòûðåõ ìóëüòèïëåêñîðîâ
«2 â 1» (ðèñ. 5.38).

6. Ôîðìóëüíûé ìåòîä ñòðîèò ïî ôîðìóëå f x x x x x� �(! ) !1 2 3 3 4]

ñõåìó èç ÷åòûðåõ ìóëüòèïëåêñîðîâ «2 â 1» (ðèñ. 5.39).

7. Ôîðìóëüíûé ìåòîä â ìóëüòèïëåêñîðíîé ôîðìå ñòðîèò ñõåìó
èç äâóõ ìóëüòèïëåêñîðîâ «2 â 1» (ðèñ. 5.28).

5.2. Ìåòîäû ðåàëèçàöèè áóëåâûõ ôóíêöèé ñõåìàìè
èç ìóëüòèïëåêñîðîâ «2

k
â 1»

Ðàññìîòðèì äâà òàêèõ ìåòîäà, ïåðâûé èç êîòîðûõ îñíîâàí íà
ðàçëîæåíèè Øåííîíà çàäàííîé ÁÔÓ ïî k êðàéíèì ëåâûì âõîäíûì
ïåðåìåííûì â ÒÈ, à âòîðîé — ïî k êðàéíèì ïðàâûì âõîäíûì ïåðå-
ìåííûì â íåé.

Ïåðâûé ìåòîä èçâåñòåí èç ëèòåðàòóðû [5], à âòîðîé ÿâëÿåòñÿ ðàç-
âèòèåì ðàñïðåäåëèòåëüíîãî ìåòîäà, ðàññìîòðåííîãî â ðàçä. 5.1.2, è
ñîñòîèò â «ðàñïðåäåëåíèè» çíà÷åíèé ôóíêöèè èëè ëþáîé ïîäôóíê-
öèè ïî 2 k íàïðàâëåíèÿì.
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Ïðèìåð 5.19. Ðåàëèçîâàòü íà ìóëüòèïëåêñîðàõ «4 â 1» ôóíêöèþ

f x x x x
T

( , , , ) .1 2 3 4 0110 1111 0111 1101�

Ïðè èñïîëüçîâàíèè èçâåñòíîãî ìåòîäà ñòðîèòñÿ ñõåìà èç ÷åòû-
ðåõ òàêèõ ìóëüòèïëåêñîðîâ, êîòîðàÿ êîìïàêòíî èçîáðàæåíà íà
ðèñ. 5.40.

Ïðè ïðèìåíåíèè ðàñïðåäåëèòåëüíîãî ìåòîäà ñòðîèòñÿ ñõåìà
èç òðåõ ìóëüòèïëåêñîðîâ «4 â 1», êîòîðàÿ êîìïàêòíî èçîáðàæåíà íà
ðèñ. 5.41.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ çàäàííîé ÒÈ áåç èçìåíåíèÿ ïîðÿäêà ðàñïî-
ëîæåíèÿ ñòîëáöîâ çíà÷åíèé âõîäíûõ ïåðåìåííûõ èìååòñÿ âîçìîæ-
íîñòü ïîñòðîåíèÿ äâóõ ñõåì è âûáîðà ïðîñòåéøåé èç íèõ.

Âûâîäû

1. Ïðåäëîæåíà ìîäèôèêàöèÿ êàíîíè÷åñêîãî ìåòîäà Áëîõà, ïðåä-
íàçíà÷åííàÿ äëÿ ðåàëèçàöèè ÁÔÓ ñõåìàìè èç ìóëüòèïëåêñîðîâ
«2 â 1».

2. Ïðåäëîæåí ðàñïðåäåëèòåëüíûé ìåòîä, ïðåäíàçíà÷åííûé äëÿ
ðåàëèçàöèè ÁÔÓ ñõåìàìè èç ìóëüòèïëåêñîðîâ.

3. Èñïîëüçîâàíèå ìîäèôèêàöèè êàíîíè÷åñêîãî ìåòîäà è ðàñïðå-
äåëèòåëüíîãî ìåòîäà ïîçâîëÿåò ïî îäíîé òàáëèöå èñòèííîñòè (áåç
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ïåðåñòàíîâêè ñòîëáöîâ çíà÷åíèé âõîäíûõ ïåðåìåííûõ) ïîëó÷àòü
äâà ðåøåíèÿ è âûáèðàòü ïðîñòåéøåå èç íèõ.

4. Ïðåäëîæåíî ïðèìåíÿòü ìóëüòèïëåêñîðíûé ìåòîä äëÿ ðåàëè-
çàöèè ÁÔÓ ñõåìàìè èç ìóëüòèïëåêñîðîâ «2 â 1». Îïðåäåëåíî óñëî-
âèå, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðîãî ñòðîÿòñÿ êàñêàäíûå ñõåìû ïåðâîãî
òèïà èç n – 1 ìóëüòèïëåêñîðîâ. Ýòè ñõåìû ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè.

5. Ïðåäëîæåí ñìåøàííûé ìåòîä, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè
ìóëüòèïëåêñîðíîãî è ðàñïðåäåëèòåëüíîãî ìåòîäîâ.

6. Ïðåäëîæåí ãðàôîâûé ìåòîä ðåàëèçàöèè ïðîèçâîëüíîé ÁÔ â
áàçèñå {&, ], !} èç h áóêâ, îñíîâàííûé íà çàìåíå â ïîñòðîåííîì äëÿ
íåå ëèíåéíîì áèíàðíîì ãðàôå êàæäîé óñëîâíîé âåðøèíû íà îäèí
ìóëüòèïëåêñîð «2 â 1». Ìåòîä ñòðîèò êàñêàäíûå ñõåìû âòîðîãî è
òðåòüåãî òèïîâ, ñîñòîÿùèå èç h – 1 ìóëüòèïëåêñîðîâ. Ýòè ñõåìû â
îáùåì ñëó÷àå ñîäåðæàò ðàçâåòâëåíèÿ.

7. Äëÿ ðåàëèçàöèè ÁÔ â áàçèñå {&, ], �, !} ïðåäëîæåíû ôîð-
ìóëüíûé ìåòîä è ôîðìóëüíûé ìåòîä â ìóëüòèïëåêñîðíîé ôîðìå.

8. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû ñðàâíèòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ ïðåäëîæåí-
íûõ ìåòîäîâ.
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