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Ìóëüòèïëåêñîðíûé ìåòîä ðåàëèçàöèè
áóëåâûõ ôóíêöèé ñõåìàìè
èç ïðîèçâîëüíûõ ëîãè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ

Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä îòíîñèòñÿ ê êëàññó äåêîìïîçèöèîííûõ ìå-
òîäîâ ñèíòåçà, òàê êàê îí ñòðîèò îäíîâûõîäíóþ êîìáèíàöèîííóþ
ñõåìó îò âûõîäà ê âõîäàì íà îñíîâå äåêîìïîçèöèè áóëåâûõ ôóíê-
öèé (çàäàííîé è åå îñòàòî÷íûõ), âûïîëíÿåìîé ïóòåì ðåøåíèÿ ëîãè-
÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ïîýòîìó âûïîëíèì îáçîð:

— äåêîìïîçèöèé áóëåâûõ ôóíêöèé;
— äåêîìïîçèöèîííûõ ìåòîäîâ ñèíòåçà êîìáèíàöèîííûõ ñõåì;
— ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ëîãè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

3.1. Îáçîð ëèòåðàòóðû

3.1.1. Äåêîìïîçèöèè áóëåâûõ ôóíêöèé

Çàäà÷à äåêîìïîçèöèè ÁÔÓ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç âàæíåéøèõ â ëîãè-
÷åñêîì ñèíòåçå, è â íàñòîÿùåå âðåìÿ èçâåñòíî áîëüøîå ÷èñëî ðàáîò
ïî ýòîé òåìàòèêå [1]. Ê ôóíäàìåíòàëüíûì ðàáîòàì ïî ýòîìó âîïðî-
ñó ìîæíî îòíåñòè ðàáîòû [2—8].

×àñòíûì ñëó÷àåì äåêîìïîçèöèé ÿâëÿþòñÿ ðàçëîæåíèÿ ÁÔÓ
ïî ïåðåìåííûì. Íàèáîëåå èçâåñòíûì ÿâëÿåòñÿ ð à ç ë î æ å -
í è å Ø å í í î í à ïî ïåðåìåííîé x i [2], êîòîðîå èìååò ñëåäóþ-
ùèé âèä:

f f x x f x xi i i i� � �( )! ( )0 1] .

Òàê êàê â ýòîì ñîîòíîøåíèè êîíúþíêöèè îðòîãîíàëüíû, òî

f f x x f x xi i i i� � � �( )! ( )0 1 .
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Ýòè ñîîòíîøåíèÿ íàçûâàþòñÿ ð à ç ë î æ å í è ÿ ì è Ð è ä à [4].
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èç âñåãî ìíîæåñòâà äåêîìïîçèöèé ðàññìàò-

ðèâàþòñÿ òîëüêî ðàçäåëèòåëüíûå äåêîìïîçèöèè, äëÿ ïîñòðîåíèÿ êî-
òîðûõ ïðåäëîæåí ìåòîä, íàçâàííûé ì ó ë ü ò è ï ë å ê ñ î ð í û ì.
Ýòîò ìåòîä îñíîâàí íà ðåøåíèè ëîãè÷åñêèõ óðàâíåíèé âèäà

f x x Fn m( , . . . , ) ( , . . . , )1 1� Ô Ô ,

ãäå f — äåêîìïîçèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, à F — îáðàç äåêîìïîçèöèè.
Îïðåäåëåíû óñëîâèÿ, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ òàêèå óðàâíåíèÿ

èìåþò ðåøåíèÿ, êîòîðûå âåñüìà ïðîñòî íàõîäÿòñÿ. Íà îñíîâå ýòî-
ãî ìåòîäà äåêîìïîçèöèè ïðåäëîæåí ìåòîä ðåàëèçàöèè ÁÔÓ ñõåìà-
ìè èç ïðîèçâîëüíûõ, àïðèîðè çàäàííûõ ëîãè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ, íà-
çâàííûé ì ó ë ü ò è ï ë å ê ñ î ð í û ì ì å ò î ä î ì ñ è í ò å ç à.
Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì è äëÿ áîëüøèíñòâà
ïðèìåðîâ, âçÿòûõ èç ëèòåðàòóðû, ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ðåçóëüòàòû íå
õóäøèå, ÷åì ðåçóëüòàòû, ïîëó÷àåìûå ñ ïîìîùüþ èçâåñòíûõ ìåòî-
äîâ. Ìåòîä ìîæåò âåñüìà ïðîñòî èñïîëüçîâàòüñÿ «âðó÷íóþ» ïðè n,
m < 6. Ïðè áóëüøèõ çíà÷åíèÿõ n è m äëÿ ñíèæåíèÿ òðóäîåìêîñòè îí
ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ ïîñëå äåêîìïîçèöèè, âûïîëíÿåìîé íà îñíîâå
äðóãèõ ìåòîäîâ, íàïðèìåð ôîðìóëüíîãî.

3.1.2. Äåêîìïîçèöèîííûå ìåòîäû ñèíòåçà
êîìáèíàöèîííûõ ñõåì

Ìåòîäû ýòîé ãðóïïû áàçèðóþòñÿ íà äåêîìïîçèöèè çàäàííîé
ÁÔÓ è âñåõ åå îñòàòî÷íûõ ïî îáðàçàì ôóíêöèé, ðåàëèçóåìûõ èñïîëü-
çóåìûìè ýëåìåíòàìè. Ýòè ìåòîäû îáåñïå÷èâàþò ñèíòåç ñõåì îò
«âûõîäà ê âõîäàì», èëè «ñâåðõó âíèç».

Àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä ñèíòåçà, íàçâàííûé ì å ò î ä î ì ê à ñ -
ê à ä î â [9], îñíîâàí íà ðàçëîæåíèè Øåííîíà. Îí ìîæåò ïðèìåíÿòü-
ñÿ äëÿ ñèíòåçà ñõåì èç ïåðåêëþ÷àòåëüíûõ êîíòàêòîâ è ìóëüòèïëåê-
ñîðîâ. Ýëåìåíòû ýòèõ òèïîâ ìîãóò ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàòüñÿ è íà
îñíîâå òàáëè÷íîãî ìåòîäà, íàçâàííîãî ê à í î í è ÷ å ñ ê è ì ì å -
ò î ä î ì ñ è í ò å ç à [10]. Ýòîò ìåòîä áûë ìîäèôèöèðîâàí äëÿ ñèí-
òåçà ñõåì èç ýëåìåíòîâ äðóãèõ òèïîâ [11]. Òàê, íàïðèìåð, â [12, 13]
èçëàãàåòñÿ ìîäèôèöèðîâàííûé êàíîíè÷åñêèé ìåòîä ñèíòåçà ñõåì
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íà óíèâåðñàëüíûõ òðåõâõîäîâûõ ýëåìåíòàõ, îòëè÷íûõ îò ìóëüòèïëåê-
ñîðîâ, êîòîðûå ïðåäëîæåíû â [14] è íàçâàíû WOS-ìîäóëÿìè [15].

Äåêîìïîçèöèîííûé ìåòîä ñèíòåçà ñõåì â ïðîñòûõ áàçèñàõ îïè-
ñàí â [16]. Âåñüìà ñïåöèôè÷åñêèìè ÿâëÿþòñÿ ìåòîäû ñèíòåçà ñõåì
íà ïîðîãîâûõ ýëåìåíòàõ [17—20]: äî ðåàëèçàöèè çàäàííîé ÁÔÓ ïà-
ðàìåòðû ïîðîãîâûõ ýëåìåíòîâ íå èçâåñòíû, òàê êàê ïî îïðåäåëå-
íèþ ïðîèçâîëüíàÿ ïîðîãîâàÿ ôóíêöèÿ èëè ïîäôóíêöèÿ ëþáîãî ÷èñ-
ëà ïåðåìåííûõ ðåàëèçóåòñÿ îäíèì ïîðîãîâûì ýëåìåíòîì. Ïðè âû-
ïîëíåíèè øàãà äåêîìïîçèöèè ýòî îáñòîÿòåëüñòâî íå ïîçâîëÿåò
èñïîëüçîâàòü ëîãè÷åñêîå óðàâíåíèå, òàê êàê åãî ïðàâàÿ ÷àñòü àïðèî-
ðè íåèçâåñòíà. Äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ïîðîãîâûõ ýëåìåíòîâ — ìàæî-
ðèòàðíûõ ýëåìåíòîâ [21] — ïàðàìåòðû îïðåäåëåíû è èçâåñòíî áîëü-
øîå ÷èñëî ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ ìåòîäàì ñèíòåçà ñõåì â ýòîì ýëå-
ìåíòíîì áàçèñå (â äàëüíåéøåì — â áàçèñå), íåêîòîðûå èç êîòîðûõ
óêàçàíû â ãë. 4.

Íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ìåòîäû ñèíòåçà ñõåì â ïðî-
èçâîëüíîì áàçèñå. Â [22—24] ïðåäëîæåí ìåòîä ñèíòåçà ñõåì, îñíî-
âàííûé íà ïîñòðîåíèè äëÿ çàäàííîé ÁÔÓ ñòðóêòóðíîãî ãðàôà, êîòî-
ðûé â äàëüíåéøåì ñ ïîìîùüþ ââåäåííîé êîàëãåáðû ãðàôîâ ïðåîá-
ðàçóåòñÿ â èñêîìóþ ñõåìó. Ìåòîä ÿâëÿåòñÿ âåñüìà òðóäîåìêèì äàæå
äëÿ âåñüìà ïðîñòûõ ýëåìåíòîâ.

Òàáëè÷íûé ìåòîä, îñíîâàííûé íà ðåøåíèè ëîãè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé è íàçâàííûé ìåòîäîì Ëåâåíãåéìà, èçëîæåí â [25]. Îäíàêî åãî
ïðèìåíåíèå äëÿ ñëîæíûõ ëîãè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ âåñüìà òðóäîåìêî.

Äåêîìïîçèöèîííûå ìåòîäû ñèíòåçà ñõåì â áàçèñå ñëîæíûõ ýëå-
ìåíòîâ âïåðâûå ðàññìîòðåíû â [26, 27]. Ýòè ìåòîäû ïîëó÷èëè äàëü-
íåéøåå ðàçâèòèå â ðàáîòàõ [28—31], ãäå îíè áûëè íàçâàíû ì å ò î -
ä à ì è « í à ï ð à â ë å í í î ã î ï î è ñ ê à », òàê êàê èõ èäåÿ çàêëþ-
÷àåòñÿ â âûáîðå (íà îñíîâå îïðåäåëåííûõ îöåíî÷íûõ êðèòåðèåâ)
ïåðåìåííûõ, ïîäàâàåìûõ íà âõîäû ýëåìåíòà, èñïîëüçóåìîãî íà ðàñ-
ñìàòðèâàåìîì øàãå äåêîìïîçèöèè. Ýòè ìåòîäû âåñüìà òðóäîåìêè,
è èõ ïðèìåíåíèå äëÿ «ðó÷íîãî» ñèíòåçà çàòðóäíèòåëüíî.

Èçâåñòíû è äðóãèå ðàáîòû, ïîñâÿùåííûå äåêîìïîçèöèîííûì
ìåòîäàì ñèíòåçà, íàïðèìåð [8, 32, 33], êîòîðûå, îäíàêî, âåñüìà ñïå-
öèôè÷íû.

Ïðåäëàãàåìûé â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìåòîä ïîçâîëÿåò óñòðàíèòü
íåäîñòàòêè èçâåñòíûõ ìåòîäîâ — ñïåöèôè÷íîñòü äëÿ îäíèõ è òðó-
äîåìêîñòü äëÿ äðóãèõ ìåòîäîâ.

3.1.3. Ìåòîäû ðåøåíèÿ ëîãè÷åñêèõ óðàâíåíèé

Ðÿä ìåòîäîâ äåêîìïîçèöèè è ðåàëèçàöèè ÁÔÓ îñíîâàí íà ðåøå-
íèè ëîãè÷åñêèõ óðàâíåíèé [34, 35].

Àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä ðåøåíèÿ ëîãè÷åñêèõ óðàâíåíèé âèäà

f x x n( , . . . , )1 0�
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ðàññìîòðåí â [36]. Ïðè ýòîì áûëî ïîêàçàíî, ÷òî åñëè Ô1, … , Ôn —
íåêîòîðîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ, òî îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä:

x f u u u f u ui i n n n� Ô ( , ... , ) ! ( , . . . , )1 1] ,

ãäå u u n1 , . . . , — ïðîèçâîëüíûå ïàðàìåòðû.
Â [37] ðàññìîòðåí ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ f x x n( , . . . , )1 1� îïðåäåëèòü, íà êàêèõ âõîäíûõ íàáîðàõ
çàäàííàÿ ÁÔÓ ïðèíèìàåò åäèíè÷íûå çíà÷åíèÿ.

Â [38] ïðåäëàãàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèé ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

F y y x xm n( , . . . , , , . . . , )1 1 1�

â âèäå ñèñòåìû ÷àñòè÷íî îïðåäåëåííûõ ôóíêöèé:

y x x j mi j n� �Ô ( , ... , ) , , . . . , .1 1

Ïðè ýòîì îáùåå ðåøåíèå ïîëó÷àåòñÿ êàê ñåìåéñòâî ñèñòåì ïàðà-
ìåòðè÷åñêè çàäàííûõ ôóíêöèé.

Ëîãè÷åñêîå óðàâíåíèå âèäà

f x x Fn m( , . . . , ) ( , . . . , )1 1� Ô Ô

ìîæåò ðåøàòüñÿ çà ñ÷åò åãî çàìåíû ýêâèâàëåíòíîé ñèñòåìîé èç
2n ëîãè÷åñêèõ óðàâíåíèé [39]. Â îáùåì ñëó÷àå ýòà ñèñòåìà ìîæåò
áûòü ñâåäåíà ê ýêâèâàëåíòíîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ [40],
ê êîòîðîé äîáàâëÿþòñÿ óñëîâèÿ, îãðàíè÷èâàþùèå äîïóñòèìûå çíà-
÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ çíà÷åíèÿìè 0 è 1, è ðåøåíà ñ ïîìîùüþ âåñü-
ìà òðóäîåìêèõ öåëî÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ [41]. Ñïåöèôèêà ôóíêöèé F è Ôj ïîçâîëÿåò óïðîñòèòü ðåøåíèå
ýòîé ñèñòåìû [42]. Â ðàçä. 3.4.3 ïîêàçàíî, ÷òî, åùå áîëüøå îãðàíè-
÷èâ ñâîéñòâà ôóíêöèé Ôj, óäàåòñÿ óïðîñòèòü ïðîöåäóðó ðåøåíèÿ
ñèñòåìû óðàâíåíèé, êîòîðàÿ âñå ðàâíî îñòàåòñÿ âåñüìà òðóäîåìêîé.

Îòìåòèì, ÷òî â [43] ðàññìîòðåí âîïðîñ î ðåøåíèè ñèñòåì äèçú-
þíêòèâíî-êîíúþíêòèâíûõ óðàâíåíèé. Ïðè ýòîì ïîêàçàíî, ÷òî ðå-
øåíèå äèçúþíêòèâíîé (êîíúþíêòèâíîé) ñèñòåìû óðàâíåíèé ïðåä-
ñòàâèìî â âèäå ïðàâèëà, àíàëîãè÷íîãî ïðàâèëó Êðàìåðà, ðàçðàáî-
òàííîãî äëÿ ðåøåíèÿ îáûêíîâåííûõ ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé.

Â [44] íà îñíîâå [45] áûë ïðåäëîæåí ìàòðè÷íûé ìåòîä ðåøåíèÿ
ëîãè÷åñêèõ óðàâíåíèé âèäà:

� �f X F X X Xm( ) ( ) , . . . , ( ) ,� 1 1 0 0 1Ô Ô , (3.1)

ãäå X — ìíîæåñòâî èç n âõîäíûõ ïåðåìåííûõ; X 0 , X 1 — ìíîæåñò-
âà èç n 0 è n1 âõîäíûõ ïåðåìåííûõ ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì
X X0 1 0� � . Ýòîò ìåòîä, êàê ïîêàçàíî â ðàçä. 3.4.2, ÿâëÿåòñÿ ÷ðåç-
âû÷àéíî ãðîìîçäêèì.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ñóùåñòâåííî áîëåå ïðîñòîé
ìåòîä ðåøåíèÿ òàêèõ óðàâíåíèé.
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3.2. Ìóëüòèïëåêñîðíàÿ äåêîìïîçèöèÿ è ñòàíäàðòíûå ñõåìû
äëÿ åå ðåàëèçàöèè

3.2.1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Ä å ê î ì ï î ç è ö è å é áóëåâîé ôóíêöèè (ÁÔÓ) íàçûâàåòñÿ
ïðåäñòàâëåíèå åå â âèäå ñóïåðïîçèöèè äðóãèõ áóëåâûõ ôóíêöèé.

Ïóñòü ÁÔÓ çàâèñèò îò ìíîæåñòâà n âõîäíûõ ïåðåìåííûõ. Ïðåä-
ïîëîæèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî ìíîæåñòâî X 0 îáðàçóþò ïåðå-
ìåííûå x x k1 , . . . , , à ìíîæåñòâî X 1 — ïåðåìåííûå x xk n�1 , . . . , .
Ïðè ýòîì n k0 � , n n k1 � � .

Ð à ç ä å ë è ò å ë ü í î é ä å ê î ì ï î ç è ö è å é, èëè, áîëåå òî÷-
íî, m-êðàòíîé ðàçäåëèòåëüíîé äåêîìïîçèöèåé [46], íàçûâàåòñÿ åå
ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ñîîòíîøåíèÿ (3.1). Â äàëüíåéøåì â ýòîé
è äðóãèõ äåêîìïîçèöèÿõ âíåøíþþ ôóíêöèþ â èõ ïðàâîé ÷àñòè,
êàê îòìå÷àëîñü âûøå, áóäåì íàçûâàòü îáðàçîì äåêîìïîçèöèè. Äå-
êîìïîçèöèÿ (3.1) óíèâåðñàëüíà, òàê êàê â òàêîì âèäå ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà ïðîèçâîëüíàÿ ÁÔÓ.

Åñëè çàäàííàÿ ÁÔÓ ïðåäñòàâëåíà â (3.1), òî ãîâîðÿò, ÷òî îíà ðàç-
ëîæåíà ïî ôóíêöèÿì Ô Ô1 0 0( ) , . . . , ( )X Xm .

×àñòíûì ñëó÷àåì ðàññìîòðåííîé äåêîìïîçèöèè ÿâëÿåòñÿ îäíî-
êðàòíàÿ, èëè ïðîñòàÿ, ðàçäåëèòåëüíàÿ äåêîìïîçèöèÿ [46]:

� �f X F X X( ) ( ) , .� 1 0 1Ô

Â [47] ïðèâåäåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ äëÿ ÁÔÓ ðàçäåëèòåëü-
íîé è ïðîñòîé ðàçäåëèòåëüíîé äåêîìïîçèöèé è ïðåäëîæåí ìåòîä èõ
ïîñòðîåíèÿ íà îñíîâå êàðò äåêîìïîçèöèé. Íåäîñòàòîê ýòîãî ìåòîäà
ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè åãî èñïîëüçîâàíèè îïðåäåëåíèå ôóíêöèé Ôj

íåíàãëÿäíî è íå ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì.
Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå äåêîìïîçèöèþ âèäà

f X F X

X Q X Q Xm m

( ) ( ) , . . .

. . . , ( ) , ( ) , . . . , ( )

(
)

�

�

2 1 0

0 0 1 2 1 1

Ô

Ô ,
(3.2)

êîòîðóþ íàçîâåì ô ó í ê ö è î í à ë ü í î é ð à ç ä å ë è ò å ë ü í î é
ä å ê î ì ï î ç è ö è å é.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå òàêæå ÷àñòíûé ñëó÷àé ýòîé äåêîìïîçè-
öèè:

f X Q X X X

Q X X X

m

m

( ) ( ) ! ( ) .. . ! ( )

( ) ! ( ) .. . (

� 0 1 1 0 0

1 1 1 0

Ô Ô

Ô Ô

]

] 0

2 1 1 1 0 0

) .. .

. . . ( ) ( ) .. . ( ) ,

]

] Q X X Xm m� Ô Ô

(3.3)
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êîòîðûé íàçîâåì ì ó ë ü ò è ï ë å ê ñ î ð í î é ä å ê î ì ï î ç è -
ö è å é ïî íàçâàíèþ ôóíêöèè, ñîîòâåòñòâóþùåé åå îáðàçó. Â äàëü-
íåéøåì òàêóþ äåêîìïîçèöèþ áóäåì îáîçíà÷àòü áîëåå êîìïàêòíî:

f X Q X Q X

X X

m

m

( ) ( ) , . . . , ( ) ;

( ) , . . . , ( ) .

(

)

�
�

MX

Ô Ô1

0 1 2 1 1

0 0

(3.4)

Äåêîìïîçèöèÿ (3.4) óíèâåðñàëüíà, òàê êàê ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà
äëÿ ïðîèçâîëüíîé ÁÔÓ.

×àñòíûì ñëó÷àåì ðàññìîòðåííîé ÿâëÿåòñÿ ïðîñòàÿ ìóëüòèïëåê-
ñîðíàÿ äåêîìïîçèöèÿ

� �f X Q X Q X X( ) ( ) , ( ); ( )� MX Ô0 1 1 1 0 ,

Äåêîìïîçèöèþ (3.4) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê áóëåâó ôîðìóëó,
çàâèñÿùóþ îò m + 2m ïåðåìåííûõ Q Xi ( )1 è Ô j X( )0 , êîòîðóþ â îá-
ùåì ñëó÷àå ìîæíî ïðîìèíèìèçèðîâàòü. Ýòî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü äå-
êîìïîçèöèþ (3.2). Åñëè â ýòî ñîîòíîøåíèå ïîäñòàâèòü âûðàæåíèÿ
äëÿ Q Xi ( )1 , òî ìîæíî ïîëó÷èòü äåêîìïîçèöèþ (3.1). Îäíàêî â ñî-
îòíîøåíèå (3.2) ìîæíî ïîäñòàâèòü è âûðàæåíèÿ äëÿ Ô j X( )0 , ÷òî
ïðèâîäèò ê äåêîìïîçèöèè

f X F Q X Q X Xm( ) ( ) , . . . , ( ) ,( )�
�3 0 1 2 1 1 0 , (3.5)

êîòîðàÿ â [46, 47] äàæå íå óïîìèíàåòñÿ.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ çàäàííîé ÁÔÓ ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî íåñêîëü-

êî ðàçäåëèòåëüíûõ äåêîìïîçèöèé è ñðåäè íèõ âûáðàíà ïðîñòåéøàÿ
ïî íåêîòîðîìó êðèòåðèþ ñëîæíîñòè. Ïðè ýòîì îòìåòèì, ÷òî â èçâå-
ñòíûõ ðàáîòàõ ïî äåêîìïîçèöèè ÁÔÓ, íàïðèìåð â [46, 47], ãîâîðÿ î
ïîñòðîåíèè äåêîìïîçèöèé (3.1), íà ñàìîì äåëå îïðåäåëÿþò óñëîâèÿ
ñóùåñòâîâàíèÿ è ïðåäëàãàþò ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ äåêîìïîçèöèé
(3.3). Âèäèìî, ïî ýòîé ïðè÷èíå ñîîòíîøåíèå (3.1) â [47] íàçâàíî
äèçúþíêòèâíîé äåêîìïîçèöèåé. Èç èçëîæåííîãî ñëåäóåò, ÷òî ýòî
îïðåäåëåíèå íåêîððåêòíî, òàê êàê â (3.1) â êà÷åñòâå îáðàçà ìîãóò
èñïîëüçîâàòüñÿ ÁÔ, îòëè÷íûå îò äèçúþíêöèè. Ýòî îïðåäåëåíèå íå-
êîððåêòíî òàêæå è äëÿ äåêîìïîçèöèè (3.3), òàê êàê ñóòü ýòîé äåêîì-
ïîçèöèè ñóùåñòâåííî áîëåå òî÷íî îïèñûâàåò ïîíÿòèå «ìóëüòèïëåê-
ñîð», â êîòîðîì 2m-âõîäû è m-âõîäû «ôèçè÷åñêè» ðàçäåëåíû, â òî
âðåìÿ êàê, ðàññìàòðèâàÿ ñîîòíîøåíèå (3.3) â êà÷åñòâå ÄÍÔ, ðàçäå-
ëåíèå ôóíêöèé Q i è Ôj íå ÿâëÿåòñÿ ñòîëü íàãëÿäíûì.
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3.2.2. Ïîñòðîåíèå ìóëüòèïëåêñîðíîé äåêîìïîçèöèè íà îñíîâå
ðåøåíèÿ ëîãè÷åñêèõ óðàâíåíèé

Ìåòîä ïîñòðîåíèÿ äåêîìïîçèöèè (3.4) äëÿ çàäàííîé ôóíê-
öèè f ïðè ôèêñèðîâàííûõ n k0 � è n n k1 � � ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ
ýòàïîâ.

1. Îïðåäåëÿþòñÿ ïî ñòîëáöó çíà÷åíèé òàáëèöû èñòèííîñòè (ÒÈ)
íåïåðåñåêàþùèåñÿ ôðàãìåíòû G tt

k( , , . . . , )� �0 1 2 1 äëèíîé 2 n k� è
ôîðìèðóþòñÿ R ãðóïï (R m t), ñîñòîÿùèõ èç îäèíàêîâûõ ôðàãìåí-
òîâ g 0 , g 1 , ... , g R�1 .

2. Âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå m R�] log [, îïðåäåëÿþùåå ðàçìåðíîñòü
ôóíêöèè MX â ñîîòíîøåíèè (3.4).

3. Íàçíà÷àþòñÿ ôóíêöèè Q Xi ( )1 .
4. Îïðåäåëÿþòñÿ ôóíêöèè Ô j X( )0 .
Ðàññìîòðèì òðåòèé ýòàï áîëåå ïîäðîáíî.
Ïðè R = 2m ôóíêöèÿ Q Xi ( )1 ôîðìèðóåòñÿ â ðåçóëüòàòå åå ïðè-

ðàâíèâàíèÿ ïðåäñòàâèòåëþ ãðóïïû ôðàãìåíòîâ, ïðè÷åì êàæäîé
ôóíêöèè Q i ñîîòâåòñòâóåò îäèí ïðåäñòàâèòåëü ãðóïïû è íàîáîðîò.
×èñëî òàêèõ ïðèðàâíèâàíèé (íàçíà÷åíèé ôóíêöèé Q i ) îïðåäåëÿåò-
ñÿ ñîîòíîøåíèåì H m

1 2� ! (çäåñü è äàëåå ñèìâîë !, ñòîÿùèé ïîñëå
îïåðàíäà, — îïåðàöèÿ «ôàêòîðèàë»). Âûáîð âàðèàíòà íàçíà÷åíèÿ
îïðåäåëÿåò âûáîð ôóíêöèé Ô j ïðè ôèêñèðîâàííîì îáðàçå äåêîì-
ïîçèöèè.

Ïðè R m� 2 ñíà÷àëà ôîðìèðóþòñÿ R ôóíêöèé Q i , êàê è â ñëó÷àå
R m� 2 . Îñòàëüíûå ( )2 m R� ôóíêöèé ìîãóò áûòü âûáðàíû ïðîèç-
âîëüíî. Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå ôóíêöèè Q Xi ( )1 ìîæåò áûòü âûáðàíà
ïðîèçâîëüíàÿ ÁÔÓ, çàâèñÿùàÿ îò n1 ïåðåìåííûõ, â òîì ÷èñëå è íå
ÿâëÿþùàÿñÿ ôðàãìåíòîì ðåàëèçóåìîé ôóíêöèè. ×èñëî âàðèàíòîâ
íàçíà÷åíèé â ýòîì ñëó÷àå H 2 , ïðè÷åì H H2 1	 .

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òîò ôàêò, ÷òî âî âòîðîì ñëó÷àå âîçìîæ-
íû äâà âàðèàíòà: 2 2m k� è 2 2m k
 . Â ïåðâîì èç íèõ, åñëè êðèòå-
ðèåì äåêîìïîçèöèè ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîòà ôóíêöèé Ô j , òî ïðèìåíå-
íèå ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà íåöåëåñîîáðàçíî, òàê êàê òîãî æå ðå-
çóëüòàòà ìîæíî äîñòè÷ü ñ ïîìîùüþ ìåíåå òðóäîåìêîãî ìåòîäà,
èçëàãàåìîãî â ñëåäóþùåì ðàçäåëå. Äëÿ ïåðâîãî âàðèàíòà ïðè èñ-
ïîëüçîâàíèè äðóãèõ êðèòåðèåâ è äëÿ âòîðîãî âàðèàíòà äëÿ ïî-
ñòðîåíèÿ äåêîìïîçèöèè (3.4) äîëæåí ïðèìåíÿòüñÿ ïðåäëàãàåìûé
ìåòîä.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ÷åòâåðòîãî ýòàïà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
íàçíà÷åíèå ôóíêöèé Q i ôèêñèðîâàíî. Ïðè ýòîì åñëè âñå ôóíêöèè
Q i ðàçëè÷íû (îäèíàêîâûìè ìîãóò áûòü òîëüêî ôóíêöèè Q i ïðè
R m m k� 
2 2 2, , êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ôðàãìåíòàìè ôóíêöèè f ),
òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé íàáîð ôóíêöèé Ôj, óäîâëåòâîðÿþùèé
ñîîòíîøåíèþ (3.4), ò. å. ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ äåêîìïîçèöèÿ
ýòîãî âèäà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò îïðåäåëåííîå ÷èñëî òà-
êèõ äåêîìïîçèöèé, êîòîðîå ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî.
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Ôîðìèðîâàíèå ôóíêöèé Ôj îñóùåñòâëÿåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî
îíî ïîçâîëÿåò ðàñïîëîæèòü ôðàãìåíòû, ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöè-
ÿì Q i , â òîì ïîðÿäêå, â êîòîðîì îíè ðàçìåùåíû â ñòîëáöå çíà÷åíèé
ðåàëèçóåìîé ôóíêöèè.

Â êà÷åñòâå ìîäåëè äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé Ôj è äåêîìïîçèöèè
(3.4) â öåëîì ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíóþ ñõåìó, ïðåä-
ñòàâëåííóþ íà ðèñ. 3.1.

Â ýòîé ñõåìå ïðèìåíÿþòñÿ ÌÕ «2m â 1» è äâà ïîñòîÿííûõ çàïî-
ìèíàþùèõ óñòðîéñòâà (ÏÇÓ).

ÏÇÓ1 ôîðìèðóåò ôóíêöèè Q i . Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ ñ íîìåðîì i
ïîäàåòñÿ íà âõîä ÌÕ, àäðåñ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ äâîè÷íûì ýêâèâà-
ëåíòîì íîìåðà i.

Êàæäàÿ ñòðîêà ÏÇÓ2 ïî çíà÷åíèÿì íàáîðà âõîäíûõ ïåðåìåííûõ
ìíîæåñòâà X 0 ôîðìèðóåò m-ðàçðÿäíûé äâîè÷íûé àäðåñ 2m-ãî âõî-
äà ÌÕ, ïî êîòîðîìó íà âûõîä ÌÕ ïåðåäàåòñÿ ôóíêöèÿ Q i , ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ ýòîìó âõîäíîìó íàáîðó. Ïðè ýòîì ñîäåðæèìîå i-ãî ñòîëá-
öà ÏÇÓ2 îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ Ôj .

Ìóëüòèïëåêñîð ðåàëèçóåò îáðàç äåêîìïîçèöèè (3.4).
Ýòà ñõåìà êðîìå òåîðåòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ äå-

êîìïîçèöèé (3.4) èìååò òàêæå ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå â êà÷åñòâå íî-
âîãî ïîäõîäà ê êîìïîçèöèè ÏÇÓ.

Çàâåðøèâ èçëîæåíèå ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ äåêîìïîçèöèè (3.4) äëÿ
ôóíêöèè f, çàäàííîé ÒÈ, îòìåòèì, ÷òî åñëè ãîâîðèòü î ïîñòðîåíèè
ïðîñòåéøåé ïî âûáðàííîìó êðèòåðèþ äåêîìïîçèöèè, òî â îáùåì
ñëó÷àå èìåþò ìåñòî òðè âèäà ïåðåáîðà, âëèÿþùèõ íà åå ñëîæíîñòü:

— ïî ïîðÿäêó ðàñïîëîæåíèÿ âõîäíûõ ïåðåìåííûõ â ÒÈ;
— ïî íàçíà÷åíèþ ôóíêöèé Q i ;
— ïî ôîðìèðîâàíèþ ôóíêöèé Ô j X( )0 ïðè R m� 2 , 2 2m k
 .
Ïåðåáîð ìèíèìàëåí äëÿ ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé ñ R = 2m,

òàê êàê äëÿ íèõ ìîæåò èìåòü ìåñòî ïåðåáîð òîëüêî âòîðîãî âè-
äà. Äëÿ òàêèõ ôóíêöèé ñ R m� 2 , 2 2m k
 , ñëîæíîñòü äåêîìïîçè-
öèè íå çàâèñèò òîëüêî îò ïîðÿäêà âõîäíûõ ïåðåìåííûõ â ÒÈ. Äëÿ
ïðîèçâîëüíûõ ÁÔÓ èçìåíåíèå ïîðÿäêà âõîäíûõ ïåðåìåííûõ â îá-
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ùåì ñëó÷àå ìîæåò òàê èçìåíèòü âåëè÷èíó R, ÷òî èçìåíèòñÿ è âåëè-
÷èíà m.

Ïðèìåð 3.1. Ïîñòðîèòü ìóëüòèïëåêñîðíóþ äåêîìïîçèöèþ äëÿ
ÁÔÓ f (òàáë. 3.1) ïðè k = 3. Ïðè ýòîì X x x x X x x0 1 2 3 1 4 5� �{ , , }, { , }.

1. Âûäåëèì â ñòîëáöå çíà÷åíèé ÒÈ 2 8k � ôðàãìåíòîâ äëèíîé
2 4n k� � è îäèíàêîâûå ôðàãìåíòû îáúåäèíèì â ãðóïïû: G g0 0 0� � ,
G g g g g x x1 1 2 4 7 4 5� � � � � , G g g g x x2 3 5 6 4 5� � � � ] . Òàêèì
îáðàçîì, R = 3.

2. Òàê êàê m = ]log R[, R m m k� 
2 2 2, à , òî áóäåì èñêàòü äåêîì-
ïîçèöèþ

�
�

f X Q X Q X Q X Q X

X X

( ) ( ), ( ), ( ), ( );

( ), ( ) .

� MX

Ô Ô

0 1 1 1 2 1 3 1

1 0 2 0

Ñõåìà, ðåàëèçóþùàÿ ýòî ñîîòíîøåíèå, ïðèâåäåíà íà ðèñ. 3.2.
3. Ñðåäè ìíîæåñòâà âàðèàíòîâ íàçíà÷åíèé ôóíêöèé Q i âûáåðåì

ñëåäóþùåå: Q G0 0 0� � , Q G x x1 1 4 5� � , Q G x x2 2 4 5� � ] . Â êà÷å-
ñòâå ôóíêöèè Q 3 ìîæåò áûòü âûáðàíà ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, çàâè-
ñÿùàÿ îò ïåðåìåííûõ x 4 , x 5 . Åñëè Q x x x x3 4 5 4 50� { , , }] , òî âû-
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Ò à á ë è ö à 3.1

x1 x2 x3 x4 x5 f g t Gr Qi x1 x2 x3 x4 x5 f g t Gr Qi

0 0 0 0 0 0

g0 G0 Q0

1 0 0 0 0 0

g4 G1 Q1

0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0

0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0

0 0 0 1 1 0 1 0 0 1 1 1

0 0 1 0 0 0

g1 G1 Q1

1 0 1 0 0 0

g5 G2 Q2

0 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 1

0 0 1 1 0 0 1 0 1 1 0 1

0 0 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1

0 1 0 0 0 0

g2 G1 Q1

1 1 0 0 0 0

g6 G2 Q2

0 1 0 0 1 0 1 1 0 0 1 1

0 1 0 1 0 0 1 1 0 1 0 1

0 1 0 1 1 1 1 1 0 1 1 1

0 1 1 0 0 0

g3 G2 Q2

1 1 1 0 0 0

g7 G1 Q1

0 1 1 0 1 1 1 1 1 0 1 0

0 1 1 1 0 1 1 1 1 1 0 0

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1



áîð ôóíêöèé Ô j åäèíñòâåí. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðè êàæäîì íàçíà-
÷åíèè âîçìîæíû íåñêîëüêî íàáîðîâ ôóíêöèé Ô 1 è Ô 2 .

4.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Q 3 1� . Òîãäà ÏÇÓ1 ìîæåò áûòü çà-
ïðîãðàììèðîâàíî, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 3.3.

Ïîêàæåì, êàê ôîðìèðóþòñÿ ôóíêöèè Ô 1 è Ô 2 (ïðîãðàììèðóåòñÿ
ÏÇÓ2). Èç ðàññìîòðåíèÿ òàáë. 3.1 è ðèñ. 3.3 (ÄØ — äåøèôðàòîð)
ñëåäóåò, ÷òî:

ïðè x1 0� , x 2 0� , x 3 0� íà âûõîä ñõåìû äîëæíà ïåðåäàâàòüñÿ
ôóíêöèÿ Q 0 , ïîäêëþ÷åííàÿ ê âõîäó ÌÕ àäðåñîì 00. Ñëåäîâàòåëü-
íî, Ô 1 0 0 0 0( , , ) � , Ô 2 0 0 0 0( , , ) � ;
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ïðè x1 0� , x 2 0� , x 3 1� íà âûõîä ñõåìû äîëæíà ïåðåäàâàòüñÿ
ôóíêöèÿ Q1 , ïîäêëþ÷åííàÿ ê âõîäó ÌÕ àäðåñîì 01. Ñëåäîâàòåëüíî,
Ô 1 0 0 1 0( , , ) � , Ô 2 0 0 1 1( , , ) � ;

ïðè x1 0� , x 2 1� , x 3 0� íà âûõîä ñõåìû äîëæíà ïåðåäàâàòüñÿ
ôóíêöèÿ Q1 , ïîäêëþ÷åííàÿ ê âõîäó ÌÕ àäðåñîì 01. Ñëåäîâàòåëüíî,
Ô 1 0 1 0 0( , , ) � , Ô 2 0 1 0 1( , , ) � ;

ïðè x1 0� , x 2 1� , x 3 1� íà âûõîä ñõåìû äîëæíà ïåðåäàâàòüñÿ
ôóíêöèÿ Q 2 , ïîäêëþ÷åííàÿ ê âõîäó ÌÕ àäðåñîì 10. Ñëåäîâàòåëü-
íî, Ô 1 0 1 1 1( , , ) � , Ô 2 0 1 1 0( , , ) � ;

ïðè x1 1� , x 2 0� , x 3 0� íà âûõîä ñõåìû äîëæíà ïåðåäàâàòüñÿ
ôóíêöèÿ Q1 , ïîäêëþ÷åííàÿ ê âõîäó ÌÕ àäðåñîì 01. Ñëåäîâàòåëüíî,
Ô 1 1 0 0 0( , , ) � , Ô 2 1 0 0 1( , , ) � ;

ïðè x1 1� , x 2 0� , x 3 1� íà âûõîä ñõåìû äîëæíà ïåðåäàâàòüñÿ
ôóíêöèÿ Q 2 , ïîäêëþ÷åííàÿ ê âõîäó ÌÕ àäðåñîì 10. Ñëåäîâàòåëü-
íî, Ô 1 1 0 1 1( , , ) � , Ô 2 1 0 1 0( , , ) � ;

ïðè x1 1� , x 2 1� , x 3 0� íà âûõîä ñõåìû äîëæíà ïåðåäàâàòüñÿ
ôóíêöèÿ Q 2 , ïîäêëþ÷åííàÿ ê âõîäó ÌÕ àäðåñîì 10. Ñëåäîâàòåëü-
íî, Ô 1 1 1 0 1( , , ) � , Ô 2 1 1 0 0( , , ) � ;

ïðè x1 1� , x 2 1� , x 3 1� íà âûõîä ñõåìû äîëæíà ïåðåäàâàòüñÿ
ôóíêöèÿ Q1 , ïîäêëþ÷åííàÿ ê âõîäó ÌÕ àäðåñîì 01. Ñëåäîâàòåëüíî,
Ô 1 1 1 1 0( , , ) � , Ô 2 1 1 1 1( , , ) � .

Íà ýòîì çàâåðøàåòñÿ ïðîãðàììèðîâàíèå ÏÇÓ2 (ðèñ.3.4).
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Èç ðàññìîòðåíèÿ ÏÇÓ2 ñëåäóåò, ÷òî

Ô 1 1 2 3 1 2 3� �! ( )x x x x x x] , Ô 2 1 2 3� � �x x x . (3.6)

Òàêèì îáðàçîì, èñêîìàÿ äåêîìïîçèöèÿ ïîñòðîåíà.
Ïðåäëîæèì àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé Ô 1 è

Ô 2 . Äëÿ ýòîãî ñîñòàâèì è ðåøèì ëîãè÷åñêîå óðàâíåíèå

f x x x x x Q Q Q Q( , , , , ) ( , , , ; , )1 2 3 4 5 0 1 2 3 1 2� MX Ô Ô , (3.7)

êîòîðîå â ì ó ë ü ò è ï ë å ê ñ î ð í î é ô î ð ì å (ÌÔ) èìååò âèä:

MX

MX

( , , , , , , , ; , , )

( , , ,

Q Q Q Q Q Q Q Q x x x

Q Q Q

0 1 1 2 1 2 2 1 1 2 3

0 1 2

�

� Q 3 1 2; , ) .Ô Ô

Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ÌÔ, òàê êàê â íåì
âñå ôóíêöèè Q i â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ïî ñîäåðæàíèþ ðàçëè÷-
íû. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî óðàâíåíèå â äàííîì ñëó÷àå èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, êîòîðîå òàêæå áóäåì èñêàòü â ÌÔ.

Äîñòîèíñòâî ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ðåøå-
íèå óðàâíåíèÿ ìîæåò áûòü íàéäåíî íåïîñðåäñòâåííî èç ÌÔ çà
ñ÷åò ïðåäñòàâëåíèÿ â äâîè÷íîé ôîðìå èíäåêñîâ ôóíêöèé Q i , ðàñïî-
ëîæåííûõ â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ â ÌÔ, è çàïèñè ïðåäñòàâëå-
íèÿ êàæäîãî èíäåêñà â âèäå ñîîòâåòñòâóþùåãî ñòîëáöà â ÌÔ ðåøå-
íèÿ:

Ô MX

Ô MX

1 1 2 3

2

0 0 0 1 0 1 1 0

0 1 1 0 1 0

�

�

( , , , , , , , ; , , ) ;

( , , , , , ,

x x x

0 1 1 2 3, ; , , ) .x x x
(3.8)

Ñîîòíîøåíèÿ (3.6) ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëüíîé çàïèñüþ ýòîãî ðåøå-
íèÿ.

Äåêîìïîçèöèÿ (3.2) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà, åñëè ó÷åñòü, ÷òî
äëÿ ôóíêöèé Q i âûïîëíÿþòñÿ îòíîøåíèÿ ïîêðûòèÿ — íåðàâåíñòâî
Q Q Q Q0 1 2 3m m m . Ïðè ýòîì

f Q Q Q Q� 0 1 2 2 1 3 1 2] ] ]Ô Ô Ô Ô .

Òàê êàê Q 0 0� , Q 3 1� , Ô Ô1 2 0� , òî f Q Q� 1 2 2 1Ô Ô] .
Äåêîìïîçèöèÿ (3.1) â äàííîì ñëó÷àå èìååò âèä:

f x x x x� Ô Ô1 4 5 2 4 5( )] ] ,

à äåêîìïîçèöèÿ (3.5) ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ:

� �f Q x x x Q x x x x x x� � � �1 1 2 3 2 1 2 3 1 2 3( ) ! ( )] ] .

4.2. Äëÿ ñëó÷àÿ Q 3 0� , òàê êàê Q Q0 3� , òî óðàâíåíèå (3.7) ìî-
æåò áûòü çàïèñàíî â âèäå:

f Q Q� 1 1 2 2 1 2Ô Ô Ô !Ô! ] .
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Òàê êàê â äàííîì ñëó÷àå â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ â ÌÔ äâå
ôóíêöèè Q i äîëæíû áûòü ïî ñîäåðæàíèþ îäèíàêîâû, à ýòè ôóíê-
öèè äîëæíû èñïîëüçîâàòüñÿ â ëåâîé åãî ÷àñòè, òî óðàâíåíèå (3.7)
ìîæåò áûòü çàïèñàíî â ÌÔ, êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü ï à ð à ì å ò -
ð è ÷ å ñ ê î é:

MX

MX

( ? , , , , , , , ; , , )

( , ,

Q Q Q Q Q Q Q Q Q x x x

Q Q

0 3 1 1 2 1 2 2 1 1 2 3

0 1

�

� Q Q2 3 1 2, ; , ) .Ô Ô

Ýòî óðàâíåíèå èìååò äâà ðåøåíèÿ, ïåðâîå èç êîòîðûõ (3.6) îïðå-
äåëÿåòñÿ ïî ñîîòíîøåíèÿì (3.8), à âòîðîå èìååò âèä:

Ô MX

Ô MX

1 1 2 3

1 2 3

2

1 0 0 1 0 1 1 0

1

� �

� � �

�

( , , , , , , , ; , , )

! ;

(

x x x

x x x

, , , , , , , ; , , )

! ! ! .

1 1 0 1 0 0 1 1 2 3

1 2 3 1 2 3

x x x

x x x x x x

�

� E E ]

(3.9)

Äðóãèì ïðåäñòàâëåíèåì ÌÔ, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü íàçâàíà ÿâ-
íîé, â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå:

MX( , , , , , , , ;

, ,

0 4 5 4 5 4 5 4 5 4 5 4 5 4 5

1 2

x x x x x x x x x x x x x x

x x x

] ] ]

3 4 5 4 5 1 20 0) ( , , , ; , ) .� MX Ô Ôx x x x]

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â ýòîé ôîðìå âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: äëÿ êàæäîé ôóíêöèè â ëåâîé ÷àñòè ÌÔ äî òî÷êè ñ çàïÿòîé âû-
áèðàåòñÿ îäíà èç îäèíàêîâûõ ñ íåé ôóíêöèé, ðàñïîëîæåííûõ â ïðà-
âîé ÷àñòè ÌÔ, è â ðåøåíèå â âèäå ñòîëáöà çàïèñûâàåòñÿ äâîè÷íûé
êîä íîìåðà âûáðàííîé ïîçèöèè â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìû. Êàê è äëÿ
ïðåäûäóùåãî ïðåäñòàâëåíèÿ ÌÔ, ðåøåíèÿìè ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿ-
þòñÿ ñîîòíîøåíèÿ (3.8) è (3.9).

Â äàëüíåéøåì áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ êàê ïàðàìåòðè÷åñêàÿ, òàê è
ÿâíàÿ ìóëüòèïëåêñîðíàÿ ôîðìà.

4.3. Äëÿ ñëó÷àÿ Q x x3 4 5� ] , òàê êàê Q Q2 3� , òî óðàâíåíèå (3.7)
ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå:

f Q Q� 1 2 2 1Ô Ô] .

Çàïèøåì óðàâíåíèå (3.7) â ÌÔ â ñëåäóþùåì âèäå:

MX

MX

( , , , ? , , ? , ? , ; , , )

(

Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q x x x0 1 1 2 3 1 2 3 2 3 1 1 2 3 �

� Q Q Q Q0 1 2 3 1 2, , , ; , ) .Ô Ô
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Ýòî óðàâíåíèå èìååò âîñåìü ðåøåíèé. Âî âñåõ ðåøåíèÿõ ôóíê-
öèÿ Ô 1 îäèíàêîâà è ñîâïàäàåò ñ ïåðâîé ôóíêöèåé â ñîîòíîøåíèÿõ
(3.8) è (3.6), à ïðîñòåéøàÿ ÁÔ äëÿ ôóíêöèè Ô 2 ïîëó÷àåòñÿ ïðè

Ô MX2 1 2 3 1 2 30 1 1 1 1 1 1 1� �( , , , , , , , ; , , ) .x x x x x x] ]

4.4. Äëÿ ñëó÷àÿ Q x x3 4 5� , òàê êàê Q Q1 3� , òî óðàâíåíèå (3.7)
ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå:

f Q Q� 2 1 2 1 2Ô Ô Ô! ] .

Çàïèøåì óðàâíåíèå (3.7) â ÌÔ â ñëåäóþùåì âèäå:

MX

M

( , ? , ? , , ? , , , ? ;

, , )

Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q

x x x

0 1 3 1 3 2 1 3 2 2 1 3

1 2 3 � X Ô Ô( , , , ; , ) .Q Q Q Q0 1 2 3 1 2

Ýòî óðàâíåíèå èìååò 16 ðåøåíèé, ñðåäè êîòîðûõ èìååòñÿ ñëåäó-
þùåå:

Ô MX

Ô MX

1 1 2 3 1 2 3

2

0 0 0 1 0 1 1 1

0 1

� �

�

( , , , , , , , ; , , ) ;

( ,

x x x x x xE E

, , , , , , ; , , ) .1 0 1 0 0 1 1 2 3 1 2 3x x x x x x� � �

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ
«ïàðàëëåëüíûé äâîè÷íûé îäíîðàçðÿäíûé ñóììàòîð».

Ïðèìåð 3.2. Ïîñòðîèòü ìóëüòèïëåêñîðíóþ äåêîìïîçèöèþ ïðè
k = 2 äëÿ ÁÔÓ

f x x x x
T

( , , , )1 2 3 4 0000 0001 1111 1111� .

1. Ñòîëáåö çíà÷åíèé ýòîé ôóíêöèè ñîñòîèò èç òðåõ òèïîâ ôðàã-
ìåíòîâ (R = 3) äëèíîé ÷åòûðå: G g0 0 0� � , G g x x1 1 3 4� � � ,
G g g2 2 3 1� � � .

2. Òàê êàê â äàííîì ñëó÷àå m = 2, à 2 2m k� , òî ïðîñòåéøàÿ ðåà-
ëèçàöèÿ ôóíêöèé Ô 1 è Ô 2 äîñòèãàåòñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàçëîæå-
íèÿ Øåííîíà îäíîâðåìåííî ïî ïåðåìåííûì x1 è x 2 .

Ïðèìåð 3.3. Ïîñòðîèòü ìóëüòèïëåêñîðíóþ äåêîìïîçèöèþ ïðè
k = 2 äëÿ ÁÔÓ, ðàññìîòðåííîé â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, â òàáëèöå
èñòèííîñòè êîòîðîé ïîðÿäîê âõîäíûõ ïåðåìåííûõ èçìåíåí íà ïðî-
òèâîïîëîæíûé:

f x x x x
T

( , , , )4 3 2 1 0101 0101 0101 0111� .

1. Ñòîëáåö çíà÷åíèé ýòîé ôóíêöèè ñîñòîèò èç äâóõ òèïîâ ôðàãìåí-
òîâ (R = 2) äëèíîé ÷åòûðå: G g g g x0 0 1 2 1� � � � , G g x x1 3 1 2� � ] .

80



2. Â äàííîì ñëó÷àå m = 1, à 2 2m k� . Ïðè ýòîì èñõîäíîå óðàâíå-
íèå ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå:

f Q Q� MX Ô( , ; )0 1 .

3. Â äàííîì ñëó÷àå âîçìîæíû äâà âàðèàíòà íàçíà÷åíèé ôóíê-
öèé Q i :

Q x

Q x x

Q x x

Q x

0 1

1 1 2

0 1 2

1 1

�

�
�


�

�

�
�


�

;

;

;

.]

]

4. Â ïåðâîì ñëó÷àå

f x x� 1 2] Ô ;

MX MX Ô( , , , ; , ) ( , ; )Q Q Q Q x x Q Q0 0 0 1 4 3 0 1� .

Ýòî óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå:

Ô MX� �( , , , ; , )0 0 0 1 4 3 3 4x x x x .

Âî âòîðîì ñëó÷àå

f x x� 1 2] !Ô ;

MX MX Ô( , , , ; , ) ( , ; )Q Q Q Q x x Q Q1 1 1 0 4 3 0 1� .

Ýòî óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå:

Ô MX� �( , , , ; , ) ! !1 1 1 0 4 3 3 4x x x x] .

Èç èçëîæåííîãî ñëåäóåò, ÷òî â íåäåêîìïîçèðîâàííîé ôîðìå çà-
äàííàÿ ÁÔÓ ðåàëèçóåòñÿ ôîðìóëîé f x x x x� 1 2 3 4] .

Â çàêëþ÷åíèå ðàçäåëà îòìåòèì, ÷òî â [49] ïðèâåäåíà ñõåìà, àíà-
ëîãè÷íàÿ ïðèâåäåííîé íà ðèñ.3.4, êîòîðàÿ ðåàëèçóåò êîíêðåòíóþ
ÁÔÓ ïÿòè ïåðåìåííûõ ïðè n – k = 2. Îäíàêî êàêîé-ëèáî ìàòåìàòè-
÷åñêèé àïïàðàò äëÿ ðåøåíèÿ êàê ýòîé çàäà÷è, òàê è â îáùåì ñëó÷àå â
ýòîé ðàáîòå îòñóòñòâóåò.

3.2.3. Èñïîëüçîâàíèå êàðò äåêîìïîçèöèè
ïðè ìóëüòèïëåêñîðíîé äåêîìïîçèöèè

Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ f x x n( , . . . , )1 . Ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷å-
íèè n – k ýòà ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå: f x x k( , . . . , ,1

x xk n�1, . . . , ).
Ïî ñòîëáöó çíà÷åíèé ÒÈ ýòîé ôóíêöèè ëåãêî îïðåäåëèòü íîìåí-

êëàòóðó ôðàãìåíòîâ G x xl k n( , . . . , )�1 äëèíîé 2 n k� . Ïóñòü ÷èñëî òè-
ïîâ ôðàãìåíòîâ ðàâíî R1 .
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Èñïîëüçóÿ ïåðâûå n – k âõîäíûõ ïåðåìåííûõ äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ñòðîê, à ïîñëåäíèå k âõîäíûõ ïåðåìåííûõ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñòîëá-
öîâ, çàïîëíèì ïî ñòîëáöó çíà÷åíèé ôóíêöèè f êàðòó äåêîìïîçè-
öèè [47]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòà êàðòà èìååò R 2 ðàçëè÷íûõ ñòîëáöîâ.

Åñëè R R1 2
 , òî ÒÈ íå ïðåîáðàçóåòñÿ, à åñëè R R1 2	 , òî ïî êàðòå
äåêîìïîçèöèè ñòðîèòñÿ ÒÈ äëÿ ÁÔÓ f x x x xk n n k( , . . . , , , . . . , )� �1 1 ,
ñòîëáåö çíà÷åíèé êîòîðîé ñîäåðæèò R 2 ðàçëè÷íûõ ôðàãìåíòîâ äëè-
íîé 2 n k� , çàâèñÿùèõ îò ïåðåìåííûõ x x n k1, . . . , � .

Òàêèì îáðàçîì, ïî êàðòå äåêîìïîçèöèè âåñüìà ïðîñòî îïðåäåëÿ-
åòñÿ íîìåíêëàòóðà ôðàãìåíòîâ ïðè ëþáîì çíà÷åíèè n – k äëÿ âòîðî-
ãî èç âîçìîæíûõ n! âàðèàíòîâ ðàñïîëîæåíèÿ ñòîëáöîâ âõîäíûõ ïå-
ðåìåííûõ â ÒÈ.

Ïðèìåð 3.4. Äëÿ ÁÔÓ f x x x
T

( , , )1 2 3 0010 0111� , íåìîíîòîí-
íîé ïî ïåðåìåííîé x 3 , îïðåäåëèòü: íå ÿâëÿåòñÿ ëè îíà ìîíîòîííîé
ïî ïåðåìåííîé x1 .

Ïîñòðîèì êàðòó äåêîìïîçèöèè ïðè k = 1 (òàáë. 3.2).
Ýòà òàáëèöà íå ñîäåðæèò ñòîëáöà òèïà !x1, è ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ

ìîíîòîííîé ïî ïåðåìåííîé x1 . Ïðè ýòîì
f x x x( , , )2 3 1 0001 1111� T.

Ïðèìåð 3.5. Äëÿ ÁÔÓ

f x x x x
T

( , , , )1 2 3 4 0000 0110 1001 1111�

ïîñòðîèòü ðàçäåëèòåëüíóþ äåêîìïîçèöèþ ïðè n – k = 2.
Â à ð è à í ò 1. Çàäàííûé ñòîëáåö çíà÷åíèé ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ

òèïîâ ôðàãìåíòîâ: G 0 0� , G x x1 3 4� � , G x x2 3 4� �!( ), G 3 1� . Íà-
çíà÷èì ôóíêöèè Q i òàê, ÷òîáû óäîâëåòâîðÿëèñü îòíîøåíèÿ ïîêðû-
òèÿ: Q Q0 1m , Q Q0 2m , Q Q0 3m , Q Q1 3m , Q Q2 3m . Ýòè ñîîòíî-
øåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ, íàïðèìåð, ïðè Q G0 0� , Q G1 1� , Q G2 2� ,
Q G3 3� . Ñîñòàâèì óðàâíåíèå

f x x x x Q Q Q Q( , , , ) ( , , , ; , )1 2 3 4 0 1 2 3 1 2� MX Ô Ô .

Ýòî óðàâíåíèå â ÌÔ èìååò âèä:

MX MX Ô Ô( , , , ; , ) ( , , , ; , )Q Q Q Q x x Q Q Q Q0 1 2 3 1 2 0 1 2 3 1 2� .

Ïðè ýòîì Ô 1 1� x , Ô 2 2� x .
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Ò à á ë è ö à 3.2

x1

x x2 3

00 01 10 11

0 0 0 1 1

1 0 1 1 1



Òàê êàê îòíîøåíèÿ ïîêðûòèÿ âûïîëíÿþòñÿ, òî èç [48] ñëåäóåò,
÷òî

f Q Q Q Q� 0 1 2 2 1 3 1 2] ] ]Ô Ô Ô Ô .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî Q 0 0� , Q Q Q1 2� �! , Q 3 1� , ïîëó÷èì:

f Q Q� Ô Ô1 2! ] .

Â à ð è à í ò 2. Ïîñòðîèì êàðòó äåêîìïîçèöèè (òàáë. 3.3).

Èç ýòîé êàðòû ñëåäóåò, ÷òî

f x x x x
T

( , , , )3 4 1 2 0011 0101 0101 0011� .

Â äàííîì ñëó÷àå èìååòñÿ òîëüêî äâà òèïà ôðàãìåíòîâ: G g0 0� �
� �g x3 1 è G g g x1 1 2 2� � � . Ïîëàãàÿ Q x0 1� , Q x1 2� , çàïèøåì
óðàâíåíèå

f x x x x Q Q( , , , ) ( , ; )3 4 1 2 0 1� MX Ô ,

êîòîðîå â ÌÔ èìååò ñëåäóþùèé âèä:

MX MX Ô( , , , ; , ) ( , ; )Q Q Q Q x x Q Q0 1 1 0 3 4 0 1� .

Ïðè ýòîì Ô MX� � �( , , , ; , )0 1 1 0 3 4 3 4x x x x , à
f x x� 1 2!Ô Ô] .

Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçîâàíèå êàðòû äåêîìïîçèöèè ïîçâîëèëî
íàéòè äåêîìïîçèöèþ ìåíåå òðóäîåìêî.

Ïðèìåð 3.6. Ïîñòðîèòü ìóëüòèïëåêñîðíóþ äåêîìïîçèöèþ ïðè
n – k = 2 äëÿ áóëåâîé ôóíêöèè

f x x x x x( , , , , )4 5 1 2 3

0000 0000 0010 1010 1000 1111 1010 111

�

� 1
T

.
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Ò à á ë è ö à 3.3

x x1 2

x x3 4

00 01 10 11

00 0 0 0 0

01 0 1 1 0

10 1 0 0 1

11 1 1 1 1



Â äàííîì ñëó÷àå R = 5 è m = 3. Ïîïûòàåìñÿ óìåíüøèòü çíà÷åíèÿ
R è m çà ñ÷åò ïîñòðîåíèÿ êàðòû äåêîìïîçèöèè (òàáë. 3.4).

Ò à á ë è ö à 3.4

Èç ýòîé êàðòû ñëåäóåò, ÷òî ïðè çàïèñè ÁÔÓ â âèäå

f x x x x x( , , , , )1 2 3 4 5

0011 0000 0101 0000 0111 0011 0111 001

�

� 1
T

,

R = 4, à m = 2. Ïîëàãàÿ Q 0 0� , Q x1 5� , Q x2 4� , Q x x3 4 5� ] , âû-
ïîëíÿþòñÿ îòíîøåíèÿ ïîêðûòèÿ, è ïîýòîìó f x x� 4 1 5 2Ô Ô] .

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé Ô1 è Ô2 ñîñòàâèì óðàâíåíèå â ÌÔ:

MX

MX

( , , , , , , , ; , , )

( , , ,

Q Q Q Q Q Q Q Q x x x

Q Q Q

2 0 1 0 3 2 3 2 1 2 3

0 1 2

�

� Q 3 1 2; , ) .Ô Ô

Ýòî óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå:

Ô MX

Ô MX

1 1 2 3 1 2 3

2

1 0 0 0 1 1 1 1

0

� �

�

( , , , , , , , ; , , ) ! ! ;

( ,

x x x x x x]

0 1 0 1 0 1 0 1 2 3 1 2 3, , , , , , ; , , ) ( ) ! .x x x x x x� ]

3.2.4. Ðàçëîæåíèÿ Øåííîíà ïî êðàéíèì ëåâûì
âõîäíûì ïåðåìåííûì

Ðàçëîæåíèå ïî êðàéíåé ëåâîé âõîäíîé ïåðåìåííîé. Åñëè â ñî-
îòíîøåíèè (3.4) âûáðàòü m = k – 1, Q f x f0 1 0 0� � �( ) ( ), Q1 �
� � �f x f( ) ( )1 1 1 , òî Ô � x1 .

Ïðè ýòîì

� �f f f x� MX ( ), ( );0 1 1 .
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Ðèñ. 3.5



Ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæåò áûòü íàçâàíî ðàçëîæåíèåì Øåííîíà ïî
êðàéíåé ëåâîé âõîäíîé ïåðåìåííîé. Ñòàíäàðòíàÿ ñõåìà, ðåàëèçóþ-
ùàÿ ýòî ñîîòíîøåíèå, ïðèâåäåíà íà ðèñ.3.5.

Ðàçëîæåíèå ïî k êðàéíèì ëåâûì âõîäíûì ïåðåìåííûì. Åñëè â
ñîîòíîøåíèè (3.4) âûáðàòü m = k, Q f x x f Xk0 1 0 10 0� � � �( , . . . , ) ( ),
Q f x x f X Q f x xk kk1 1 1 1 2 1 10 1 1� � � � � ��( , . . . , ) ( ) , . . . , ( , . . . , � �1)
� �f Xk2 1 1( ), òî ôóíêöèè Ôj ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

Ô Ô Ô1 1 2 2� � �x x xk k, , . . . , .

Ïðè ýòîì

f f X f X f X x x xk k� �MX ( )0 1 1 1 2 1 1 1 2( ), ( ) , . . . , ( ); , , . . . , .

Ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæåò áûòü íàçâàíî ðàçëîæåíèåì Øåííîíà ïî
k êðàéíèì ëåâûì âõîäíûì ïåðåìåííûì. Ñòàíäàðòíàÿ ñõåìà, ðåàëè-
çóþùàÿ ýòî ñîîòíîøåíèå, ïðèâåäåíà íà ðèñ. 3.6.

Ðàçëîæåíèå ïî n – 1 êðàéíèì ëåâûì âõîäíûì ïåðåìåííûì.
Åñëè â ñîîòíîøåíèè (3.4) âûáðàòü m = n – 1, Q f x x n0 1 10� � ��( , . . . ,
� � � � � �� � �0 1 10 2 1 1 11, ) ( ) , . . . , ( , . . . , , )x f x Q f x x xn n n nn

� � �f xn n2 11 ( ), òî ôóíêöèè Ôj ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

Ô Ô Ô1 1 2 2 2 1 11� � �� � �x x xn n, , . . . , .

Ïðè ýòîì

f f x f x f x x x xn n n nn� � � �MX ( )0 1 2 1 1 2 11( ), ( ) , . . . , ( ); , , . . . , ,

ãäå f x x xi n n n( ) { , , ! , }� 0 1 .
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Ðèñ. 3.6

Ðèñ. 3.7



Ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæåò áûòü íàçâàíî ðàçëîæåíèåì Øåííîíà ïî
n – 1 êðàéíèì ëåâûì âõîäíûì ïåðåìåííûì. Ñòàíäàðòíàÿ ñõåìà, ðåà-
ëèçóþùàÿ ýòî ñîîòíîøåíèå, ïðèâåäåíà íà ðèñ. 3.7.

Ðàçëîæåíèå ïî âñåì âõîäíûì ïåðåìåííûì. Åñëè â ñîîòíîøå-
íèè (3.4) âûáðàòü m = n, Q f x x f Qn n0 1 0 2 1

0 0� � � � ��( , . . . , ) , . . . ,
� � � � �f x x fn n( , . . . , )1 2 1

1 1 , òî ôóíêöèè Ôj ìîãóò áûòü îïðåäåëå-
íû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ô Ô1 1 2 1
� ��x xn n, . . . , .

Ïðè ýòîì

f f f x x xn n� �MX ( )0 2 1 1 2, . . . , ; , , . . . , , ãäå f i � 0 1, .

Ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæåò áûòü íàçâàíî ðàçëîæåíèåì Øåííîíà ïî
âñåì âõîäíûì ïåðåìåííûì. Ñòàíäàðòíàÿ ñõåìà, ðåàëèçóþùàÿ ýòî
ñîîòíîøåíèå, ïðèâåäåíà íà ðèñ. 3.8.

Ìåòîäû ðåàëèçàöèè ÁÔÓ ñõåìàìè, ïðèâåäåííûìè â ýòîì ðàçäå-
ëå, õîðîøî èçâåñòíû è ðàññìîòðåíû, íàïðèìåð â [50].

3.2.5. Óíèâåðñàëüíûå ðàçëîæåíèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé
ïî êðàéíèì ïðàâûì âõîäíûì ïåðåìåííûì

Ðàçëîæåíèå ïî êðàéíåé ïðàâîé âõîäíîé ïåðåìåííîé. Ðàñ-
ñìîòðèì ñîîòíîøåíèå

f Q Q Q Q� MX Ô Ô( , , , ; , )0 1 2 3 1 2 ,

ãäå Q x xi n n� { , , ! , }0 1 , Q Q Q Q0 1 2 3� � � , à ôóíêöèè Ô1 è Ô2 íå çà-
âèñÿò îò ïåðåìåííîé x n .

Ïîêàæåì, ÷òî ýòî ñîîòíîøåíèå ïîðîæäàåò ïðè ðàçëè÷íûõ íàçíà-
÷åíèÿõ ôóíêöèé Q i âñå óíèâåðñàëüíûå ðàçëîæåíèÿ ïðîèçâîëüíîé
ÁÔÓ íà äâå îñòàòî÷íûå ôóíêöèè ïî ïåðåìåííîé x n , ïðè÷åì êàæäîå
èç íèõ îäíîòèïíî ëèáî ñ ðàçëîæåíèåì Øåííîíà, ëèáî ñ îäíèì èç
ðàçëîæåíèé Ðèäà ïî ýòîé ïåðåìåííîé.

Òåì ñàìûì äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî íå ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíûõ ðàç-
ëîæåíèé ïî îäíîé ïåðåìåííîé, îòëè÷íûõ îò îäíîòèïíûõ ñ ðàçëîæå-
íèÿìè Øåííîíà è Ðèäà.
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Ðèñ. 3.8



Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ ñóùåñòâóåò 4! = 24 (! — ñèìâîë
îïåðàöèè «ôàêòîðèàë») âàðèàíòà íàçíà÷åíèé ôóíêöèé Q i â ðàñ-

ñìàòðèâàåìîì ñîîòíîøåíèè, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò ñòàíäàðòíàÿ
ñõåìà, ïðèâåäåííàÿ íà ðèñ. 3.9. Ýòà ñõåìà ìîæåò áûòü òàê æå èçîá-
ðàæåíà, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 3.10.

Êàæäîå èç íàçíà÷åíèé ïðèâîäèò ê îïðåäåëåííîé ÁÔÓ è ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ÁÔ (òàáë. 3.5).

Ò à á ë è ö à 3.5

Èç ðàññìîòðåíèÿ ýòîé òàáëèöû ñëåäóåò, ÷òî âîñåìü âûðàæåíèé â
íåé (4, 6, 10, 12, 13, 15, 19, 21) PN-îäíîòèïíû ñ ðàçëîæåíèåì Øåííî-
íà, âîñåìü (2, 5, 7, 9, 16, 18, 20, 23) — PN-îäíîòèïíû ñ ðàçëîæåíèåì
Ðèäà ïî ïåðåìåííîé x n , à ïîñëåäíèå âîñåìü (1, 3, 8, 11, 14, 17, 22,
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Ðèñ. 3.9 Ðèñ. 3.10

N Q0 Q1 Q2 Q3 f N Q0 Q1 Q2 Q3 f

1 0 1 !xn xn Ô Ô2 1� !xn 13 !xn 0 1 xn !Ô Ô2 1!x xn n]

2 0 1 xn !xn Ô Ô2 1� xn 14 !xn 0 xn 1 !Ô Ô2 1!xn �

3 0 !xn 1 xn Ô Ô1 2� !xn 15 !xn 1 0 xn !Ô Ô1 2!x xn n]

4 0 !xn xn 1 Ô Ô2 1!x xn n] 16 !xn 1 xn 0 !Ô Ô1 2� ! xn

5 0 xn 1 !xn Ô Ô1 2� xn 17 !xn xn 0 1 !Ô Ô1 2!xn �

6 0 xn !xn 1 Ô Ô1 2!x xn n] 18 !xn xn 1 0 !Ô Ô2 1� ! xn

7 1 0 !xn xn !Ô Ô2 1� xn 19 xn 0 1 !xn Ô Ô1 2! !x xn n]

8 1 0 xn !xn Ô Ô1 2! !xn � 20 xn 0 !xn 1 Ô Ô1 2� ! xn

9 1 !xn 0 xn !Ô Ô1 2� xn 21 xn 1 0 !xn Ô Ô2 1! !x xn n]

10 1 !xn xn 0 !Ô Ô1 2! !x xn n] 22 xn 1 !xn 0 !Ô Ô2 1! !xn �

11 1 xn 0 !xn Ô Ô2 1!xn � 23 xn !xn 0 1 Ô Ô2 1� ! xn

12 1 xn !xn 0 !Ô Ô2 1! !x xn n] 24 xn !xn 1 0 !Ô Ô1 2! !xn �



24) — PN-îäíîòèïíû ñ ðàçëîæåíèåì Ðèäà ïî ïåðåìåííîé ! x n . Èç èç-
ëîæåííîãî ñëåäóåò, ÷òî íå ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíûõ ðàçëîæåíèé íà
äâå îñòàòî÷íûå ôóíêöèè, îòëè÷íûõ îò ðàçëîæåíèé Øåííîíà è Ðèäà è
PN-îäíîòèïíûõ ñ íèìè, ÷òî äî ñèõ ïîð í å á û ë î è ç â å ñ ò í î.

Êàæäîå èç ýòèõ âûðàæåíèé ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì, òàê êàê ìî-
æåò èñïîëüçîâàòüñÿ â êà÷åñòâå îáðàçà äåêîìïîçèöèè ïðîèçâîëüíîé
áóëåâîé ôóíêöèè n ïåðåìåííûõ. Îáðàòèì âíèìàíèå íà òîò ôàêò,
÷òî ïðè ïðèìåíåíèè êàæäîãî èç ýòèõ âûðàæåíèé ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííûé íàáîð ôóíêöèé Ô1 è Ô2.

Ïðèìåð 3.7. Èñïîëüçóÿ ñòðîêó 6 òàáë. 3.5, âûïîëíèòü äåêîìïîçè-
öèþ ôóíêöèè

f x x x x
T

( , , , )1 2 4 3 0101 0100 0110 0111� .

Ñîñòàâèì óðàâíåíèå f x x� Ô Ô1 3 2 3! ] è çàïèøåì åãî â ìóëüòè-
ïëåêñíîé ôîðìå, ïðèìåíÿÿ âìåñòî ôóíêöèé Q i èõ âûðàæåíèÿ:

MX

MX

( , , , , , ! , , ; , , )

( , , ! ,

x x x x x x x x x

x x

3 3 3 3 3 3 1 2 4

3 3

0 1

0 1

�

� ; , ) .Ô Ô1 2

Ýòî óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå:

Ô MX

Ô MX

1 1 2 4 1 4

2

0 0 0 0 0 1 0 1

1 1 1 0

� �

�

( , , , , , , , ; , , ) ;

( , , ,

x x x x x

, , , , ; , , ) (! ) ! .1 0 1 1 1 2 4 1 2 4x x x x x x� � ]

Ýòà äåêîìïîçèöèÿ ñîîòâåòñòâóåò ðàçëîæåíèþ Øåííîíà ïî
ïåðåìåííîé x 3 , òàê êàê f x f x( ) , ( )3 1 3 20 1� � � �Ô Ô . Ïðè ýòîì

� �f x x x x x x x� �1 4 3 1 2 4 3! (! ) !] ] .

Ïðèìåð 3.8. Èñïîëüçóÿ ñòðîêó 21 òàáë. 3.5, âûïîëíèòü äåêîìïî-
çèöèþ ôóíêöèè, ðàññìîòðåííîé â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå.

Â ýòîì ñëó÷àå f x x� Ô Ô2 3 1 3! !] , è ïîýòîìó

MX

MX

( , , , , , ! , , ; , , )

( , , , !

x x x x x x x x x

x x

3 3 3 3 3 3 1 2 4

3 3

0 1

1 0

�

� ; , ) ;Ô Ô1 2

Ô MX

Ô MX

1 1 2 4 1 2 4

2

0 0 0 1 0 1 0 0

0

� � �

�

( , , , , , , , ; , , ) ( ) ;

( ,

x x x x x x

0 0 0 0 1 0 1 1 2 4 1 4, , , , , , ; , , ) .x x x x x�

Ýòà äåêîìïîçèöèÿ îäíîòèïíà ñ ðàçëîæåíèåì Øåííîíà ïî ïåðå-
ìåííîé x 3 . Ïðè ýòîì � �f x x x x x x x� �1 4 3 1 2 34! ! ( ) .]

Ïðèìåð 3.9. Ïðèìåíÿÿ ñòðîêó 1 òàáë. 3.5, âûïîëíèòü äåêîìïîçè-
öèþ ôóíêöèè, ðàññìîòðåííîé â ïðèìåðå 3.7.

Â ýòîì ñëó÷àå f x� �Ô Ô2 1 3! , è ïîýòîìó
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MX

MX

( , , , , , ! , , ; , , )

( , , ! ,

x x x x x x x x x

x x

3 3 3 3 3 3 1 2 4

3 3

0 1

0 1

�

� ; , ) ;Ô Ô1 2

Ô MX

Ô MX

1 1 2 4 2 4

2

1 1 1 0 1 1 1 0

1 1

� �

�

( , , , , , , , ; , , ) ! ! ;

( , ,

x x x x x]

1 0 1 0 1 1 1 2 4 1 2 4, , , , , ; , , ) (! ) ! .x x x x x x� � ]

Ýòà äåêîìïîçèöèÿ îäíîòèïíà ñ ðàçëîæåíèåì Ðèäà ïî ïåðåìåí-
íîé ! x 3 , òàê êàê f x( )3 21� � Ô , f x f x( ) ( )3 3 10 1� � � � Ô . Ïðè
ýòîì � �f x x x x x x� � �(! ) ! (! ! )!1 2 4 2 4 3] ] .

Ïðèìåð 3.10. Èñïîëüçóÿ ñòðîêó 5 òàáë. 3.5, âûïîëíèòü äåêîìïî-
çèöèþ ôóíêöèè, ðàññìîòðåííîé â ïðèìåðå 3.7.

Â ýòîì ñëó÷àå f x� �Ô Ô1 2 3 , è ïîýòîìó

MX

MX

( , , , , , ! , , ; , , )

( , , , !

x x x x x x x x x

x x

3 3 3 3 3 3 1 2 4

3 3

0 1

0 1

�

� ; , ) ;Ô Ô1 2

Ô MX

Ô MX

1 1 2 4 1 4

2

0 0 0 0 0 1 0 1

1 1 1 0

� �

�

( , , , , , , , ; , , ) ;

( , , ,

x x x x x

, , , , ; , , ) ! ! .1 1 1 0 1 2 4 2 4x x x x x� ]

Ýòà äåêîìïîçèöèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæåíèåì Ðèäà ïî ïåðåìåííîé x 3 .
Â íåé â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ îáå îñòàòî÷íûå ôóíêöèè çàâèñÿò îò
äâóõ ïåðåìåííûõ. Ïðè ýòîì f x x x x x� �1 4 2 4 3(! ! )] .

Ïðèìåð 3.11. Ïðèìåíÿÿ ñòðîêó 20 òàáë. 3.5, âûïîëíèòü äåêîìïî-
çèöèþ ôóíêöèè

f x x x x
T

( , , , )1 2 3 4 0011 0010 0110 0111� .

Â ýòîì ñëó÷àå f x� �Ô Ô1 2 4! , è ïîýòîìó

MX

MX

( , , , ! , , ! , , ; , , )

( , , ! , ;

0 1 0 1

0 1

4 4 4 4 1 2 3

4 4

x x x x x x x

x x

�

� Ô Ô1 2, ) ;

Ô MX

Ô MX

1 1 2 3 3

2

0 1 0 1 0 1 0 1

1 1 1 0 0

� �

�

( , , , , , , , ; , , ) ;

( , , , ,

x x x x

, , , ; , , ) ! .0 0 1 1 2 3 1 2 3x x x x x x� �

Òàêèì îáðàçîì, f x x x x x� � �3 1 2 3 4(! ) .
Áóëåâû ôîðìóëû, ïîëó÷åííûå â äâóõ ïîñëåäíèõ ïðèìåðàõ, ëèáî

ìèíèìàëüíû ïî ÷èñëó áóêâ, ëèáî îòëè÷àþòñÿ îò ìèíèìàëüíîé íå
áîëåå ÷åì íà îäíó áóêâó. Ïðè ýòîì îòìåòèì, ÷òî ÁÔÓ äëÿ íèõ ñóùå-
ñòâåííî çàâèñÿò îò âñåõ ñâîèõ ïåðåìåííûõ, à èõ ñòîëáöû çíà÷åíèé
ñîäåðæàò ÷åòíîå ÷èñëî åäèíèö è ïîýòîìó îíè íå ìîãóò áûòü ðåàëè-
çîâàíû ÁÔ, áåñïîâòîðíûìè â áàçèñå {&, ], !}.

Èç èçëîæåííîãî ñëåäóåò, ÷òî îòâåò íà âîïðîñ î íàõîæäåíèè ïðî-
ñòåéøåé äåêîìïîçèöèè ïðè ðàçëîæåíèè ïî ïîñëåäíåé ïåðåìåííîé,
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êàê è îáû÷íî â ëîãè÷åñêîì ïðîåêòèðîâàíèè [11], îñòàåòñÿ îòêðû-
òûì, òàê êàê ýòîò îòâåò â îáùåì ñëó÷àå ñâÿçàí ñ ïîëíûì ïåðåáîðîì
ïî ïîðÿäêó ðàñïîëîæåíèÿ âõîäíûõ ïåðåìåííûõ â ÒÈ è íàçíà÷åíèåì
ôóíêöèé Q i . Äîñòîèíñòâî ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà ñîñòîèò â òîì,
÷òî îí ïîçâîëÿåò âåñüìà ïðîñòî, ñ åäèíûõ ïîçèöèé ïðîâîäèòü êàê
ðàçëîæåíèå Øåííîíà, òàê è ðàçëîæåíèå Ðèäà, à òàêæå ðàçëîæåíèÿ,
îäíîòèïíûå ñ íèìè, ÷òî äî ñèõ ïîð íå áûëî èçâåñòíî.

Îäíàêî îòâåò íà âîïðîñ, «ïðè êàêîì íàçíà÷åíèè ôóíêöèé Q i

ðàçëîæåíèå ïî ïîñëåäíåé ïåðåìåííîé íàèìåíåå òðóäîåìêî?», íàõî-
äèòñÿ â ñòðîêå 6 òàáë. 3.5, òàê êàê ïðè ýòîì ñõåìà íà ðèñ. 3.10 òðàíñ-
ôîðìèðóåòñÿ è ðåçêî óïðîùàåòñÿ, ïðåâðàùàÿñü â ñõåìó íà ðèñ. 3.11,
ñòðóêòóðà êîòîðîé àíàëîãè÷íà ñòðóêòóðå ñõåìû íà ðèñ. 3.5, ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ðàçëîæåíèþ Øåííîíà ïî êðàéíåé ëåâîé âõîäíîé ïåðå-
ìåííîé.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ôóíêöèé Ô1 è Ô2 (ðèñ. 3.11) ïî çàäàííîé ÁÔÓ
ïðåäëàãàåòñÿ ïðîñòîé ìåòîä, ñîñòîÿùèé â ðàñïàêîâûâàíèè (ðàñïðå-
äåëåíèè) åå ñòîëáöà çíà÷åíèé. Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ Ô1 (Ô2) îáðàçóåò-

ñÿ èç çíà÷åíèé ôóíêöèè f, ðàñïîëîæåííûõ íà ÷åòíûõ (íå÷åòíûõ) ïî-
çèöèÿõ.
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Ïðèìåð 3.12. Ðàçëîæèòü ïî ïåðåìåííîé x 4 áóëåâó ôóíêöèþ

f x x x x
T

( , , , )1 2 3 4 0000 0001 0111 1111� .

Èñêîìîå ðàçëîæåíèå ïðèâåäåíî íà ðèñ. 3.12.
Òðàäèöèîííîå ðàçëîæåíèå ýòîé ôóíêöèè ïî ïåðåìåííîé õ1 ïðè-

âåäåíî íà ðèñ. 3.13.
Îòìåòèì, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f ñîäåðæèò òîëüêî äâà òèïà ôðàãìåí-

òîâ äëèíîé äâà, òî ñòàíäàðòíàÿ ñõåìà íà ðèñ. 3.9 óïðîùàåòñÿ è ïðå-
âðàùàåòñÿ â ñõåìó íà ðèñ. 3.14.

Ðàçëîæåíèå ïî äâóì è áîëåå êðàéíèì ïðàâûì âõîäíûì ïåðå-
ìåííûì. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñòàíäàðòíîé ñõåìû, îáåñïå÷èâàþùåé äå-
êîìïîçèöèþ ïðîèçâîëüíîé ÁÔÓ ïî ôóíêöèÿì Q i , çàâèñÿùèì îò
n – k êðàéíèõ ïðàâûõ ïåðåìåííûõ, ìíîæåñòâî ýòèõ ôóíêöèé äîë-
æíî ñîñòîÿòü èç âñåõ ôóíêöèé n – k ïåðåìåííûõ. Ïðè ýòîì äëÿ
n – k = 2 ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

�
�

f Q X Q X

X X X X

� MX

Ô Ô Ô Ô

0 1 15 1

1 0 2 0 3 0 4 0

( ) , . . . , ( ) ;

( ), ( ), ( ), ( ) ,

ãäå X x x n0 1 2� �{ , .. . , }, X x xn n1 1� �{ , }, à äëÿ n – k = 3 ñïðàâåäëèâî
ñîîòíîøåíèå

� �f Q X Q X X X� MX Ô Ô0 1 255 1 1 0 8 0( ), . . . , ( ); ( ), . . . , ( ) ,

ãäå X x x n0 1 3� �{ , .. . , }, X x x xn n n1 2 1� � �{ , , }.
Ñëîæíîñòü ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ, à òåì áîëåå âûðàæåíèé äëÿ

n k� l 3, ïðèâåëà ê òîìó, ÷òî â [49] áûë ðàññìîòðåí òîëüêî îäèí
ïðèìåð äëÿ ñëó÷àÿ n – k = 2. Â ýòîé ðàáîòå âìåñòî ÌÔ èñïîëüçîâà-
ëîñü âåñüìà ãðîìîçäêîå âûðàæåíèå âèäà:
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f Q X X X X X
i

i�
�0

15

1 1 0 2 0 3 0 4 0] ( )
~

( )
~

( )
~

( )
~

( )Ô Ô Ô Ô ,

ãäå «~» — ñèìâîë ïðÿìîé èëè èíâåðñíîé ïåðåìåííîé (ôóíêöèè).
Äëÿ ýòîãî âûðàæåíèÿ â [49] áûëî îòìå÷åíî, ÷òî åñëè ôóíêöèè

Q Xi ( )1 çàôèêñèðîâàòü, òî íàõîæäåíèå äåêîìïîçèöèè ñâîäèòñÿ ê

îïðåäåëåíèþ ôóíêöèé Ôj X( )0 . Îäíàêî êàê âûïîëíèòü ôèêñàöèþ
ôóíêöèé Q Xi ( ),1 â ýòîé ðàáîòå íå áûëî ïðåäëîæåíî.

Ðåøèì ýòîò âîïðîñ ñíà÷àëà äëÿ n – k = 2, à çàòåì è â îáùåì ñëó-
÷àå.

Ñòàíäàðòíàÿ ñõåìà äëÿ n – k = 2, ÿâëÿþùàÿñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì
ñõåìû íà ðèñ. 3.1, ïðèâåäåíà íà ðèñ. 3.15. Àâòîðîì áûë îòìå÷åí
ó ä è â è ò å ë ü í û é ôàêò, ñîñòîÿùèé â òîì, ÷òî ñðåäè 16! âàðèàí-
òîâ íàçíà÷åíèé 16 ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ Q i íà 16 âõîäîâ
ìóëüòèïëåêñîðà «16 â 1» èìååòñÿ îäèí âàðèàíò, êîòîðûé ïðèâîäèò ê
çàìåíå ýòîé ñõåìû íà ñóùåñòâåííî áîëåå ïðîñòóþ ñòàíäàðòíóþ ñõå-
ìó (ðèñ. 3.16).

Óïðîùåíèå ñõåìû íà ðèñ. 3.15 äîñòèãàåòñÿ â òîì ñëó÷àå, åñëè
ôóíêöèè Q i íà âõîäàõ ÌÕ ðàñïîëîæèòü òàê, ÷òîáû äëÿ êàæäîé èç
íèõ ñòîëáåö çíà÷åíèé ñîâïàäàë ñ äâîè÷íûì àäðåñîì âõîäà ÌÕ, ê
êîòîðîìó ýòà ôóíêöèÿ ïîäêëþ÷åíà. Ïðè ýòîì ïðèâåäåííîå âûøå
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ñîîòíîøåíèå äëÿ n – k = 2 òàêæå ðåçêî óïðîùàåòñÿ è ïðèîáðåòàåò
âèä:

� �f X X X X x xn n� �MX Ô Ô Ô Ô1 0 2 0 3 0 4 0 1( ) , ( ) , ( ) , ( ) ; , .

Òàêèì îáðàçîì, ðàññìîòðåííàÿ âûøå äåêîìïîçèöèÿ ôóíêöèè f

ñâåëàñü ê åå ðàçëîæåíèþ ïî äâóì êðàéíèì ïðàâûì ïåðåìåííûì —
x n�1 è x n . Ïðåäëîæèì ïðîñòåéøèé ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé Ôj

äëÿ ÁÔÓ, çàäàííîé ÒÈ: ñòîëáåö çíà÷åíèé ýòîé ôóíêöèè «ðàñïðåäå-
ëÿåòñÿ» òàê, ÷òî ñòîëáöû çíà÷åíèé ôóíêöèé Ô1, Ô2, Ô3, Ô4 îáðàçó-
þòñÿ èç çíà÷åíèé ôóíêöèè f ñ íîìåðàìè 0, 4, 8, 12, ...; 1, 5, 9, 13, ...;
2, 6, 10, 14, ...; 3, 7, 11, 15, ... ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðèìåð 3.13. Ðàçëîæèòü ïî äâóì ïîñëåäíèì ïåðåìåííûì ÁÔÓ

f x x x x
T

( , , , )1 2 3 4 0000 0001 0111 1111� .

Èñêîìîå ðàçëîæåíèå ïðèâåäåíî íà ðèñ. 3.17.
Òðàäèöèîííîå ðàçëîæåíèå Øåííîíà ïðè òàáëè÷íîì çàäàíèè

ÁÔÓ ïðèâåäåíî íà ðèñ. 3.18.
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Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïðèìåíåíèè ïðåäëàãàåìîãî è èçâåñòíîãî
ïîäõîäîâ ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ïî çàäàííîé ÒÈ áåç èçìåíåíèÿ
ïîðÿäêà âõîäíûõ ïåðåìåííûõ â íåé ïîëó÷èòü äâà ðåøåíèÿ è âû-
áðàòü ïðîñòåéøåå, ÷òî äî ñèõ ïîð áûëî íå èçâåñòíî.

Ðàññìîòðåííûé ïîäõîä, îñóùåñòâëÿþùèé çàìåíó äåêîìïîçèöèè
íà ðàçëîæåíèå ïî êðàéíèì ïðàâûì ïåðåìåííûì, ñïðàâåäëèâ òàêæå
è äëÿ ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèé n – k:

f X X X x xn k k n� � �MX Ô Ô Ô( )1 0 2 0 2 0 1( ), ( ), . . . , ( ); , . . . , .

Ïðè n – k = 3 ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò â ñòàíäàðòíîé ñõå-
ìå, ïîëó÷àåìîé èç ñõåìû íà ðèñ. 3.1, èñêëþ÷èòü ÏÇÓ1 ñ òðåìÿ âõî-
äàìè è 256 âûõîäàìè è çàìåíèòü ÌÕ «256 â 1» íà ÌÕ «8 â 1»
(ðèñ. 3.19).

Ïðè ðàçëîæåíèè ïî n – k ïîñëåäíèì ïåðåìåííûì ñòîëáåö çíà÷å-
íèé çàäàííîé ÁÔÓ «ðàñïðåäåëÿåòñÿ» íà 2 n k� ôóíêöèé ïî àíàëîãèè
ñ òåì, êàê ýòî áûëî èçëîæåíî äëÿ n – k = 1, 2.

3.3. Èñïîëüçîâàíèå ìóëüòèïëåêñîðíîé äåêîìïîçèöèè
ïðè ðåàëèçàöèè áóëåâûõ ôóíêöèé

Â ðàçä. 3.2 äëÿ çàäàííîé ÁÔÓ ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè k
îïðåäåëÿëàñü äåêîìïîçèöèÿ ïî îáðàçó ìóëüòèïëåêñîðíîé ôóíêöèè
îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ Q i è Ôj. Ïðè ýòîì ïîñëå íàõîæäåíèÿ
ôóíêöèé Q i ïîÿâëÿëàñü âîçìîæíîñòü îïðåäåëåíèÿ îáðàçà äåêîìïî-
çèöèè îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ Ôj. Ýòà çàäà÷à âñåãäà èìååò ðåøå-
íèå äëÿ ïðîèçâîëüíîé ÁÔÓ, ïðè÷åì îíî â îáùåì ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ
åäèíñòâåííûì.

Òåîðåòè÷åñêèé è ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò åùå ðÿä
çàäà÷:

— çàäàí îáðàç äåêîìïîçèöèè è òðåáóåòñÿ äåêîìïîçèðîâàòü çà-
äàííóþ ÁÔÓ ïî ýòîìó îáðàçó (îïðåäåëèòü ôóíêöèè Ôj);

— çàäàíà ïîðîæäàþùàÿ ôóíêöèÿ (ÏÔ) ìîäóëÿ è òðåáóåòñÿ äå-
êîìïîçèðîâàòü ÁÔÓ ïî îáðàçó ÏÔ;

— çàäàíà ÏÔ ìîäóëÿ è òðåáóåòñÿ äåêîìïîçèðîâàòü ÁÔÓ ïî îáðà-
çó ÏÔ òàê, ÷òîáû ôóíêöèè Ôj îáëàäàëè îïðåäåëåííûìè ñâîéñòâàìè;

— çàäàíà ÏÔ ìîäóëÿ è òðåáóåòñÿ ðåàëèçîâàòü ÁÔÓ â áàçèñå çà-
äàííîãî ìîäóëÿ;

— çàäàíà ÏÔ ìîäóëÿ è òðåáóåòñÿ ðåàëèçîâàòü ÁÔÓ â áàçèñå çà-
äàííîãî ìîäóëÿ òàê, ÷òîáû ÷èñëî ìîäóëåé â ñõåìå áûëî ìèíèìèçè-
ðîâàíî.

Ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ óâåëè÷èâàåòñÿ îò ïåðâîé çàäà÷è
ê ïÿòîé. Ïðè ýòîì îòìåòèì, ÷òî ðåøåíèå òðåòüåé çàäà÷è íå âñåãäà
ñóùåñòâóåò. Òàê, íàïðèìåð, â [42] ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóþò ÁÔÓ,
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äëÿ êîòîðûõ ïðîñòàÿ ìàæîðèòàðíàÿ äåêîìïîçèöèÿ íå ìîæåò áûòü
ïîñòðîåíà.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ åäèíûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ
ýòèõ çàäà÷. Ýòîò ïîäõîä ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí òàêæå è äëÿ ñëó-
÷àÿ ïðèìåíåíèÿ ðàçíîòèïíûõ ìîäóëåé.

3.3.1. Äåêîìïîçèöèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé ïî çàäàííîìó îáðàçó

Ïóñòü îáðàç äåêîìïîçèöèè çàäàí ÁÔ âèäà:

F F Xm� ( , . . . , , )Ô Ô1 1 .

Çàäà÷à äåêîìïîçèöèè ÁÔÓ f x x Xk( , . . . , , )1 1 ïî çàäàííîìó îáðà-
çó ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê ðåøåíèþ îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ
Ô1 , ... , Ôm ëîãè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

f x x X F Xk m( , . . . , , ) ( , . . . , , )1 1 1 1� Ô Ô .

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ, åñëè îíî ñóùåñòâóåò, â îáùåì ñëó÷àå
èìååò âèä:

Ô Ô1 1 1 1� �f x x f x xk m m k( , . . . , ) , . . . , ( , . . . , ) .

Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ ýòàïîâ:
— çàäàííûé îáðàç äåêîìïîçèöèè çàïèñûâàåòñÿ â ÌÔ

F Q X Q Xm m� �MX ( ) , .. . , Ô Ô( )0 1 2 1 1 1( ) ; , . . . , ,

â êîòîðîé ôóíêöèè Q i ìîãóò áûòü îäèíàêîâûìè;
— îïðåäåëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü çàïèñè äåêîìïîçèðóåìîé ÁÔÓ â

âèäå:

f f X f X x xk k� �MX ( ) , .. . , , . . . ,( )0 1 2 1 1 1( ) ; ,

ãäå f X Q X Q Xt m( ) { ( ) , . . . , ( )}1 0 1 2 1 1� � ;
— åñëè ÁÔÓ çàïèñàòü â òàêîì âèäå íå óäàåòñÿ, òî èñêîìàÿ äå-

êîìïîçèöèÿ îòñóòñòâóåò;
— åñëè óêàçàííàÿ ôîðìà ïðåäñòàâëåíèÿ ÁÔÓ ñóùåñòâóåò, òî èñ-

õîäíîå ëîãè÷åñêîå óðàâíåíèå çàïèñûâàåòñÿ â ÌÔ:

MX

MX

( )

(

Q X Q X x x

f X f

q l

k

k( ) , . . . , ( ) ; , . . . ,

( ) , . . . ,

1 1 1

0 1

2

�

�
2 1 1 1m X m� ( ) ; , . . . , ,Ô Ô )

ãäå q l m, . . . , { , . . . , }� �0 2 1 .
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Ýòî óðàâíåíèå âñåãäà èìååò ðåøåíèÿ, ÷èñëî êîòîðûõ ïðè åãî çà-
ïèñè â ÿâíîé ôîðìå îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

r P P P
t t

t

m

m

�
�

�

0 1 2 1

0 1 2 1
, . . . , ,

ãäå Pi — ÷èñëî ôóíêöèé Q Xi ( )1 â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ; t i —
÷èñëî ôóíêöèé Q Xi ( )1 â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ.

Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî åñëè âñå ôóíêöèè Q â ïðàâîé
÷àñòè óðàâíåíèÿ ðàçëè÷íû, òî ðåøåíèå åäèíñòâåííî. Ïðè íàëè÷èè
íåñêîëüêèõ ðåøåíèé ñðåäè íèõ ìîæåò áûòü âûáðàíî îäíî, îáëà-
äàþùåå òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè. Ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä, ïî êðàé-
íåé ìåðå òåîðåòè÷åñêè, ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü äåêîìïîçèöèþ ïðîèç-
âîëüíîé ÁÔÓ ïî ïðîèçâîëüíîìó îáðàçó. Ïðè X 1 0� äåêîìïîçèöèÿ
âñåãäà ñóùåñòâóåò, íî åå íàõîæäåíèå â ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèè Ôj

äîëæíû îáëàäàòü çàäàííûìè ñâîéñòâàìè, ñâÿçàíî ñ îãðîìíûì ïåðå-
áîðîì.

Ïðèìåð 3.14. Äåêîìïîçèðîâàòü ÁÔÓ f x x x x x x( , , )1 2 3 1 2 3� E E
ïî îáðàçó F x x x x x x x x x( , , , ) ( )Ô Ô1 2 3 1 2 3 1 2 3� ] ] ] .

Çàïèøåì óðàâíåíèå

x x x x x x x x x1 2 3 1 2 3 1 2 3E E ] ] ]� Ô ( ) .

Çàïèøåì ôóíêöèþ F â ÌÔ:

F Q Q� MX Ô( , ; )0 1 ,

ãäå Q x x x0 1 2 3� , Q x x x1 1 2 3� ] ] .
Â ñèëó òîãî ÷òî ôóíêöèÿ f íå ñîäåðæèò ôðàãìåíòîâ Q 0 è Q1 , èñ-

õîäíîå óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèÿ.

Ïðèìåð 3.15. Äåêîìïîçèðîâàòü ÁÔÓ f x x x x x x( , , )1 2 3 1 2 3� E E
ïî îáðàçó F F x x x x x x( , , ( , , , ) , ) ( )Ô Ô Ô Ô Ô Ô1 2 1 2 1 22 3 2 3 2 3� ] ] ]
]Ô2 x x2 3 .

Çàïèøåì óðàâíåíèå

x x x x x x x1 2 3 2 3 2 3E E ] ] ]� Ô Ô Ô1 2 2( ) .

Çàïèøåì ýòî óðàâíåíèå â ÌÔ:

MX MX Ô Ô( , ; ) ( , , , ; , )x x x x x x x x x2 3 2 3 1 2 3 2 3 1 20 1] ]� .

Ýòî óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå:

Ô MX

Ô MX

1 1 1

2 1 1

0 1

1 0

� �

� �

( , ; ) ;

( , ; ) ! .

x x

x x

Ïðèìåð 3.16. Äåêîìïîçèðîâàòü ÁÔÓ f x x x x x x( , , )1 2 3 1 2 3� E E
ïî îáðàçó F ( , , , ) ( ) .Ô Ô Ô Ô Ô Ô Ô Ô Ô Ô Ô1 2 3 4 1 2 3 4 2 3 4� ] ] ]
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Çàïèøåì óðàâíåíèå

x x x1 2 3E E ] ] ]� Ô Ô Ô Ô Ô Ô Ô1 2 3 4 2 3 4( ) .

Çàïèøåì ýòî óðàâíåíèå â ÌÔ:

MX

MX

( , , , , , , , ; , , )

( , , , , , , , ,

0 0 0 1 0 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 1 0

1 2 3x x x �

� , , , , , , , ; , , , ) .1 1 1 1 1 1 1 1 2 3 4Ô Ô Ô Ô

Ýòî óðàâíåíèå èìååò îãðîìíîå ÷èñëî ðåøåíèé 8 8 84 4 8� � .
Ñðåäè ýòèõ ðåøåíèé, åñòåñòâåííî, èìååòñÿ è ðåøåíèå, íàéäåí-

íîå áåç ïåðåáîðà â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå:

Ô MX

Ô MX

1 1 2 3 1

2

0 0 0 0 1 1 1 1

1 1 1 1 0

� �

�

( , , , , , , , ; , , ) ;

( , , , ,

x x x x

, , , ; , , ) ! ;

( , , , , , , , ; , ,

0 0 0

0 0 1 1 0 0 1 1

1 2 3 1

3 1 2

x x x x

x x x

�

�Ô MX 3 2

4 1 2 3 30 1 0 1 0 1 0 1

) ;

( , , , , , , , ; , , ) .

�

� �

x

x x x xÔ MX

3.3.2. Äåêîìïîçèöèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé
â áàçèñå çàäàííîãî ìîäóëÿ

Äî ïðîâåäåíèÿ äåêîìïîçèöèè â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî ñíà÷àëà
èññëåäîâàòü ôóíêöèîíàëüíûå âîçìîæíîñòè ìîäóëÿ â ÷àñòè äîïóñ-
òèìûõ îáðàçîâ äåêîìïîçèöèè, à çàòåì ïðè ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé
âåëè÷èíå n – k âûáðàòü äëÿ çàäàííîé ÁÔÓ åå îáðàç è, åñëè îí ñóùå-
ñòâóåò, âûïîëíèòü ïî íåìó äåêîìïîçèöèþ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà, èçëî-
æåííîãî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå.

Ðàññìîòðèì âîïðîñ îá èññëåäîâàíèè ôóíêöèîíàëüíûõ âîçìîæ-
íîñòåé çàäàííîãî ìîäóëÿ. Â [48] áûë ïðåäëîæåí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ
íàñòðàèâàåìûõ ìîäóëåé, ñîñòîÿùèé â òîì, ÷òî äëÿ N çàäàííûõ
ÁÔÓ, ñóùåñòâåííî çàâèñÿùèõ îò n ïåðåìåííûõ, â ïîðîæäàþùóþ
ôóíêöèþ (ÏÔ) ìîäóëÿ îáúåäèíÿëèñü âñå ðàçíîòèïíûå ôðàãìåíòû
Q i äëèíîé 2 1n� , îáðàçóþùèå ñòîëáöû çíà÷åíèé ÒÈ ýòèõ ôóíêöèé,
ïðè÷åì âñå ýòè ÒÈ áûëè çàïèñàíû ïðè îäíîì è òîì æå ïîðÿäêå ïå-
ðåìåííûõ. Ïðè ýòîì áûëî ïðåäëîæåíî ÏÔ ìîäóëÿ ñòðîèòü â âèäå

� �F Q x x Q x x z zn R n m� �MX 0 2 1 2 1( , . . . , ) , . . . , ( , . . . , ) ; , . . . , ,

ãäå R — ÷èñëî ðàçíîòèïíûõ ôðàãìåíòîâ; m R�] log [.
Òàêîé ìîäóëü ïðè íàñòðîéêå z x xi � { , , ! , }0 1 1 1 ìîæåò ðåàëè-

çîâàòü ëþáóþ èç N çàäàííûõ ôóíêöèé, «ñîáèðàÿ» åå èç äâóõ ôðàã-
ìåíòîâ.

Ïîýòîìó, ïàìÿòóÿ ïîãîâîðêó, «÷òî ïîñååøü, òî è ïîæíåøü», åñ-
òåñòâåííûì îáðàçîì ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî ñ ïîìîùüþ ìåòîäà, èçëî-
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æåííîãî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ìîæíî äåêîìïîçèðîâàòü òîëüêî òà-
êèå ÁÔÓ, ñòîëáöû çíà÷åíèé êîòîðûõ îáðàçîâàíû ôðàãìåíòàìè Q i ,
çàëîæåííûìè â ÏÔ ìîäóëÿ. Îäíàêî ïðèìåíèòåëüíî ê íàñòðàèâàå-
ìûì ìîäóëÿì èìååò ìåñòî ñèòóàöèÿ, ïðè êîòîðîé «ñæàòü ìîæíî áîëü-
øå, ÷åì ïîñåÿòü», ÷òî ïîçâîëÿåò ðàñøèðèòü êëàññ ÁÔÓ, äåêîìïîçè-
ðóåìûõ ñ ïîìîùüþ ðàññìàòðèâàåìîãî ìîäóëÿ. Íàïðèìåð, ïîðîæäà-
þùàÿ ôóíêöèÿ ìîäóëÿ F a b c d bcd� ( )] ] ] â [48] ñòðîèëàñü â ðå-
çóëüòàòå îáúåäèíåíèÿ ðàçíîòèïíûõ ôðàãìåíòîâ äëèíîé ÷åòûðå
(n – k = 2) äëÿ ïðåäñòàâèòåëåé PN-òèïîâ ïîðîãîâûõ ôóíêöèé òðåõ
ïåðåìåííûõ. Òàêèì îáðàçîì, ýòîò ìîäóëü ïðåäïîëàãàëîñü èñïîëüçî-
âàòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ äåêîìïîçèöèé ïî ñëåäóþùåìó îáðàçó:

F x x x xn n n n� � �Ô Ô Ô1 2 1 2 1( )] ] ] ,

êîòîðûé â ÌÔ èìååò âèä:

F x x x xn n n n� � �MX Ô Ô( , , , ; , )0 11 1 1 2] .

Îäíàêî ýòîé ÏÔ ñîîòâåòñòâóþò åùå òðè îáðàçà äåêîìïîçèöèè:
— ïðè n – k = 0

F � �

�

Ô Ô Ô Ô Ô Ô Ô

MX

1 2 3 4 2 3 4( )

( , , , , , , , , , , , ,

] ] ]

0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1 1 1 1, , , ; , , , ) ;Ô Ô Ô Ô1 2 3 4

— ïðè n – k = 1

F x x

x x

n n

n n

� �

�

Ô Ô Ô Ô Ô

MX Ô Ô

1 2 3 2 3

1 2

( )

( , , , , , , , ; , ,

] ] ]

0 0 0 1 1 1 Ô 3 ) ;

— ïðè n – k = 3

F x x x x x x

x x x x x

n n n n n n

n n n n

� �

�
� � � �

� � �

Ô

MX

( )

( ,

2 1 2 1

2 1 2

] ] ]

] n nx�1] ; ) ,Ô

êîòîðûå ðàñøèðÿþò êëàññ ïîëîæèòåëüíî ìîíîòîííûõ ÁÔÓ, äåêîì-
ïîçèðóåìûõ ñ ïîìîùüþ ýòîãî ìîäóëÿ. Èç ïðèâåäåííûõ ñîîòíîøå-
íèé ñëåäóåò, ÷òî åñëè äåêîìïîçèðóåìàÿ ôóíêöèÿ f ïðè ôèêñèðîâàí-
íîì n – k ñîñòîèò èç ôðàãìåíòîâ, âõîäÿùèõ â ìóëüòèïëåêñîðíóþ
ôîðìó îáðàçà äåêîìïîçèöèè, òî ïðè n – k = 0 ñóùåñòâóåò âîñåìü â
ñòåïåíè 2 n ðåøåíèé; ïðè n – k = 1 — 3 3 20 1 2t t t� � ðåøåíèé; ïðè n – k
= = 2, 3 — åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Ïðè ýòîì îòìåòèì, ÷òî â îáùåì
ñëó÷àå ïðè n – k = 3 Ô � �f x x n( , . . . , )1 3 ; ïðè n – k = 2
Ôj j nf x x� �( , . . . , )1 2 ; ïðè n – k = 1 Ôj j nf x x� �( , . . . , )1 1 ; ïðè n – k = 0
Ôj j nf x x� ( , . . . , )1 .
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðîñòåéøóþ äåêîìïîçèöèþ ïî êðèòåðèþ
ãàðàíòèðîâàííîé çàâèñèìîñòè ôóíêöèé Ôj îò ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà
ïåðåìåííûõ ñëåäóåò èñêàòü ïðè ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé âåëè÷èíå
n – k, ÷òî îãðàíè÷èâàåò èëè èñêëþ÷àåò ïåðåáîð. Åñëè ïðè íåêîòîðîì
çíà÷åíèè n – k äåêîìïîçèöèÿ íàéäåíà, òî ýòî íå èñêëþ÷àåò òîãî,
÷òî, óìåíüøàÿ âåëè÷èíó n – k çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ ïåðåáîðà (÷èñëà
ðåøåíèé), ìîæåò áûòü íàéäåíî è áîëåå ïðîñòîå, íàïðèìåð ïî ÷èñëó
áóêâ, ðåøåíèå. Ïðè ýòîì îòìåòèì, ÷òî ñðåäè ýòèõ ðåøåíèé íàõîäÿò-
ñÿ òàêæå è âñå ðåøåíèÿ, íàéäåííûå ïðè áóëüøèõ çíà÷åíèÿõ n – k.

Èç èçëîæåííîãî ñëåäóåò, ÷òî ýôôåêòèâíîå èñïîëüçîâàíèå ìîäó-
ëÿ ñâÿçàíî ñ èññëåäîâàíèåì åãî ôóíêöèîíàëüíûõ âîçìîæíîñòåé â
÷àñòè îïðåäåëåíèÿ âñåõ îáðàçîâ äåêîìïîçèöèè, êîòîðûå îí ïîðîæ-
äàåò.

Áóäåì íàçûâàòü îáðàçû äåêîìïîçèöèè, ïîëó÷àåìûå â ðåçóëüòà-
òå çàìåíû âõîäíûõ ïåðåìåííûõ â ÏÔ ïåðåìåííûìè x i è
Ôj, î ñ í î â í û ì è ô ó í ê ö è î í à ë ü í û ì è â î ç ì î æ í î ñ -
ò ÿ ì è ì î ä ó ë ÿ. Ïîëíîå èññëåäîâàíèå îñíîâíûõ ôóíêöèîíàëü-
íûõ âîçìîæíîñòåé ìîäóëÿ ìîæåò áûòü âûïîëíåíî òîëüêî ïðè ó÷åòå
âñåõ äîïóñòèìûõ ïåðåñòàíîâîê íåñèììåòðè÷íûõ âõîäíûõ ïåðåìåí-
íûõ â òàáëèöå èñòèííîñòè ÏÔ ìîäóëÿ, ÷òî ñâÿçàíî ñ ïåðåáîðîì. Èñ-
ñëåäîâàíèå äîïîëíèòåëüíûõ âîçìîæíîñòåé ìîäóëÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ
ïðè óñëîâèè, ÷òî êðîìå ïðÿìûõ ïåðåìåííûõ äîñòóïíû òàêæå è èõ
èíâåðñèè.

Ïðè ýòîì äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ìîäóëÿ, â ÷àñòíîñòè, óäàåòñÿ
óñòàíîâèòü, ÷òî îí ïîçâîëÿåò ïðè n – k = 1 äåêîìïîçèðîâàòü îòðèöà-
òåëüíî ìîíîòîííûå ôóíêöèè, ïðèìåíÿÿ óðàâíåíèå

f x x x xn n n( , . . . , ) ( ! ) !1 � Ô Ô Ô Ô Ô1 2 3 2 3] ] ] ,

êîòîðîå â «ïîëóìóëüòèïëåêñîðíîé» ôîðìå èìååò âèä:

f x x x xn n n( , . . . , ) ( , , , ! , , ; )1 0 0 0 1 1� MX , ! , 1 Ô , Ô , Ô1 2 3 .

Ïðèìåð 3.17. Äåêîìïîçèðîâàòü ïî ÏÔ ðàññìàòðèâàåìîãî ìîäóëÿ
áóëåâó ôóíêöèþ

f x x x x
T

( , , , )1 2 3 4 0001 0101 0101 0111� .

Èç ðàññìîòðåíèÿ ñòîëáöà çíà÷åíèé ÁÔÓ ñëåäóåò, ÷òî îíà íå ìî-
æåò áûòü äåêîìïîçèðîâàíà ïðè n – k = 3, 2, òàê êàê ïðè ýòèõ çíà÷å-
íèÿõ îíà ñîäåðæèò «çàïðåùåííûå» äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ äåêîìïî-
çèöèé ôðàãìåíòû. Òàê êàê ïðè n – k = 1 âñå ôðàãìåíòû äëèíîé äâà
ðàçðåøåíû, òî èñêîìóþ äåêîìïîçèöèþ áóäåì îïðåäåëÿòü â ðåçóëü-
òàòå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

f x x x x x x( , , , ) ( )1 2 3 4 4 4� Ô Ô Ô Ô Ô1 2 3 2 3] ] ] ,
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êîòîðîå â ÌÔ èìååò âèä:

MX , , , ,

MX ,

( , , , , , ; )

( , , ,

0 1

0 0 0

4 4 4 4 4 4 1 2 3

4 4

x x x x x x x x x

x x

�

� , 1 Ô , Ô , Ô1 2 3, , ; ) .1 1

Ýòî óðàâíåíèå èìååò 3 3 2 5761 1 6� � � ðåøåíèé, ñðåäè êîòîðûõ
îòñóòñòâóþò òàêèå, â êîòîðûõ âñå ôóíêöèè Ôj ðàâíû ïåðåìåííûì.
Îäíàêî ñðåäè ýòèõ ðåøåíèé ñóùåñòâóåò òàêîå, â êîòîðîì äâå ôóíê-
öèè Ôj ðàâíû ïåðåìåííûì:

Ô MX

Ô MX

1 1 2 3 1 2 3

2

0 0 1 0 1 0 1 1

0

� �

�

( , , , , , , , ; , , ) ! ;

( ,

x x x x x xE E

1 0 1 0 1 0 1

0 1 0 1 0 1 0 1

1 2 3 3

3

, , , , , , ; , , ) ;

( , , , , , , , ;

x x x x

x

�

�Ô MX 1 2 3 3, , ) .x x x�

Åñëè óìåíüøèòü âåëè÷èíó n – k äî íóëÿ, òî

f x x x x( , , , ) ( ) ;

( , , , , , ,

1 2 3 4 4 4

0 0 0 1 0 1

� Ô Ô Ô Ô Ô Ô Ô

MX

1 2 3 2 3] ] ]

0 1 0 1 0 1 0 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0

1 2 3 4, , , , , , , , , ; , )

( , , , , , ,

x x x x, ,

MX

�

� , , , , , , , , , ; , , ) .1 0 1 1 1 1 1 1 1 Ô , Ô Ô Ô1 2 3 4

Ýòî óðàâíåíèå èìååò îãðîìíîå ÷èñëî ðåøåíèé, ðàâíîå 8 16 , ñðå-
äè êîòîðûõ ñîäåðæèòñÿ ïðîñòåéøåå:

Ô MX1 1 2 3 40 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1� �( , , , , , , , , , , , , , , , ; , , )x x x x ;

( , , , , , , , , , , , , , , , ; , , )Ô MX2 1 2 30 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1� �x x x x1

3 1 2 30 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1

;

( , , , , , , , , , , , , , , , ; , , )Ô MX� �x x x x

x x x

2

4 1 2 30 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1

;

( , , , , , , , , , , , , , , , ; , , )Ô MX� � x 3 .

Ïðèìåð 3.18. Äåêîìïîçèðîâàòü ïî ÏÔ ðàññìàòðèâàåìîãî ìîäóëÿ
ÁÔÓ èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà, çàïèñàâ åå ïðè äðóãîì ïîðÿäêå ïåðå-
ìåííûõ:

f x x x x
T

( , , , )4 1 2 3 0000 0001 0111 1111� .

Â ýòîì ñëó÷àå ìèíèìàëüíîå ðåøåíèå ìîæåò áûòü íàéäåíî óæå
ïðè n – k = 3:

f x x x x x x x x x x

x x x x x

( , , , ) ( ) ;

( ,

4 1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2

� Ô

MX

] ] ]

] ] x x x x x x x x3 4 1 2 3 1 2 3; ) ( , ; ) .� MX Ô] ]

Ýòî óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå Ô = x 4 .
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Èç ðàññìîòðåííûõ ïðèìåðîâ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðî-
ñòåéøåé äåêîìïîçèöèè ôóíêöèè f ïî ÏÔ ìîäóëÿ âîçìîæíû äâà
ïîäõîäà:

— èññëåäîâàíèå îñíîâíûõ è äîïîëíèòåëüíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ
âîçìîæíîñòåé ìîäóëÿ è ïåðåáîð ïî ïîðÿäêó ðàñïîëîæåíèÿ âõîäíûõ
ïåðåìåííûõ â ÒÈ çàäàííîé ôóíêöèè f ;

— îäíîêðàòíîå èññëåäîâàíèå âñåõ ôóíêöèîíàëüíûõ âîçìîæíî-
ñòåé ìîäóëÿ, îñíîâàííîå íà ïåðåáîðå âõîäíûõ ïåðåìåííûõ â ÒÈ ïî-
ðîæäàþùåé ôóíêöèè ìîäóëÿ, è èñêëþ÷åíèå ïåðåáîðà â ÒÈ çàäàí-
íîé ôóíêöèè.

Ïðè «ðó÷íîé» äåêîìïîçèöèè ïåðâûé ïîäõîä ñëåäóåò ïðèìå-
íÿòü äëÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíûõ ìîäóëåé, ó êîòîðûõ ÏÔ íåñèììåò-
ðè÷íû è çàâèñÿò îò ïÿòè è áîëåå ïåðåìåííûõ. Äëÿ ïðîñòûõ ìîäó-
ëåé, ïîðîæäàþùèå ôóíêöèè êîòîðûõ ñèììåòðè÷íû èëè íå çàâèñÿò
áîëåå ÷åì îò ÷åòûðåõ ïåðåìåííûõ, áîëåå öåëåñîáðàçåí âòîðîé ïîä-
õîä.

Èññëåäîâàíèå îñíîâíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ âîçìîæíîñòåé ìîäó-
ëÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ çà ñ÷åò îïðåäåëåíèÿ ìóëüòèïëåêñîðíîé ôîðìû
ïðåäñòàâëåíèÿ ÏÔ ìîäóëÿ ïðè n – k = 0, 1, ..., m – 1, ãäå m — ÷èñëî
âõîäîâ ìîäóëÿ. Ïîëíîå èññëåäîâàíèå îñíîâíûõ âîçìîæíîñòåé ìî-
äóëÿ âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

— èñïîëüçóÿ m âõîäíûõ ïåðåìåííûõ, ñòðîèòñÿ èñõîäíàÿ òàáëè-
öà èñòèííîñòè äëÿ ÏÔ ìîäóëÿ;

— ïî èñõîäíîé ÒÈ çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ ïîðÿäêà âõîäíûõ ïåðåìåí-
íûõ ñòðîÿòñÿ íîâûå ÒÈ, ñòîëáöû çíà÷åíèé êîòîðûõ îòëè÷àþòñÿ è
ìåæäó ñîáîé, è îò ñòîëáöà çíà÷åíèé èñõîäíîé ÒÈ. Ïóñòü, íàïðèìåð,
÷èñëî ÒÈ ñ ðàçëè÷íûìè ñòîëáöàìè çíà÷åíèé ðàâíî Ì;

— â êàæäîé èç Ì òàáëèö èñòèííîñòè âûïîëíÿåòñÿ çàìåíà êîðòå-
æà âõîäíûõ ïåðåìåííûõ íà êîðòåæ íîâûõ ïåðåìåííûõ Ô Ô1, .. . , m .
Ïðè ýòîì ñòðîÿòñÿ Ì ïîðîæäàþùèõ ôóíêöèé F m1 1(Ô Ô, ... , ) , … ,
F M m(Ô Ô1, .. . , ), èìåþùèõ ðàçëè÷íûå ñòîëáöû çíà÷åíèé. Ýòèì ïî-
ðîæäàþùèì ôóíêöèÿì ñîîòâåòñòâóåò «ñáîðêà» ðåàëèçóåìîé ÁÔÓ
èç ôðàãìåíòîâ äëèíîé 2 1 00 � � �( )n k . Òàê êàê ïðè ïåðåñòàíîâêå
âõîäíûõ ïåðåìåííûõ íîìåíêëàòóðà ôðàãìåíòîâ äëèíîé îäèí íå èç-
ìåíÿåòñÿ, òî èç ýòèõ ôóíêöèé áûâàåò öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü
òîëüêî ôóíêöèþ F m1 1(Ô Ô, ... , );

— â êàæäîé èç Ì òàáëèö èñòèííîñòè âûïîëíÿåòñÿ çàìåíà êîðòåæà
âõîäíûõ ïåðåìåííûõ íà êîðòåæ íîâûõ ïåðåìåííûõ Ô Ô1 1, .. . , m� , x n .
Ïðè ýòîì ñòðîÿòñÿ Ì ïîðîæäàþùèõ ôóíêöèé F xm n1 1 1(Ô Ô, ... , , )� ,
… , F xM m n(Ô Ô1 1, .. . , , )� , èìåþùèõ ðàçëè÷íûå ñòîëáöû çíà÷åíèé.
Ýòèì ÏÔ ñîîòâåòñòâóåò «ñáîðêà» ðåàëèçóåìîé ÁÔÓ èç ôðàãìåíòîâ
äëèíîé 21, çàâèñÿùèõ îò ïåðåìåííîé x n kn ( )� � 1 .

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ìîãóò áûòü íàçâàíû äåêîìïîçèöèåé ïî ôóíêöèÿì
Ô Ô1 1, .. . , m� , èëè ðàçëîæåíèåì ïî îäíîé (ïîñëåäíåé) ïåðåìåííîé x n .

Ðàçëîæåíèå ïî ôóíêöèè Q X( )1 â ýòîì ñëó÷àå ñòðîèòñÿ ïðè çàìåíå
â ýòèõ ñîîòíîøåíèÿõ ïåðåìåííîé x n íà ýòó ôóíêöèþ. Äëÿ ðàññìîò-
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ðåííûõ ÏÔ áûâàåò öåëåñîîáðàçíûì ïðèìåíÿòü òîëüêî òå èç íèõ, êîòî-
ðûå ðàçëè÷àþòñÿ íîìåíêëàòóðîé ôðàãìåíòîâ äëèíîé äâà. Íàïðèìåð,
ôóíêöèè F x n1 1 2� �(! )Ô Ô ñîîòâåòñòâóåò ñòîëáåö çíà÷åíèé ñ äâóìÿ
òèïàìè ôðàãìåíòîâ äëèíîé äâà, à ôóíêöèÿì F x n2 2 1� �(! )Ô Ô è
F x n3 1 2� �(! )Ô Ô ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûå ñòîëáöû çíà÷åíèé ñ
òðåìÿ îäèíàêîâûìè òèïàìè ôðàãìåíòîâ äëèíîé äâà;

— óâåëè÷åíèå âåëè÷èíû n – k ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå
âûïîëíèòñÿ óñëîâèå n – k = m – 1. Ïðè ýòîì ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû
Ì ïîðîæäàþùèõ ôóíêöèé F x xn m n1 2(Ô, , .. . , )� � , … ,
F xM n m(Ô, ,� � 2 .. . , )x n , èìåþùèõ ðàçëè÷íûå ñòîëáöû çíà÷åíèé.
Ýòèì ÏÔ ñîîòâåòñòâóåò «ñáîðêà» ðåàëèçóåìîé ÁÔÓ èç ôðàãìåíòîâ
äëèíîé 2 1m� , çàâèñÿùèõ îò ïåðåìåííûõ x xn m n� � 2 , . . . , .

Íà ýòîì çàâåðøàåòñÿ èññëåäîâàíèå îñíîâíûõ âîçìîæíîñòåé ìî-
äóëÿ. Èññëåäîâàíèå äîïîëíèòåëüíûõ âîçìîæíîñòåé íå ïðîâîäèòñÿ
ïðè n – k = 0, à òàêæå ïðè n – k = 1, åñëè ñòîëáåö çíà÷åíèé îáðà-
çà äåêîìïîçèöèè ñîäåðæèò âñå ÷åòûðå òèïà ôðàãìåíòîâ äëèíîé äâà:
0, 1, ! x n , x n . Èññëåäîâàíèå äîïîëíèòåëüíûõ âîçìîæíîñòåé â îñòà-
ëüíûõ ñëó÷àÿõ ìîæåò áûòü çàìåíåíî îïðåäåëåíèåì îäíîòèïíîñòè
ôðàãìåíòîâ çàäàííîé ôóíêöèè f è ðàññìàòðèâàåìîãî îáðàçà äåêîì-
ïîçèöèè ïðè âûáðàííîì çíà÷åíèè n – k. Ïðè ýòîì ïðè ïîäñòàíîâêå
ôðàãìåíòîâ ôóíêöèè f â ìóëüòèïëåêñîðíóþ ôîðìó îáðàçà äåêîì-
ïîçèöèè ïîëó÷àåìàÿ ôîðìóëà äîëæíà áûòü N-îäíîòèïíîé ñ áóëåâîé
ôîðìóëîé îáðàçà.

Ïðèìåð 3.19. Îïðåäåëèòü âîçìîæíîñòü äåêîìïîçèöèè ïðè
n – k = 2 ïî ÏÔ ðàññìàòðèâàåìîãî ìîäóëÿ äëÿ ÁÔÓ

f x x x x
T

( , , , )1 2 3 4 0000 0100 0111 1111� .

Ñîñòàâèì âûðàæåíèå F x x x x1 3 4 3 4 1 20 1� MX Ô Ô( , ! , , ; , )] . Òàê
êàê ôîðìóëà F x x x x1 4 4� Ô Ô Ô1 2 3 2 3( ) !] ] ] íå ÿâëÿåòñÿ N-îäíî-
òèïíîé ñ ÏÔ ìîäóëÿ F x x x x� Ô Ô Ô1 2 3 2 3( )] ] ]4 4 , òî èñêîìàÿ
äåêîìïîçèöèÿ íå ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà.

Ïðèìåð 3.20. Îïðåäåëèòü âîçìîæíîñòü äåêîìïîçèöèè ïðè
n – k = 2 ïî ÏÔ ðàññìàòðèâàåìîãî ìîäóëÿ äëÿ ÁÔÓ

f x x x x
T

( , , , )1 2 3 4 0000 0100 1101 1101� .

Ñîñòàâèì âûðàæåíèå F x x x x1 3 4 3 4 1 20 1� MX Ô Ô( , ! , ! , ; , )] .
Òàê êàê ôîðìóëà F x x x x1 4 4� Ô Ô Ô1 2 3 2 3( ! ) !] ] ] ÿâëÿåòñÿ N-îä-
íîòèïíîé ñ ÏÔ ìîäóëÿ F x x x x� Ô Ô Ô1 2 3 2 3( )] ] ]4 4 , òî èñêîìàÿ
äåêîìïîçèöèÿ ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà:
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f x x x x x x x x( , , , ) ( ! ) !1 2 3 4 3 4 3 4� Ô Ô Ô1 2 2] ] ] ;

MX

= MX

( , ! , ! , ! ; , )

( , ! , !

0

0

3 4 3 4 3 4 1 2

3 4 3 4

x x x x x x x x

x x x x

] ]

]

�

, ; , );1 1 2Ô Ô

Ô MX

Ô MX

1 1 2 1

2 1 2 1 2

0 0 1 1

0 1 0 0

� �

� �

( , , , ; , ) ;

( , , , ; , ) !

x x x

x x x x .

3.3.3. Ìóëüòèïëåêñîðíûé ìåòîä ðåàëèçàöèè áóëåâûõ ôóíêöèé

Ýòîò ìåòîä áàçèðóåòñÿ íà:
— èññëåäîâàíèè ôóíêöèîíàëüíûõ âîçìîæíîñòåé ïðèìåíÿåìîãî

ýëåìåíòà â ÷àñòè îáðàçîâ äåêîìïîçèöèè, êîòîðûå îí ïîðîæäàåò;
— ìóëüòèïëåêñîðíîì ðàçëîæåíèè çàäàííîé ÁÔÓ ïî îäíîìó èç

îáðàçîâ äåêîìïîçèöèè, ïîðîæäàåìîìó ýëåìåíòîì;
— ìóëüòèïëåêñîðíîé äåêîìïîçèöèè çàäàííîé ÁÔÓ ñ ïîñëåäóþ-

ùåé ðåàëèçàöèåé îáðàçà äåêîìïîçèöèè è îñòàòî÷íûõ ôóíêöèé ñõå-
ìàìè èç èñïîëüçóåìûõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå ñòðîÿòñÿ íà îñíîâå
ìóëüòèïëåêñîðíîãî ðàçëîæåíèÿ.

Â çàâèñèìîñòè îò ñâîéñòâ ïðèìåíÿåìîãî ýëåìåíòà ýòîò ìåòîä
ìîæåò äîïîëíÿòüñÿ è äðóãèìè ïðèåìàìè, óïðîùàþùèìè ðåàëèçà-
öèþ. Ìåòîä â îòëè÷èå îò ôîðìóëüíîãî ìåòîäà ïîçâîëÿåò èñïîëüçî-
âàòü ïîâòîðíîñòü ÏÔ è åå îñòàòî÷íûõ.

Ïðèìåð 3.21. Ðåàëèçîâàòü áóëåâó ôóíêöèþ

f x x
T

( , . . . , )1 5 0101 0111 0101 0111 0111 0111 0101 0111�

ñõåìîé èç òðåõâõîäîâûõ ìàæîðèòàðíûõ ýëåìåíòîâ.
Ýòà ÁÔÓ ñîäåðæèò íå÷åòíîå ÷èñëî åäèíèö, ÷òî ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäè-

ìûì óñëîâèåì áåñïîâòîðíîñòè. Îíà ðåàëèçóåòñÿ ÁÁÔ f x x� ( !1 2 ]
] ]x x x3 4 5) .

1. Áåñïîâòîðíàÿ êàñêàäíàÿ ñõåìà, ïîñòðîåííàÿ ôîðìóëüíûì ìå-
òîäîì, ïðèâåäåíà íà ðèñ. 3.20.

2. Òàê êàê çàäàííàÿ ÁÔÓ ìîíîòîííà ïî ïåðåìåííîé x 5 , òî âû-
ïîëíèì ìàæîðèòàðíîå ðàçëîæåíèå ïî ýòîé ïåðåìåííîé:
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f x x x

x x x x x x x

( , . . . , ) ;

( , , , , , , , , ,

1 5 1 2 5

5 5 5 5 5 5 51 1

� Ô Ô

MX

E E

1 1 1

0 1

5 5 5 5

1 2 3 4 5 5 1 2

, , , , , , ;

, , , ) ( , , , ; , )

x x x x

x x x x x x� MX Ô Ô .

Ýòî óðàâíåíèå èìååò 2 204811 � ðåøåíèé, îäíî èç êîòîðûõ ñëå-
äóþùåå:

Ô MX1 1 2 3 41 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1� ( , , , , , , , , , , , , , , , ; , , , )x x x x �

�

1

0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 0 12 1 2 3

;

( , , , , , , , , , , , , , , , ; , , ,Ô MX x x x x

x x x x

4

1 2 3 4

)

( ! ) .

�

� ]

Ôóíêöèÿ Ô2 ìîíîòîííà ïî ïåðåìåííîé x 4 , è ïîýòîìó

Ô Ô Ô

MX

2 1 4 21 22 4

4 4 4 4 40 0 0

( , .. . , ) ;

( , , , , , , , ;

x x x

x x x x x x

� E E

1 2 3

4 4 21 220 1

, , )

( , , , ; , ) .

x x

x x

�

� MX Ô Ô

Ýòî óðàâíåíèå èìååò 32 ðåøåíèÿ, îäíî èç êîòîðûõ ñëåäóþùåå:

Ô MX

Ô MX

21 1 2 3

22

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 1

� �

�

( , , , , , , , ; , , ) ;

( , , , ,

x x x

1 1 0 1 1 2 3 1 2 3, , , ; , , ) ! .x x x x x x� ]

Ôóíêöèÿ Ô22 ìîíîòîííà ïî ïåðåìåííîé x 3 , è ïîýòîìó

Ô Ô Ô

MX MX

22 1 2 3 221 222 3

3 3 3 1 21

( , , ) ;

( , , , ; , )

x x x x

x x x x x

�

�

E E

( , , , ; , ) .0 13 3 221 222x x Ô Ô

Ýòî óðàâíåíèå èìååò âîñåìü ðåøåíèé, îäíî èç êîòîðûõ ñëåäóþùåå:

Ô MX

Ô MX

221 1 2

222 1 2 1

1 1 1 1 1

0 0 1 0

� �

� �

( , , , ; , ) ;

( , , , ; , )

x x

x x x ! .x 2

Ôóíêöèÿ Ô222 ìîíîòîííà ïî ïåðåìåííîé ! x 2 , è ïîýòîìó

Ô Ô Ô

MX MX

222 1 2 2221 2222 2

2 1 20 0

( , ) ! ;

( , ! ; ) ( , ! ,

x x x

x x x

�

�

E E

! , ; , ) .x 2 2221 22221 Ô Ô

Ýòî óðàâíåíèå èìååò äâà ðåøåíèÿ, îäíî èç êîòîðûõ ñëåäóþùåå:

Ô MX

Ô MX

2221 1

2222 1 1

0 0 0

0 1

� �

� �

( , ; ) ;

( , ; ) .

x

x x
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Â ðåçóëüòàòå èçëîæåííîãî ïîëó÷àåòñÿ áåñïîâòîðíàÿ êàñêàäíàÿ
ñõåìà (ðèñ. 3.20), êîòîðàÿ ïîñòðîåíà ôîðìóëüíûì ìåòîäîì ñóùåñò-
âåííî ìåíåå òðóäîåìêî. Îäíàêî ôîðìóëüíûé ìåòîä â äàííîì ñëó-
÷àå ïî çàäàííîé ôîðìóëå ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü òîëüêî îäíó ñõåìó, â
òî âðåìÿ êàê ìóëüòèïëåêñîðíûé ìåòîä, èñïîëüçóÿ òàáëèöó èñòèí-
íîñòè, ïîçâîëÿåò äàæå áåç ïåðåñòàíîâêè ñòîëáöîâ âõîäíûõ ïåðå-
ìåííûõ â íåé ïîëó÷àòü áîëüøîå ÷èñëî ðåøåíèé (ñõåì).

Ïðèìåð 3.22. Ðåàëèçîâàòü ÁÔ f x x x x x� 1 2 3 4 5( )] ñõåìîé èç
3-óíèâåðñàëüíûõ ìîäóëåé, ñòðóêòóðà êàæäîãî èç êîòîðûõ îïèñûâà-
åòñÿ áóëåâîé ôîðìóëîé

F a b c d a b c d bcd
T

( , , , ) ( )� �] ] ] 0000 0001 0111 1111 .

Ïî ôîðìóëå f ïîñòðîèì ÒÈ:

f x x x x x( , , , , )1 2 3 4 5

0000 0000 0000 0000 0001 0001 0001 111

�

� 1
T

.

Ïðè n – k = 2 ïðåäïîëîæèì, ÷òî Q 0 0� , Q x x1 4 5� , Q x x2 4 5� ] ,
Q 3 1� , è çàïèøåì óðàâíåíèå:

x x x x x x x x x1 2 3 4 5 1 2 4 5 2 4 5( ) ( )] ] ] ]� Ô Ô Ô ;

MX

MX

( , , , , , , , ; , , )

( , , ,

Q Q Q Q Q Q Q Q x x x

Q Q Q

0 0 0 0 1 1 1 3 1 2 3

0 1 2

�

� Q 3 1 2; , ) .Ô Ô

Ýòî óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå:

Ô MX

Ô MX

1 1 2 3 1 2 3

2

0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0

� �

�

( , , , , , , , ; , , ) ;

( , ,

x x x x x x

, , , , , ; , , ) .0 1 1 1 1 1 2 3 1x x x x�

Äëÿ ðåàëèçàöèè ôóíêöèè Ô1 âíîâü çàïèøåì è ðåøèì óðàâíåíèå
ïðè n – k = 2, êîòîðîå òàêæå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå:

x x x x x x x1 2 3 11 21 2 3 21 2 3� Ô Ô Ô( )] ] ] ;

MX MX Ô Ô( , ; ) ( , , , ; , ) ;Q Q x Q Q Q Q0 1 1 0 1 2 3 11 21�

Ô MX

Ô MX

11 1

21 1 1

0 0 0

0 1

� �

� �

( , ; ) ;

( , ; ) .

x

x x

Òàêèì îáðàçîì, çàäàííàÿ ÁÔ ñ ïîìîùüþ ìóëüòèïëåêñîðíîãî ìåòî-
äà, èñïîëüçóþùåãî íà êàæäîì øàãå ðàçäåëèòåëüíóþ äåêîìïîçèöèþ,
ðåàëèçóåòñÿ íåðàçäåëèòåëüíîé (ïîâòîðíîé) ñõåìîé èç äâóõ ìîäóëåé:

Ô � �0 1 2 3 1 2 3 1 2 3( )x x x x x x x x x] ] ] ,

f x x x x x x� Ô( )1 4 5 1 4 5] ] ] .
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Ïðè ïðèìåíåíèè ôîðìóëüíîãî ìåòîäà ýòà ÁÔ ðåàëèçóåòñÿ áåñ-
ïîâòîðíîé ñõåìîé èç òðåõ ìîäóëåé:

f x x x x x x

f f x x x x f x

1 2 3 2 3 2 3

2 1 4 5 4 5 1

0 1 1

1 1

� �

� �

( ) ,

( )

] ] ]

] ] ] ] 4 5

1 2 1 2 1 20 1 1

x

f x f x f x f

,

( ) .� �] ] ]

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ðàññìîòðåííîé ôîðìóëû ìóëüòèïëåêñîðíûé
ìåòîä ÿâëÿåòñÿ áîëåå ýôôåêòèâíûì ïî ñðàâíåíèþ ñ ôîðìóëüíûì
ìåòîäîì, òàê êàê â ïåðâîì ñëó÷àå âñå ÷åòûðå âõîäà âûõîäíîãî ìîäó-
ëÿ èñïîëüçóþòñÿ â êà÷åñòâå èíôîðìàöèîííûõ âõîäîâ, à âî âòîðîì —
ó êàæäîãî ìîäóëÿ â ñõåìå â êà÷åñòâå èíôîðìàöèîííûõ ïðèìåíÿåòñÿ
íå áîëåå ÷åì òðè âõîäà. Ôîðìóëüíûé ìåòîä íå ïîçâîëÿåò ðåàëèçî-
âàòü ôîðìóëó Ô, òàê êàê îíà îòñóòñòâóåò â çàäàííîé ôîðìóëå.

Òàêóþ æå ñëîæíîñòü ïðè èñïîëüçîâàíèè ìóëüòèïëåêñîðíîãî ìå-
òîäà èìååò è ôîðìóëà f x x x x x3 1 2 3 4 5� ] ] ]( ) ( ), äâîéñòâåííàÿ ñ
çàäàííîé, êîòîðàÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóëüíîãî ìåòîäà òàêæå ðåàëèçó-
åòñÿ ñõåìîé èç òðåõ ìîäóëåé:

x x x x x x x x x1 2 3 4 5 1 2 4 5 2 4 5] ] ] ] ] ]( ) ( ) ( )� Ô Ô Ô ;

MX

MX

( , , , , , , , ; , , )

( , , ,

Q Q Q Q Q Q Q Q x x x

Q Q Q

0 2 2 2 3 3 3 3 1 2 3

0 1 2

�

� Q 3 1 2; , ) ;Ô Ô

Ô MX

Ô MX

1 1 2 3 1 2 3

2

0 1 1 1 1 1 1 1

0 0

� �

�

( , , , , , , , ; , , ) ;

( ,

x x x x x x] ]

, , , , , , ; , , ) .0 0 1 1 1 1 1 2 3 1x x x x�

Äëÿ ðåàëèçàöèè ôóíêöèè Ô1 âíîâü çàïèøåì è ðåøèì óðàâíåíèå
ïðè n – k = 2, êîòîðîå òàêæå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå:

x x x x x x x1 2 3 11 21 2 3 21 2 3] ] ] ] ]� Ô Ô Ô( ) ;

MX MX Ô Ô( , ; ) ( , , , ; , ) ;Q Q x Q Q Q Q2 3 1 0 1 2 3 11 21�

Ô MX

Ô MX

11 1

21 1 1

1 1 1

0 1

� �

� �

( , ; ) ;

( , ; ) .

x

x x

Òàêèì îáðàçîì,

Ô � �1 1 2 3 1 2 3 1 2 3( )x x x x x x x x x] ] ] ,

f x x x x x x3 1 4 5 1 4 5� Ô( )] ] ] .

Òàê êàê òîëüêî ýòè äâà PN-òèïà ôîðìóë â áàçèñå {&, ], !} ïðè
h = 5 ðåàëèçóþòñÿ ôîðìóëüíûì ìåòîäîì ñõåìîé èç òðåõ òàêèõ ìî-
äóëåé, òî òåì ñàìûì âìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

2 5 3 3m mL( , )
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äîêàçàíî, ÷òî

L( , )5 3 2� ,

÷òî äî ñèõ ïîð áûëî íå èçâåñòíî.
Îñîáåííîñòè ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ìåòîäà ïðè ñèíòåçå ñõåì â ðàç-

ëè÷íûõ ýëåìåíòíûõ áàçèñàõ ïîäðîáíî ðàññìîòðåíû â ãë. 4—6.
Èçëîæåííûé ìåòîä ìîæåò áûòü ìîäèôèöèðîâàí äëÿ ðåàëèçàöèè

íà åãî îñíîâå ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé ôóíêöèè n ïåðåìåííûõ ñõåìîé
èç òàáëè÷íûõ ïðåîáðàçîâàòåëåé [51], êàæäûé èç êîòîðûõ ðåàëèçî-
âàí, íàïðèìåð, ïîñòîÿííûì çàïîìèíàþùèì óñòðîéñòâîì (ÏÇÓ) ñ m
âõîäàìè è îäíèì âûõîäîì (m < n). Òàêîå ÏÇÓ, íåñìîòðÿ íà òî ÷òî
îíî íå èìååò íàñòðîå÷íûõ âõîäîâ, ìîæåò çà ñ÷åò ïðîãðàììèðîâàíèÿ
ðåàëèçîâàòü ïðîèçâîëüíóþ ÁÔÓ m è ìåíåå ïåðåìåííûõ. Ïðè ýòîì
îòìåòèì, ÷òî ïðè ñèíòåçå ñõåì èç ëîãè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ äëÿ êàæäî-
ãî èç íèõ àïðèîðè èçâåñòíû ÷èñëî âõîäîâ è åãî ïîðîæäàþùàÿ ôóíê-
öèÿ, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîé, â òî âðåìÿ êàê ïðè ñèíòåçå
ñõåì èç ÏÇÓ äëÿ êàæäîãî èç íèõ àïðèîðè èçâåñòíî òîëüêî ÷èñëî åãî
âõîäîâ, à ïðè ñèíòåçå ñõåì èç ïîðîãîâûõ ýëåìåíòîâ êàæäîãî ýëå-
ìåíòà àïðèîðè íå èçâåñòíî äàæå ýòî ÷èñëî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òðåáóåòñÿ ðåàëèçîâàòü ÁÔÓ, ðàññìîòðåííóþ
â ïðèìåðå 3.22 ñõåìîé èç ÏÇÓ ñ m m 4. Åñëè èñïîëüçîâàòü ñõåìó èç
äâóõ ÏÇÓ, àíàëîãè÷íóþ ñ ïðèâåäåííîé â [51] äëÿ ëîãè÷åñêîãî áëî-
êà, ïðèìåíÿåìîãî â ñåìåéñòâå ìèêðîñõåì XC4000 ôèðìû «Xilinx»,
òî îäíî ÏÇÓ ñ m = 3 ðåàëèçóåò ðàçëîæåíèå Øåííîíà ïî ïåðåìåííîé
x1 , à âòîðîå ÏÇÓ ñ m = 4 — îñòàòî÷íóþ ôóíêöèþ îò îñòàëüíûõ ïå-
ðåìåííûõ. Ïîêàæåì, ÷òî ìîäèôèöèêàöèÿ ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà ïî-
çâîëÿåò óïðîñòèòü ýòó ñõåìó, à òàêæå ñõåìó, ïîñòðîåííóþ â ïðèìå-
ðå 3.22, çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ áîëåå øèðîêèõ ôóíêöèîíàëüíûõ âîç-
ìîæíîñòåé ÏÇÓ ïî ñðàâíåíèþ c ôóíêöèîíàëüíûìè âîçìîæíîñòÿìè
ðàññìîòðåííîãî ìîäóëÿ.

Òàê êàê ïðè m = 4 êàæäîå ÏÇÓ ìîæíî çàïðîãðàììèðîâàòü íà ðåà-
ëèçàöèþ òîëüêî îäíîãî òèïà ôðàãìåíòîâ äëèíîé 16, à ÒÈ çàäàííîé
ÁÔÓ ñîñòîèò èç äâóõ ðàçíîòèïíûõ ôðàãìåíòîâ ýòîé äëèíû, òî íà
îäíîì ÏÇÓ ýòà ôóíêöèÿ íå ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà. Ýòà ôóíêöèÿ
òàêæå íå ìîæåò áûòü äåêîìïîçèðîâàíà ïî ôðàãìåíòàì äëèíîé âî-
ñåìü, òàê êàê åå ÒÈ ñîñòîèò èç òðåõ òèïîâ òàêîé æå äëèíû, à ÏÇÓ
ìîæåò ðåàëèçîâàòü òîëüêî äâà ôðàãìåíòà ýòîé æå äëèíû (n – k = 1).

Äåêîìïîçèöèÿ ìîæåò áûòü âûïîëíåíà ïî ôðàãìåíòàì äëèíîé
÷åòûðå, òàê êàê ÒÈ çàäàííîé ôóíêöèè ñîñòîèò èç òðåõ ðàçíîòèïíûõ
ôðàãìåíòîâ òàêîé æå äëèíû, à ÏÇÓ ìîæåò ðåàëèçîâàòü ÷åòûðå ôðàã-
ìåíòà ýòîé æå äëèíû (n – k = 2), òðè èç êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ íî-
ìåíêëàòóðîé ôðàãìåíòîâ ðåàëèçóåìîé ôóíêöèè, à ÷åòâåðòûé ìîæåò
áûòü âûáðàí ïðîèçâîëüíî. Âîçìîæíîñòü ïðîèçâîëüíîãî âûáîðà ýòî-
ãî ôðàãìåíòà ïîçâîëÿåò óïðîñòèòü ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðèìåðîì 3.22
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îñòàòî÷íóþ ôóíêöèþ, ïîëó÷àåìóþ ïîñëå ïåðâîãî øàãà äåêîìïîçè-
öèè.

Ïîëàãàÿ, ÷òî Q 0 0� , Q x x1 4 5� , Q 2 0� , Q 3 1� , çàïèøåì óðàâíå-
íèå:

x x x x x x x1 2 3 4 5 2 1 4 5( ) ( )] ]� Ô Ô ;

MX( ? , ? , ? , ? , , , , ; , , )Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q x x x0 2 0 2 0 2 0 2 1 1 1 3 1 2 3 �

� MX Ô Ô( , , , ; , ) .Q Q Q Q0 1 2 3 1 2

Èç 16 ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ âûáåðåì ñëåäóþùåå:

Ô MX

Ô MX

1 1 2 3 2 3

2

0 0 0 1 0 0 0 1

0 0 0 0

� �

�

( , , , , , , , ; , , ) ;

( , , ,

x x x x x

, , , , ; , , ) .1 1 1 1 1 2 3 1x x x x�

Òàêèì îáðàçîì, ìîäèôèêàöèÿ ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà, êîòîðàÿ
ìîæåò áûòü íàçâàíà ìóëüòèïëåêñîðíûì ìåòîäîì ñ íàñòðàèâàåìûì
îáðàçîì äåêîìïîçèöèè, è áîëåå øèðîêèå ôóíêöèîíàëüíûå âîçìîæ-
íîñòè ÏÇÓ ïîçâîëèëè ïîñòðîèòü ïîäôóíêöèþ Ô1, çàâèñÿùóþ òîëü-
êî îò äâóõ ïåðåìåííûõ, è òåì ñàìûì ðåàëèçîâàòü çàäàííóþ ÁÔÓ
ñõåìîé èç äâóõ ÏÇÓ — ñ m = 4 è m = 2.

Îòìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ôîðìóëüíûé ìåòîä ñòðîèò èç òåõ æå
ýëåìåíòîâ ñõåìó, ðåàëèçóþùóþ äðóãóþ äåêîìïîçèöèþ: Ô � x x2 3 ]
] x x4 5 , f x� 1Ô.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî óæå ïðè m = 3 ïîñòîÿííîå çàïîìèíàþùåå
óñòðîéñòâî ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ ðåàëèçàöèè ðàçëîæåíèÿ
Øåííîíà çàäàííîé ÁÔÓ ïî êðàéíåé ïðàâîé âõîäíîé ïåðåìåííîé åå
òàáëèöû èñòèííîñòè, òàê êàê ïðè ýòîì çíà÷åíèè m â ñòîëáöå çíà÷å-
íèé ÏÇÓ ìîãóò áûòü «ðàñïîëîæåíû» âñå ÷åòûðå òèïà ôðàãìåíòîâ
äëèíîé äâà.

Ðàññìîòðåííàÿ ìîäèôèêàöèÿ ìóëüòèïëåêñîðíîãî ìåòîäà ïðèìå-
íèìà òàêæå è äëÿ ðåàëèçàöèè ÁÔÓ â áàçèñå ìóëüòèïëåêñîðîâ «2m â 1».

Èç èçëîæåííîãî ñëåäóåò, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè ÏÇÓ è ìóëüòè-
ïëåêñîðîâ ñ ïîìîùüþ èçëîæåííîãî ìåòîäà ïðè m l 3 êàæäûé øàã
äåêîìïîçèöèè ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòèâíûì, à íàñòðîéêà êàæäîãî èç
íèõ îïðåäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðîé ñòîëáöà çíà÷åíèé ÒÈ ðåàëèçóåìîé
ÁÔÓ (åå îñòàòî÷íîé), â òî âðåìÿ êàê ïðè ïðèìåíåíèè äðóãèõ òèïîâ
ýëåìåíòîâ ðåçóëüòàòèâíîñòü øàãà äåêîìïîçèöèè îïðåäåëÿåòñÿ ñîâ-
ïàäåíèåì òèïîâ ôðàãìåíòîâ äëèíîé áîëåå îäíîãî â ñòîëáöàõ çíà÷å-
íèé òàáëèö èñòèííîñòè ðåàëèçóåìîé ÁÔÓ (åå îñòàòî÷íîé) è ïîðîæ-
äàþùåé ôóíêöèè ýëåìåíòà.

3.4. Ñðàâíåíèå ìóëüòèïëåêñîðíîãî ìåòîäà
ñ èçâåñòíûìè ìåòîäàìè
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3.4.1. Ìóëüòèïëåêñîðíûé ìåòîä
è äåêîìïîçèöèîííûé ìåòîä Ìèëëåðà

Â [32] íà îñíîâå ïðèìåíåíèÿ ñîîòíîøåíèÿ (3.1) ðàññìîòðåí äå-
êîìïîçèöèîííûé ìåòîä ñèíòåçà â äâóõ ïîñòàíîâêàõ çàäà÷è:

— çàäàíû ôóíêöèè f è F è òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ôóíêöèè Ôj ;
— çàäàíû ôóíêöèè f è Ôj è òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ôóíêöèþ F.
Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ f ìîæåò áûòü êàê ïîëíîñòüþ îïðåäåëåííîé,

òàê è îïðåäåëåííîé ëèøü ÷àñòè÷íî.
Ýòîò ìåòîä áàçèðóåòñÿ íà âåñüìà ñïåöèôè÷åñêîì ìàòåìàòè÷å-

ñêîì àïïàðàòå, èñïîëüçóþùåì íåòðàäèöèîííûå äëÿ áóëåâîé àëãåá-
ðû òåðìèíû, òàêèå, íàïðèìåð, êàê ÷àñòè÷íîå óïîðÿäî÷åíèå ôóíê-
öèé, ðàñøèðåíèå ôóíêöèé, ñîâìåñòèìîñòü è íåñîâìåñòèìîñòü ìíî-
æåñòâ, ìàêñèìàëüíàÿ ñîâìåñòèìîñòü ìíîæåñòâ è ò.ä. Ýòî óñëîæíÿåò
ïîíèìàíèå è ïðèìåíåíèå ýòîãî ìåòîäà.

Ïîêàæåì íà ïðèìåðàõ èç [32], ÷òî ïðåäëàãàåìûé ñóùåñòâåííî
áîëåå ïðîñòîé ìóëüòèïëåêñîðíûé ìåòîä äëÿ ìíîãèõ ÁÔÓ ïðèâîäèò
ê òåì æå ðåçóëüòàòàì.

Ïðèìåð 3.23. Ïðè m = 1 è n – k = 2 ïîñòðîèòü ôóíêöèþ Ô, åñëè
F — ìàæîðèòàðíàÿ ôóíêöèÿ òðåõ ïåðåìåííûõ, à f — ÷àñòè÷íî îïðå-
äåëåííàÿ ôóíêöèÿ âèäà

f x x x x
T

( , , , )1 2 3 4 00 11 0111 0 1� � � � � � � .

1.1. Ýòà ÒÈ ñîäåðæèò ÷åòûðå ôðàãìåíòà äëèíîé ÷åòûðå, êîòî-
ðûå ìîãóò áûòü äîîïðåäåëåíû äî òðåõ òèïîâ ôðàãìåíòîâ, îáåñïå÷è-
âàþùèõ ïîëó÷åíèå â êà÷åñòâå îáðàçà äåêîìïîçèöèè ìàæîðàíòû
(òàáë. 3.6).

Ò à á ë è ö à 3.6

1.2. Ïðè Q 0 0� , Q Q Q x x� � �1 2 3 4] , Q 3 1� ñïðàâåäëèâî óðàâ-
íåíèå

f x x x x x x( , , , ) ( )1 2 3 4 1 2 3 4� Ô ÔE E ] ,

êîòîðîå â ÌÔ èìååò âèä:
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x3 x4 g1 g1 g2 g3

0 0 0

0

–

–

0

0

–

–

1

1

1

1
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0

–

–

1

1

1
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MX MX Ô Ô( , , , ; , ) ( , , , ; , )0 1 0 11 2 1 2Q Q x x Q Q� .

Ýòî óðàâíåíèå èìååò ÷åòûðå ðåøåíèÿ, äâà èç êîòîðûõ íåèçîìîðô-
íû:

Ô MX

Ô MX

1 1 2 1 2

2 1 2 1

0 1 0 0

0 1 1 1

� �

� �

( , , , ; , ) ! ;

( , , , ; , )

x x x x

x x x ] x 2 ;

�


�

Ô MX

Ô MX

1 1 2 2

2 1 2 1 2

0 1 0 1

0 1 1 0

� �

� � �

( , , , ; , ) ;

( , , , ; , )

x x x

x x x x .

�


�

Òàêèì îáðàçîì, â äàííîì ñëó÷àå

f x x x x x x� ! ( ) ( )1 2 1 2 3 4E ] E ] èëè

f x x x x x� �2 1 2 3 4E E ]( ) ( ) .

2. Äëÿ çàäàííîé ÁÔÓ ïîñòðîèì êàðòó äåêîìïîçèöèè (òàáë. 3.7).

Ò à á ë è ö à 3.7

2.1. Èç ýòîé òàáëèöû ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ

f x x x x
T

( , , , )3 4 1 2 0 00 0 1 11� � � � � � � 111

òàêæå ñîäåðæèò ÷åòûðå ôðàãìåíòà äëèíîé ÷åòûðå, êîòîðûå ìîãóò
áûòü äîîïðåäåëåíû äâóìÿ ñïîñîáàìè äî òðåõ òèïîâ ôðàãìåíòîâ,
îáåñïå÷èâàþùèõ ïîëó÷åíèå ìàæîðàíòû â êà÷åñòâå îáðàçà äåêîìïî-
çèöèè (òàáë. 3.8).
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Ò à á ë è ö à 3.8

Ïðè Q g0 0� , Q Q Q g g� � � �1 2 1 2 , Q g3 3� â ïåðâîì ñëó÷àå

f x x x x x x( , , , ) ( )2 4 1 2 1 2 1 2� �Ô ÔE E ,

à âî âòîðîì —

f x x x x x x( , , , ) ( )2 4 1 2 1 2 1 2� Ô ÔE E ] .

È â òîì è äðóãîì ñëó÷àå óðàâíåíèå â ÌÔ èìååò âèä:

MX MX Ô Ô( , , , ; , ) ( , , , ; , )0 1 0 13 4 1 2Q Q x x Q Q� .

Òàêèì îáðàçîì, Ô 1 3� x , Ô 2 4� x . Ñëåäîâàòåëüíî,

f x x x x� �3 4 1 2E E ( ) èëè f x x x x� 3 4 1 2E E ]( ) .

Èìåííî ýòè ðåøåíèÿ è ïðèâåäåíû â [32].

Ïðèìåð 3.24. Ïðè m = 1, n – k = 2, Q x x x x x x� �{ , , }1 2 1 2 1 2]
ïîñòðîèòü ôóíêöèþ F äëÿ ÁÔÓ

f x x x x
T

( , , , ) .1 2 3 4 0000 0111 0111 0000�

Èñïîëüçóÿ êàðòó äåêîìïîçèöèè, çàïèøåì çàäàííóþ ÁÔÓ â âèäå:

f x x x x
T

( , , , ) .3 4 1 2 0000 0110 0110 0110�

Ïîëàãàÿ Q 0 0� , Q x x1 1 2� � , çàïèøåì ëîãè÷åñêîå óðàâíåíèå:

f x x x x Q Q( , , , ) ( , ; )3 4 1 2 0 1� MX Ô ,

êîòîðîå â ÌÔ èìååò âèä:
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MX MX Ô( , , , ; , ) ( , ; )Q Q Q Q x x Q Q0 1 1 1 3 4 0 1� ;

Ô MX� �( , , , ; , )0 1 1 1 3 4 3 4x x x x] .

Ñëåäîâàòåëüíî, f Q x x� 1 3 4( )] , Q x x1 1 2� � , ÷òî ñîâïàäàåò ñ
ðåøåíèåì, ïðèâåäåííûì â [32].

Ïðèìåð 3.25. Ïðè m = 1, n – k = 2, Q x x x x x x� �{ , , }1 2 1 2 1 2]
ïîñòðîèòü ôóíêöèþ F äëÿ ÁÔÓ

f x x x x
T

( , , , )1 2 3 4 0011 010 010 011� � � � .

Ïðè çàäàííîì ïîðÿäêå ïåðåìåííûõ ðàçðåøåííûå ôóíêöèè Q íå
ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû. Ïîñòðîèì êàðòó äåêîìïîçèöèè (òàáë. 3.9).

Ò à á ë è ö à 3.9

Äîîïðåäåëèì ýòó ôóíêöèþ ñ íîâûì ïîðÿäêîì ïåðåìåííûõ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

f x x x x
T

( , , , )3 4 1 2 0110 0000 1111 1001� .

Ïðè Q 0 0� , Q x x1 1 2� � , Q x x2 1 2� �!( ), Q 3 1� ñïðàâåäëèâû ñî-
îòíîøåíèÿ:

f x x x x Q Q Q Q( , , , ) ( , , , ; , );3 4 1 2 0 1 2 3� MX Ô Ô1 2

MX MX Ô Ô1( , , , ; , ) ( , , , ; , );Q Q Q Q x x Q Q Q Q1 0 3 2 3 4 0 1 2 3 2�

Ô MX

Ô MX

1

2

� �

� �

( , , , ; , ) ;

( , , , ; , ) ! .

0 0 1 1

1 0 1 0

3 4 3

3 4 4

x x x

x x x

Òàêèì îáðàçîì, f Q Q x Q x Q� �Ô Ô1 2 3 4! ! !] ] , ãäå Q x x� �1 2 .
Ïðèìåíÿÿ ðàçëîæåíèå Ðèäà ïî ïåðåìåííîé x 4 , ïîëó÷èì ÁÔ:

f x Q Qx� �( )3 4] ,
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â êîòîðîé óñòðàíåíû èíâåðñèè. Ýòî ðåøåíèå íàéäåíî â [32] âåñüìà
òðóäîåìêî.

3.4.2. Ìóëüòèïëåêñîðíûé ìåòîä è äåêîìïîçèöèÿ
áóëåâûõ ôóíêöèé ñ ïîìîùüþ áóëåâûõ ìàòðèö

Â [45] áûë ïðåäëîæåí ìåòîä ðåøåíèÿ ëîãè÷åñêèõ óðàâíåíèé íà
îñíîâå áóëåâûõ ìàòðèö, à â [44] ýòîò ìåòîä áûë èñïîëüçîâàí äëÿ ðå-
øåíèÿ äâóõ ñëåäóþùèõ çàäà÷:

— äëÿ çàäàííîé ÁÔÓ f îïðåäåëèòü çíà÷åíèå m è ôóíêöèè F è
Ôj â äåêîìïîçèöèè (3.1);

— äëÿ çàäàííûõ ÁÔÓ f è F îïðåäåëèòü ôóíêöèè Ôj.
Ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå ýòîãî ìåòîäà äëÿ ðåøåíèÿ ïåðâîé çàäà-

÷è. Â [44] âûñêàçàíî óòâåðæäåíèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî åñëè ïðè
ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè n – k ôðàãìåíòû äëèíîé 2 n k� ó ôóíêöèé
f è F ñîâïàäàþò, òî ýòè çàäà÷è ìîãóò áûòü ðåøåíû íà îñíîâå ñî-
ñòàâëåíèÿ è ðåøåíèÿ ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ, ñîñòîÿùåãî èç òðåõ áó-
ëåâûõ ìàòðèö:

| | * | | | |G X f� ,

ãäå |G| — ìàòðèöà ôðàãìåíòîâ ÏÔ ìîäóëÿ ðàçìåðíîñòè 2 n k� íà 2 m ;
|X| — ìàòðèöà äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé Ôj ðàçìåðíîñòè 2m íà 2k;
|f | — ìàòðèöà ôðàãìåíòîâ ðåàëèçóåìîé ôóíêöèè f ðàçìåðíîñòè 2 n k�

íà 2 k ; * — îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ áóëåâûõ ìàòðèö, îòëè÷àþùàÿñÿ îò
ñòàíäàðòíîé îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ìàòðèö çàìåíîé îïåðàöèé ñëîæå-
íèÿ è óìíîæåíèÿ íà îïåðàöèè äèçúþíêöèè è êîíúþíêöèè.

Ïðè ýòîì â [44] áûëî ñôîðìóëèðîâàíî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷-
íîå óñëîâèå òîãî, ÷òîáû ýòî óðàâíåíèå èìåëî ðåøåíèå â âèäå ïñåâ-
äîåäèíè÷íîé ìàòðèöû, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî äëÿ êàæäîãî ñòîëáöà
ìàòðèöû |f | ñóùåñòâóåò èäåíòè÷íûé ñòîëáåö ìàòðèöû |G|.

Ðåøåíèå ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ â âèäå:

| | | | * | |X G f� T ,

ãäå |G|T — òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà |G|; | |f — äîïîëíåíèå ìàò-
ðèöû |f |.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ èñêîìîé äåêîìïîçèöèè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþ-
ùèå ýòàïû.

11. Ñòðîèòñÿ ìàòðèöà |G|.

12. Ñòðîèòñÿ ìàòðèöà |G|T.
13. Ñòðîèòñÿ ìàòðèöà | |f .

14. Ñòðîèòñÿ ìàòðèöà | |f .
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15. Ñòðîèòñÿ ìàòðèöà | | | | * | |X G f� T .

16. Ñòðîèòñÿ ìàòðèöà | | | | | | * | |X X G f� � T .
17. Òàê êàê ìàòðèöà |X| ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíüþ [45] ìíîæåñòâà

ðåøåíèé ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ, òî ñòðîèòñÿ ïñåâäîåäèíè÷íàÿ ìàò-
ðèöà |E|, ÿâëÿþùàÿñÿ íèæíåé ãðàíüþ ìíîæåñòâà ðåøåíèé óðàâíå-
íèÿ, êàæäûé ñòîëáåö êîòîðîé ñîäåðæèò òîëüêî îäíó åäèíèöó.

18. Ïî ìàòðèöå |E| còðîèòñÿ ìàòðèöà |L| ðàçìåðíîñòè ]log m[ íà 2k

ïî ïðàâèëó: åñëè eij = 1, òî â |L| çàïèñûâàåòñÿ ñòîëáåö
i

j
.

19. Ïî ìàòðèöå |L| còðîèòñÿ ìàòðèöà |Ôä| ðàçìåðíîñòè ]log m[ íà 2k

ïî ïðàâèëó:

i

j

j

i
� ,

ðàçìåùàÿ çíà÷åíèÿ j â ïîðÿäêå èõ âîçðàñòàíèÿ.
10. Ñòðîèòñÿ èñêîìàÿ ìàòðèöà |Ô|, ñòîëáöû êîòîðîé ôîðìèðóþò-

ñÿ â ðåçóëüòàòå ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë i â äâîè÷íîé ôîðìå.
11. Êàæäàÿ ñòðîêà ìàòðèöû |Ô| çàìåíÿåòñÿ èñêîìîé ôóíêöèåé Ôj.
12. Èñïîëüçóÿ ñòîëáöû ìàòðèöû |Ô|, ñòðîèòñÿ ôóíêöèÿ F f� .

Ïðèìåð 3.26. Îïðåäåëèòü ïðè n – k = 2 äåêîìïîçèöèþ ðàññìàò-
ðèâàåìîãî âèäà äëÿ ÁÔÓ

f x x x x x( , , , , )1 2 3 4 5

0011 0000 0101 0000 0111 0011 0111 001

�

� 1
T

ñ ïîìîùüþ èçëîæåííîãî ìåòîäà.
1. Ñòîëáåö çíà÷åíèé ýòîé ôóíêöèè ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ òèïîâ ôðàã-

ìåíòîâ äëèíîé ÷åòûðå: G g g g T
0 0 5 7 0011� � � � | | , G g g1 1 3� � �

� | |0000 T , G g T
2 2 0101� � | | , G g g T

3 4 6 0111� � � | | . Ðàññìàòðèâàÿ ýòè
ôðàãìåíòû â êà÷åñòâå ñòîëáöîâ ìàòðèöû |G|, â çàâèñèìîñòè îò èõ ðàñ-
ïîëîæåíèÿ ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî 4! = 24 ìàòðèöû, êàæäîé èç êîòîðûõ
ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåííàÿ ñëîæíîñòü ôóíêöèé F è Ôj, ïîëó÷àåìûõ â
äàëüíåéøåì. Òàê êàê â [44, 45] íå âûñêàçàíî íèêàêèõ ñîîáðàæåíèé ïî
ïîðÿäêó ðàñïîëîæåíèÿ ñòîëáöîâ â ìàòðèöå |G|, òî ñôîðìèðóåì ýòó
ìàòðèöó, íàïðèìåð, ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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| |G �

0 0 0 0

0 1 0 1

0 0 1 1

0 1 1 1

è ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: Q x x G0 4 5 1 0( , ) � � ,
Q x x1 4 5( , ) � � �G x2 5 , Q x x G x2 4 5 0 4( , ) � � ,
Q x x G x x3 4 5 3 4 5( , ) � � ] .

2. Ïîñòðîèì ìàòðèöó

| |

.

G T �

0 0 0 0

0 1 0 1

0 0 1 1

0 1 1 1

3. Ïî êàðòå äåêîìïîçèöèè ñîñòàâèì ìàòðèöó

| |

.

f �

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 1 0 1 0

1 0 0 0 1 1 1 1

1 0 1 0 1 1 1 1

4. Ïîñòðîèì ìàòðèöó

| |

.

f �

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 0 1 0 1 0 1

0 1 1 1 0 0 0 0

0 1 0 1 0 0 0 0

5. Ïîñòðîèì ìàòðèöó

| | | | * | |

.

X G f� �T

0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 0 1 0 1 0 1

0 1 1 1 0 0 0 0

1 1 1 1 0 1 0 1

6. Ïîñòðîèì ìàòðèöó
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| | | | | | * | |

.

X X G f� � �T

1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 1 0 1 0 1 0

1 0 0 0 1 1 1 1

0 0 0 0 1 0 1 0

7. Ïîñòðîèì ìàòðèöó

| |

.

E �

0 1 0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 1 0 1

0 0 0 0 1 0 1 0

8. Ïîñòðîèì ìàòðèöó

| |
.

L �
0 0 1 2 2 2 3 3

1 3 2 0 5 7 4 6

9. Ïîñòðîèì ìàòðèöó

| |
.

Ô ä �
0 1 2 3 4 5 6 7

2 0 1 0 3 2 3 2

10. Ïîñòðîèì èñêîìóþ ìàòðèöó

| |
.

Ô �
1 0 0 0 1 1 1 1

0 0 1 0 1 0 1 0

11. Òàêèì îáðàçîì,

Ô

Ô

1 1 2 3 1 2 3

2 1 2 3

1 0 0 0 1 1 1 1

0

( , , ) | | ! ! ;

( , , ) |

x x x x x x

x x x

T� �

�

]

0 1 0 1 0 1 0 1 2 3| ( ) ! .T x x x� ]

12. Ïîñòðîèì ôóíêöèþ

F Q Q Q Q

Q Q Q Q

( , , , ; , )

! ! ! !

0 1 2 3 1 2

0 1 2 1 1 2 2 1 2 3

Ô Ô

Ô Ô Ô Ô Ô Ô Ô

�

� ] ] ] 1 2Ô .

Ïîäñòàâëÿÿ â ýòó ôóíêöèþ ôóíêöèè Q i , ïîëó÷èì:

� �F X X X x x fÔ Ô Ô Ô1 0 2 0 1 1 4 2 5( ), ( ), � �] .
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Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíåíèå èçâåñòíîãî ìåòîäà âåñüìà òðóäîåìêî.

Ïðèìåð 3.27. Îïðåäåëèòü ïðè n – k = 2 ñ ïîìîùüþ ìóëüòèïëåê-
ñîðíîãî ìåòîäà äåêîìïîçèöèþ ðàññìàòðèâàåìîãî âèäà äëÿ ÁÔÓ,
ïðèâåäåííîé â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå.

Â ýòîì ñëó÷àå G g g g x0 0 5 7 4� � � � , G g g1 1 3 0� � � ,
G g2 2� � � x 5 , G g g x x3 4 6 4 5� � � ] .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Q G0 1 0� � , Q G x1 2 5� � , Q G x2 0 4� � , Q 3 �
� �G x x3 4 5] .

Ñîñòàâèì è ðåøèì óðàâíåíèå

f x x x x x Q Q Q Q( , , , , ) ( , , , ; , )1 2 3 4 5 0 1 2 3 1 2� MX Ô Ô ;

MX

MX

( , , , , , , , ; , , )

( , , ,

Q Q Q Q Q Q Q Q x x x

Q Q Q

2 0 1 0 3 2 3 2 1 2 3

0 1 2

�

� Q 3 1 2; , ) ;Ô Ô

Ô MX

Ô MX

1 1 2 3 1 2 3

2

1 0 0 0 1 1 1 1

0

� �

�

( , , , , , , , ; , , ) ! ! ;

( ,

x x x x x x]

0 1 0 1 0 1 0 1 2 3 1 2 3, , , , , , ; , , ) ( ) ! .x x x x x x� ]

Òàê êàê Q Q0 1m , Q Q0 2m , Q Q0 3m , Q Q1 3m , Q Q2 3m , òî

f Q Q Q Q

x x x x x

� �

� �
0 1 2 2 1 3 1 2

5 2 4 1 4 5 1 2 1 4

] ] ]

] ] ] ]

Ô Ô Ô Ô

Ô Ô Ô Ô Ô( ) Ô 2 5x .

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ðåøàåò ïîñòàâëåííóþ çàäà-
÷ó â «äâå ñòðî÷êè».

3.4.3. Ìóëüòèïëåêñîðíûé ìåòîä è ìåòîä ðåøåíèÿ
ëîãè÷åñêèõ óðàâíåíèé

Çàäà÷à äåêîìïîçèöèè ôóíêöèè f x x n( , . . . , )1 ïî ôóíêöèè
F m( , . . . , )Ô Ô1 ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê ðåøåíèþ ëîãè÷åñêîãî óðàâíå-
íèÿ

f x x Fn m( , . . . , ) ( , . . . , )1 1� Ô Ô

îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé Ô Ô1 1 1( , . . . , ) , . . . , ( , . . . , )x x x xn m n .
Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûì è óíèâåðñàëüíûì ìåòîäîì ðåøå-

íèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ñâåäåíèå ðàññìàòðèâàåìîãî ëîãè-
÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ê ñèñòåìå, ñîñòîÿùåé èç 2n ëîãè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé, çàâèñÿùèõ â îáùåì ñëó÷àå îò m n2 ïåðåìåííûõ.

Òðóäîåìêîñòü ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû ñíèæàåòñÿ ïðè ó÷åòå ñïå-
öèôèêè ôóíêöèé F è Ôj [42].

Ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå ýòîãî ìåòîäà íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ òðåõ
óðàâíåíèé:
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x x x x x x x x x x x x x1 2 2 3 1 1 2 3 2 1 2 3 3 1 2 3] E E! ( , , ) ( , , ) ( , , ) ;� Ô Ô Ô

x x x x x x x x x x

x x x x

1 2 2 3 4 2 3 5 1 3 6 1 2

1 2 2

] E E

]

! ( , ) ( , ) ( , ) ;

!

� Ô Ô Ô

3 7 1 2 8 1 2 3� Ô Ô( , ) ( , ) .x x x x xE E

Ïåðâîå óðàâíåíèå ñîîòâåòñòâóåò ìàæîðèòàðíîé äåêîìïîçèöèè,
âòîðîå — ïðîñòîé ìàæîðèòàðíîé äåêîìïîçèöèè, à òðåòüå — ìàæî-
ðèòàðíîìó ðàçëîæåíèþ ïî ïåðåìåííîé x 3 [46].

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé, ýêâèâàëåíòíûõ êàæäîìó èç
ïðèâåäåííûõ óðàâíåíèé, ñîñòàâèì òàáë. 3.10.

Ò à á ë è ö à 3.10

Ïåðâîìó óðàâíåíèþ ñîîòâåòñòâóåò ñèñòåìà èç âîñüìè óðàâíåíèé
ñ 24 íåèçâåñòíûìè:

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

01

11

21

31

02

12

22

32

03

13

23

33

0

1

E

E

E

E

E

E

E

E

�

�

;

;

�

�

0

0

;

;

a a a

a a a

a a a

a a

41 42 43

51 52 53

61 62 63

71 72

0

1

1

E E

E E

E E

E E

�

�

�

;

;

;

a 73 1� .

Ýòî óðàâíåíèå èìååò 48 ðåøåíèé, è îïðåäåëåíèå ñðåäè íèõ òàêî-
ãî, ÷òîáû îíî óäîâëåòâîðÿëî çàäàííûì ñâîéñòâàì, ñâÿçàíî ñ îãðîì-
íûì ïåðåáîðîì.

Âòîðîìó óðàâíåíèþ ñîîòâåòñòâóåò ñèñòåìà èç âîñüìè óðàâíåíèé
ñ 16 íåèçâåñòíûìè:
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x1 x2 x3 f Ô1 Ô2 Ô3 Ô4 Ô5 Ô6 Ô7 Ô8

0 0 0 0 à01 à02 à03 à04 à05 à06 à07 à08

0 0 1 1 à11 à12 à13 à14 à15 à06 à07 à08

0 1 0 0 à21 à22 à23 à24 à05 à16 à17 à18

0 1 1 0 à31 à32 à33 à34 à15 à16 à17 à18

1 0 0 0 à41 à42 à43 à04 à25 à26 à27 à28

1 0 1 1 à51 à52 à53 à14 à35 à26 à27 à28

1 1 0 1 à61 à62 à63 à24 à25 à36 à37 à38

1 1 1 1 à71 à72 à73 à34 à35 à36 à37 à38



a a a

a a a

a a a

a a

04 05 06

14 15 06

24 05 16

34 15

0

1

0

E E

E E

E E

E E

�

�

�

;

;

;

a16 0� ;

a a a

a a a

a a a

a a

04 25 26

14 35 26

24 25 36

34 35

0

1

1

E E

E E

E E

E E

�

�

�

;

;

;

a 36 1� .

Ïðîöåññ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ìåíåå
òðóäîåìîê, ÷åì äëÿ ïðåäûäóùåé, íî òàêæå ÿâëÿåòñÿ âåñüìà ñëîæ-
íûì [42, 46].

Òðåòüåìó óðàâíåíèþ ñîîòâåòñòâóåò ñèñòåìà èç âîñüìè óðàâíå-
íèé ñ âîñåìüþ íåèçâåñòíûìè:

a a

a a

a a

a a

07 08

07 08

17 18

17 18

0 0

1 1

0 0

1 0

E E

E E

E E

E E

�

�

�

�

;

;

;

;

a a

a a

a a

a a

27 28

27 28

37 38

37 38

0 0

1 1

0 1

1 1

E E

E E

E E

E E

�

�

�

�

;

;

;

.

Ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé ìîæåò áûòü çàïèñàíà ñóùåñòâåííî ïðîùå:

a a

a a

a a

a a

07 08

07 08

17 18

17 18

0

1

0

0

& ;

;

& ;

;

�

�

�

�

]

]

a a

a a

a a

a a

27 28

27 28

37 38

37 38

0

1

1

1

& ;

;

& ;

;

�

�

�

�

]

]

Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ íå ñâÿçàííûõ ìåæäó ñî-
áîé ñèñòåì, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðîñòî ðåøàåòñÿ:

a a a a

a a

a a

07 08 07 08

17 18

27 28

0 1 1 0

0 0

0 1

� � � �

� �

� �

, , ;

, ;

,

èëè

èëè a a

a a

27 28

37 38

1 0

1 1

� �

� �

, ;

, .

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíû ÷åòûðå ðåøåíèÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ:

Ô

Ô

7 1 2 1 2

8 1 2 1 2

0001

1011

( , ) ;

( , ) ! ;

x x x x

x x x x

T

T

� �

� �

�


�

�� ]

Ô

Ô

7 1 2 1 2

8 1 2 1

1001

0011

( , ) !( ) ;

( , ) ;

x x x x

x x x

T

T

� � �

� �

�


�

��
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Ô

Ô

7 1 2 1

8 1 2 1 2

0011

1001

( , ) ;

( , ) !( ) ;

x x x

x x x x

T

T

� �

� � �

�


�

��

Ô

Ô

7 1 2 1 2

8 1 2 1 2

1011

0001

( , ) ! ;

( , ) .

x x x x

x x x x

T

T

� �

� �

�


�

��

]

Èç èçëîæåííîãî ñëåäóåò, ÷òî èñïîëüçîâàíèå èçâåñòíîãî ìåòîäà
äàæå â ýòîì ñëó÷àå âåñüìà òðóäîåìêî.

Ïåðâîå óðàâíåíèå ðåøàåòñÿ ìóëüòèïëåêñîðíûì ìåòîäîì ñòîëü
æå ñëîæíî, êàê è ðàññìîòðåííûì ìåòîäîì. Âòîðîå óðàâíåíèå, îñíî-
âàííîå íà íåðàçäåëèòåëüíîé äåêîìïîçèöèè, ïðåäëàãàåìûì ìåòîäîì
ñâîäèòñÿ ê ïåðâîìó óðàâíåíèþ è ñ ïðèåìëåìûì îáúåìîì ïåðåáîðà
íå ðåøàåòñÿ. Òðåòüå óðàâíåíèå ìóëüòèïëåêñîðíûì ìåòîäîì ðåøà-
åòñÿ âåñüìà ïðîñòî:

x x x x x x x x x1 2 2 3 7 1 2 8 1 2 3] E E! ( , ) ( , ) ;� Ô Ô

MX MX Ô Ô( , , , ; , ) ( , , , ; , ) ;x x x x x x3 3 1 2 3 3 7 80 1 0 1�

Ô MX

Ô MX

7 1 2 1 2

8 1 2 1

0 0 0 1

1 0 1 1

� �

� �

( , , , ; , ) ;

( , , , ; , )

x x x x

x x x ] ! ;x 2

�


�

Ô MX

Ô MX

7 1 2 1 2

8 1 2

1 0 0 1

0 0 1 1

� � �

�

( , , , ; , ) !( ) ;

( , , , ; , )

x x x x

x x �
�


� x1;

Ô MX

Ô MX

7 1 2 1

8 1 2 1

0 0 1 1

1 0 0 1

� �

� � �

( , , , ; , ) ;

( , , , ; , ) !(

x x x

x x x x 2 ) ;

�


�

Ô MX

Ô MX

7 1 2 1 2

8 1 2

1 0 1 1

0 0 0 1

� �

� �

( , , , ; , ) ! ;

( , , , ; , )

x x x x

x x x

]

1 2x .

�


�

Â çàêëþ÷åíèå ãëàâû îòìåòèì, ÷òî ïðåäëîæåííûé ìåòîä ïîçâîëÿ-
åò íà êàæäîì øàãå âûïîëíÿòü äåêîìïîçèöèþ ïðè «ñîâïàäåíèè»
ñâîéñòâ ñòîëáöîâ çíà÷åíèé ðåàëèçóåìîé áóëåâîé ôóíêöèè è ïîðîæ-
äàþùåé ôóíêöèè èñïîëüçóåìîãî ýëåìåíòà. Îáùàÿ çàäà÷à ðàçëîæå-
íèÿ áóëåâîé ôóíêöèè îïèñàíà â [52, 53].

Âûâîäû

1. Ââåäåíû ïîíÿòèÿ «ìóëüòèïëåêñîðíàÿ äåêîìïîçèöèÿ» è «ïðî-
ñòàÿ ìóëüòèïëåêñîðíàÿ äåêîìïîçèöèÿ». Ýòè âèäû äåêîìïîçèöèè
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âûïîëíÿþòñÿ ïî îáðàçó ìóëüòèïëåêñîðíîé ôóíêöèè è ÿâëÿþòñÿ
ðàçäåëèòåëüíûìè.

2. Ïðåäëîæåíà ñòàíäàðòíàÿ ñõåìà, ñîñòîÿùàÿ èç ìóëüòèïëåêñîðà
è äâóõ ÏÇÓ, ðåàëèçóþùàÿ ìóëüòèïëåêñîðíóþ äåêîìïîçèöèþ.

3. Ïðåäëîæåí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ìóëüòèïëåêñîðíûõ äåêîìïîçè-
öèé íà îñíîâå ðåøåíèÿ ëîãè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

4. Ïðåäëîæåíû ïàðàìåòðè÷åñêàÿ è ÿâíàÿ ìóëüòèïëåêñîðíûå
ôîðìû äëÿ ðåøåíèÿ ëîãè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ïîçâîëÿþùèå ðåøàòü
èõ ñóùåñòâåííî ïðîùå, ÷åì èçâåñòíûìè ìåòîäàìè. Ïî óðàâíåíèþ,
çàïèñàííîìó â îäíîé èç òàêèõ ôîðì, ëåãêî îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëî ðå-
øåíèé, è äëÿ êàæäîé èç ýòèõ ôîðì ñóùåñòâóåò êîíñòðóêòèâíûé è
íàãëÿäíûé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ êàæäîãî èç ðåøåíèé.

5. Ïîêàçàíî, ÷òî ïîñòðîåíèå êàðò äåêîìïîçèöèè ïîçâîëÿåò âåñü-
ìà ïðîñòî (â îòëè÷èå îò òàáëèö èñòèííîñòè) íàõîäèòü âòîðîå ìíî-
æåñòâî âõîäíûõ ïåðåìåííûõ ñ öåëüþ ïîñòðîåíèÿ áîëåå ïðîñòîé
ìóëüòèïëåêñîðíîé äåêîìïîçèöèè.

16. Ïðåäëîæåí ìåòîä ðàçëîæåíèÿ ïðîèçâîëüíîé ÁÔÓ, çàäàííîé
òàáëèöåé èñòèííîñòè, ïî êðàéíèì ïðàâûì âõîäíûì ïåðåìåííûì, â
òî âðåìÿ êàê òðàäèöèîííî ïðè òàêîì çàäàíèè ÁÔÓ ðàñêëàäûâàåòñÿ
ïî êðàéíèì ëåâûì ïåðåìåííûì.

17. Ðàññìîòðåíû âñå âîçìîæíûå 24 ðàçëîæåíèÿ ïðîèçâîëüíîé
ÁÔÓ íà äâå îñòàòî÷íûå ôóíêöèè ïî êðàéíåé ïðàâîé âõîäíîé ïåðå-
ìåííîé è ïîêàçàíî, ÷òî âñå ðàçëîæåíèÿ ïî ýòîé ïåðåìåííîé ëèáî
ñîâïàäàþò ñ ðàçëîæåíèÿìè Øåííîíà è Ðèäà, ëèáî PN-îäíîòèïíû ñ
íèìè è äðóãèõ óíèâåðñàëüíûõ ðàçëîæåíèé íà äâå îñòàòî÷íûå ôóíê-
öèè íå ñóùåñòâóåò.

18. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ðàçëîæåíèè ïðîèçâîëüíîé ÁÔÓ ïî äâóì è
áîëåå êðàéíèì ïðàâûì âõîäíûì ïåðåìåííûì ñóùåñòâóåò òàêîå íà-
çíà÷åíèå ôóíêöèé íà âõîäàõ ìóëüòèïëåêñîðà, ÷òî ïðåäëîæåííàÿ â
ï. 2 ñòàíäàðòíàÿ ñõåìà ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ çà ñ÷åò óìåíüøå-
íèÿ ðàçìåðíîñòè ìóëüòèïëåêñîðà è èñêëþ÷åíèÿ îäíîãî èç äâóõ
ÏÇÓ. Ïðåäëîæåí ðàñïðåäåëèòåëüíûé ìåòîä ðåàëèçàöèè ÁÔÓ, îñó-
ùåñòâëÿþùèé òàêèå ðàçëîæåíèÿ.

19. Ïðåäëîæåí ìóëüòèïëåêñîðíûé ìåòîä ðåàëèçàöèè ÁÔÓ íà
ïðîèçâîëüíûõ, àïðèîðè çàäàííûõ ëîãè÷åñêèõ ýëåìåíòàõ, îñíîâàí-
íûé íà èññëåäîâàíèè èõ ôóíêöèîíàëüíûõ âîçìîæíîñòåé è ñîñòàâ-
ëåíèè è ðåøåíèè â ìóëüòèïëåêñîðíîé ôîðìå äëÿ êàæäîãî øàãà äå-
êîìïîçèöèè ëîãè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Ìåòîä îáåñïå÷èâàåò ïîñòðîå-
íèå ñõåì îò âûõîäà ê âõîäàì (ñâåðõó âíèç). Äëÿ ÁÔÓ, çàâèñÿùèõ îò
÷èñëà ïåðåìåííûõ n l 6, è ýëåìåíòîâ ñ ÷èñëîì âõîäîâ m m 6 ïðåä-
ëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ýòîò ìåòîä ñîâìåñòíî ñ äðóãèìè ìåòîäàìè,
íàïðèìåð ñ ôîðìóëüíûì, äëÿ ðåàëèçàöèè ïîäôóíêöèé ìåíüøåãî
÷èñëà ïåðåìåííûõ.

10. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû ñõåì, ïîñòðîåííûõ ìóëüòèïëåêñîðíûì
ìåòîäîì, êîòîðûå ðåàëèçóþò ÁÔ èç ïÿòè áóêâ, áåñïîâòîðíûå â áàçè-
ñå È, ÈËÈ, ÍÅ ñ ÷èñëîì 3-óíèâåðñàëüíûõ ìîäóëåé ìåíüøèì, ÷åì
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èõ ÷èñëî â ñõåìàõ, ïîñòðîåííûõ ôîðìóëüíûì ìåòîäîì. Ýòî ïîçâî-
ëèëî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ÁÔ â ýòîì áàçèñå èç óêàçàííîãî ÷èñëà áóêâ
ñíèçèòü îöåíêó ÷èñëà òàêèõ ìîäóëåé â ñõåìàõ äî äâóõ.

11. Åñëè ïðè ïðèìåíåíèè ôîðìóëüíîãî ìåòîäà âûïîëíÿåòñÿ ñèí-
òåç íà íàñòðîåííûõ ìîäóëÿõ, ÷òî ñîêðàùàåò ôóíêöèîíàëüíûå âîç-
ìîæíîñòè ìîäóëåé, òî ïðè èñïîëüçîâàíèè áîëåå òðóäîåìêîãî ìóëü-
òèïëåêñîðíîãî ìåòîäà íàñòðîéêà êàæäîãî èç íèõ îïðåäåëÿåòñÿ íà
ñîîòâåòñòâóþùåì øàãå ïðîöåññà ñèíòåçà. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî
ìóëüòèïëåêñîðíûé ìåòîä ñòðîèò ñõåìû, ñëîæíîñòü êîòîðûõ íå ïðå-
âûøàåò ñëîæíîñòè ñõåì, êîòîðûå ñòðîÿòñÿ ôîðìóëüíûì ìåòîäîì,
îáåñïå÷èâàþùèì îöåíêè ñëîæíîñòè, ëèíåéíûå îò ÷èñëà áóêâ â ðåà-
ëèçóåìîé ôîðìóëå, çàïèñàííîé â áàçèñå {&, ], !} èëè {&, ], �, !}.

Ë è ò å ð à ò ó ð à

1. Áèáèëî Ï. Í. Äåêîìïîçèöèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé // Ïðîåêòèðîâàíèå óñòðîéñòâ
ëîãè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ. Ì.: Íàóêà, 1984.

2. Shannon C. A symbolic analysis of relay and switching circuits // Trans. of Ameri-
can Inst. of Electrical engineirs. 1938. N 57.

3. Ïîâàðîâ Ã. Í. Î ôóíêöèîíàëüíîé ðàçäåëèìîñòè áóëåâûõ ôóíêöèé // Äîêë.
ÀÍ ÑÑÑÐ. 1954. ¹ 5.

4. Reed I. S. Class of multiple-error correcting codes and decoding scheme // IRE
Trans. Inform. Theory. 1954. IT-4.

5. Ashenhurst R. I. The decomposition of switching functions // Annals of Computa-
tion Lab. of Harvard University. Mass. Cambridge. 1959. Vol. 29.

6. Curtis H. A. New approach to the design of switching circuits. N. J.: D. Van Nost-
rand Co, 1962.

7. Karp R. M. Functional decomposition and switching circuits design // J. Soc. In-
dust. Math. 1963. N 2.

8. Êàðï Ð. Ì. Åäèíûé ïîäõîä ê ôóíêöèîíàëüíîé äåêîìïîçèöèè // Ñèíòåç ðåëåé-
íûõ ñòðóêòóð. Ì.: Íàóêà, 1965.

9. Ïîâàðîâ Ã. Í. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ñèíòåçà êîíòàêòíûõ (1, k)-ïîëþñíè-
êîâ // Äîêë. ÀÍ ÑÑÑÐ. 1955. ¹ 5.

10. Áëîõ À. Ø. Êàíîíè÷åñêèé ìåòîä ñèíòåçà êîíòàêòíûõ ñõåì // Àâòîìàòèêà è
òåëåìåõàíèêà. 1961. ¹ 6.

11. Áëîõ À. Ø. Ãðàô-ñõåìû è èõ ïðèìåíåíèå. Ìèíñê: Âûøýéøàÿ øêîëà, 1975.
12. Áëîõ À. Ø., Ïàâëîâñêèé À. È. Ñèíòåç ëîãè÷åñêèõ ñõåì íà òðåõâõîäîâîì îïå-

ðàòîðå // Äîêë. ÀÍ ÁÑÑÐ. 1979. ¹ 7.
13. Áëîõ À. Ø., Ïàâëîâñêèé À. È. Ëîãè÷åñêèå ñåòè èç òðåõâõîäîâûõ îïåðàòîðîâ //

Àâòîìàòèêà è âû÷èñë. òåõíèêà. 1980. ¹ 4.
14. Patt Y. N. A complex logic module for the synthesis of combinational switching

curcuits // Proc. 1967 AFIPS. Spring Joint Comput. Conf.
15. Bertrand J. C. Application des matrices booleennes a la synthese modulaire des

fonctions logiques // These de Decteur de 3-e Cycle. Toulouse, 1970.
16. Çàêóðäàåâ Í. Â. Î íåêîòîðûõ ïðàâèëàõ ïðåäïî÷òåíèÿ â äåêîìïîçèöèîííûõ

ìåòîäàõ ñèíòåçà êîìáèíàöèîííûõ ñõåì // Àâòîìàòèêà è òåëåìåõàíèêà. 1972. ¹ 10.
17. Âàðøàâñêèé Â. È. Íåêîòîðûå âîïðîñû òåîðèè ëîãè÷åñêèõ ñåòåé, ïîñòðîåí-

íûõ èç ïîðîãîâûõ ýëåìåíòîâ // Âîïðîñû òåîðèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìàøèí. Ì.: Ôèç-
ìàòãèç, 1962.

18. Äåðòîóçîñ Ì. Ïîðîãîâàÿ ëîãèêà. Ì.: Ìèð, 1967.
19. Âàâèëîâ Å. Í., Åãîðîâ Á. Ì., Ëàíöåâ Â. Ñ., Òîöåíêî Â. Ã. Ñèíòåç ñõåì íà ïîðî-

ãîâûõ ýëåìåíòàõ. Ì.: Ñîâ. ðàäèî, 1970.

122



20. Áóòàêîâ Å. À. Ìåòîäû ñèíòåçà ðåëåéíûõ óñòðîéñòâ èç ïîðîãîâûõ ýëåìåíòîâ.
Ì.: Ýíåðãèÿ, 1970.

21. Áîãîëþáîâ È. Í., Îâñèåâè÷ Á. Ë., Ðîçåíáëþì Ë. ß. Ñèíòåç ñõåì èç ïîðîãîâûõ
è ìàæîðèòàðíûõ ýëåìåíòîâ // Ñåòè ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè è èõ àâòîìàòèçàöèÿ. Ì.:
Íàóêà, 1965.

22. Ãîðáàòîâ Â. À. Ñèíòåç ëîãè÷åñêèõ ñõåì â ïðîèçâîëüíîì áàçèñå // Òåîðèÿ äè-
ñêðåòíûõ àâòîìàòîâ. Ðèãà: Çèíàòíå, 1967.

23. Ãîðáàòîâ Â. À. Ñõåìû óïðàâëåíèÿ ÖÂÌ è ãðàôû. Ì.: Ýíåðãèÿ, 1971.
24. Ãîðáàòîâ Â. À. Îñíîâû äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè. Ì.: Âûñø. øêîëà, 1986.
25. Áèâîë Ë. Ã. Î ðåàëèçàöèè áóëåâûõ ôóíêöèé íà ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòàõ //

Àáñòðàêòíàÿ è ñòðóêòóðíàÿ òåîðèÿ ðåëåéíûõ óñòðîéñòâ. Ì.: Íàóêà, 1972.
26. Ïàðõîìåíêî Ï. Ï. Ñèíòåç ñòðóêòóð ðåëåéíûõ óñòðîéñòâ ìåòîäîì çàìåíû

âõîäíûõ ïåðåìåííûõ // Àâòîìàòèêà è òåëåìåõàíèêà. 1967. ¹ 1.
27. Ãîðîâîé Â. Ð. Ñèíòåç ðåëåéíûõ ñòðóêòóð ìåòîäîì çàìåíû âûõîäíûõ ôóíê-

öèé // Àâòîìàòèêà è òåëåìåõàíèêà. 1967. ¹ 1.
28. Ãàâðèëîâ Ì. À., Êîïûëåíêî Â. Ì. Ìåòîä «ïåðåõîäíûõ òàáëèö» ñèíòåçà ìíîãî-

âûõîäíûõ êîìáèíàöèîííûõ ñòðóêòóð íà ïðîèçâîëüíûõ ýëåìåíòàõ. Ì.: Èí-ò ïðîá-
ëåì óïðàâëåíèÿ, 1970.

29. Ãàâðèëîâ Ì. À. Äåêîìïîçèöèÿ êîìáèíàöèîííûõ àâòîìàòîâ // Ìàòåìàòè÷åñêèå
ñòðóêòóðû. Âû÷èñëèòåëüíàÿ ìàòåìàòèêà. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå. Ñîôèÿ, 1975.

30. Ãàâðèëîâ Ì. À. Êîìïîçèöèÿ è äåêîìïîçèöèÿ êîìáèíàöèîííûõ àâòîìàòîâ //
Òåîðèÿ àâòîìàòîâ. Ì.: Íàóêà, 1976.

31. Ãàâðèëîâ Ì. À., Äåâÿòêîâ Â. Â., Ïóïûðåâ Å. È. Ëîãè÷åñêîå ïðîåêòèðîâàíèå
äèñêðåòíûõ àâòîìàòîâ. Ì.: Íàóêà, 1977.

32. Ìèëëåð Ð. Òåîðèÿ ïåðåêëþ÷àòåëüíûõ ñõåì. Ò. 1. Êîìáèíàöèîííûå ñõåìû.
Ì.: Íàóêà, 1970.

33. Áåðëèí À. Í. Ñèíòåç ëîãè÷åñêèõ óñòðîéñòâ â êîììóòàöèîííîé òåõíèêå. Ì.:
Ðàäèî è ñâÿçü, 1982.

34. Rudeanu S. Boolean functions and equations. Amsterdam; London: North-Hol-
land Publ. Co., 1974.

35. Ðóäÿíó Ñ. Ëîêàëüíûå ñâîéñòâà áóëåâûõ ôóíêöèé è ýêñòðåìàëüíûå ðåøåíèÿ
áóëåâûõ óðàâíåíèé // Òåîðèÿ àâòîìàòîâ. Ì.: Íàóêà, 1976.

36. Lowenheim L. Über die Auflosung von Gleichungen in Logisñhen gebietkalkul //
Math. Annal. 1910. Bd 68.

37. Çàêðåâñêèé À. Ä. Ëîãè÷åñêèå óðàâíåíèÿ. Ìèíñê: Íàóêà è òåõíèêà, 1975.
38. Ñåðèêîâ Þ. À., Ëèâøèö À. Í. Ëîãè÷åñêèå óðàâíåíèÿ // Òåç. äîêë. II Âñåñîþç.

ñîâåù. ïî òåîðèè ðåëåéíûõ óñòðîéñòâ è êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ. Ðèãà, 1971.
39. Áîãîëþáîâ È. Í., Îâñèåâè÷ Á. Ë. Íåêîòîðûå ñïîñîáû ðåøåíèÿ ñèñòåì ëîãè-

÷åñêèõ óðàâíåíèé â ïðîèçâîëüíûõ áàçèñàõ // Òåç. äîêë. II Âñåñîþç. ñîâåù. ïî òåîðèè
ðåëåéíûõ óñòðîéñòâ è êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ. Ðèãà, 1971.

40. Ðîçåíáëþì Ë. ß. Íåêîòîðûå âîïðîñû ñèíòåçà ëîãè÷åñêèõ ñõåì èç ìàæîðè-
òàðíûõ ýëåìåíòîâ. Äèñ. íà ñîèñê. ó÷åíîé ñòåïåíè êàíä. òåõí. íàóê. Ë.: ÂÖ ËÎ Ìàò.
èí-òà èì. Â. À.Ñòåêëîâà ÀÍ ÑÑÑÐ, 1965.

41. Þäèí Ä. Á., Ãîëüøòåéí Å. Ã. Ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå. Ì.: Ôèçìàòãèç,
1963.

42. Âàðøàâñêèé Â. È. Ìàæîðèòàðíàÿ äåêîìïîçèöèÿ // Àâòîìàòèêà è òåëåìåõà-
íèêà. 1965. ¹ 1.

43. ×èñòîâ Â. Ï. Î ñèñòåìàõ ëîãè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ì.: ÂÈÍÈÒÈ. Äåï. ðóê.
¹ 2114-85.

44. Ïàíäåô Å. Áóëåâû ìàòðèöû // Áóëåâà àëãåáðà è êîíå÷íûå àâòîìàòû. Ì.:
Ìèð, 1969.

45. Ëåäëè Ð. Ïðîãðàììèðîâàíèå è èñïîëüçîâàíèå âû÷èñëèòåëüíûõ ìàøèí. Ì.:
Ìèð, 1966.

46. Ïîñïåëîâ Ä. À. Ëîãè÷åñêèå ìåòîäû àíàëèçà è ñèíòåçà ñõåì. Ì.: Ýíåðãèÿ,
1974.

47. Ôðèäìàí À., Ìåíîí Ï. Òåîðèÿ è ïðîåêòèðîâàíèå ïåðåêëþ÷àòåëüíûõ ñõåì.
Ì.: Ìèð, 1978.

123



48. Àðòþõîâ Â. Ë., Êîïåéêèí Ã. À., Øàëûòî À. À. Íàñòðàèâàåìûå ìîäóëè äëÿ
óïðàâëÿþùèõ ëîãè÷åñêèõ óñòðîéñòâ. Ë.: Ýíåðãîèçäàò, 1981.

49. Li H. F. Variable selection in logic synthesis using multiplexers // Int. J. Electro-
nics. 1980. N 3.

50. Àðòþõîâ Â. Ë., Êîïåéêèí Ã. À., Øàëûòî À. À. Ñóäîâûå óïðàâëÿþùèå ëîãè-
÷åñêèå ñèñòåìû. Óíèôèöèðîâàííûå ëîãè÷åñêèå ñõåìû. Ë.: ÈÏÊ ÑÏ, 1981.

51. Óãðþìîâ Å. Ï., Ãðóøâèöêèé Ð. È., Àëüøåâñêèé À. Í. ÁÈÑ/ÑÁÈÑ ñ ðåïðîã-
ðàììèðóåìîé ñòðóêòóðîé. ÑÏá.: Ãîñ. ýëåêòðîòåõ. óí-ò, 1996.

52. Ëóïàíîâ Î. Á. Îá îäíîì ìåòîäå ñèíòåçà ñõåì // Èçâ. âóçîâ. Ðàäèîôèçèêà.
1958. ¹ 1.

53. Êîáðèíñêèé Í. Å., Òðàõòåíáðîò Á. À. Ââåäåíèå â òåîðèþ êîíå÷íûõ àâòîìà-
òîâ. Ì.: Ôèçìàòëèò, 1962.

54. Áðóñåíöîâ Í. Ï., Âëàäèìèðîâà Þ. Ñ. Ðåøåíèå áóëåâûõ óðàâíåíèé // Ìåòîäû
ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Òðóäû ô-òà ÂÌèÊ ÌÃÓ. Ì.: Äèàëîã—ÌÃÓ, 1998.

55. Ëåâ÷åíêî Â. Ñ. Îáùèé âèä ðåøåíèÿ áóëåâûõ óðàâíåíèé // Àâòîìàòèêà è òå-
ëåìåõàíèêà. 2000. ¹ 2.

124


