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Ââåäåíèå

Ïîíÿòèå âåðîÿòíîñòíîãî àâòîìàòà (ÂÀ) âïåðâûå áûëî ñôîð-
ìóëèðîâàíî â 1963 ã. â îñíîâîïîëàãàþùåé ðàáîòå Ì. Ðàáèíà [1].
Äàííîå ïîíÿòèå âîçíèêëî êàê ñèíòåç ïîíÿòèé êîíå÷íîãî äåòåð-
ìèíèðîâàííîãî àâòîìàòà [2] è öåïè Ìàðêîâà [3] è áûëî ïðåäíà-
çíà÷åíî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì, â êîòîðûõ ïðèñóòñòâóåò íåîïðåäåë¼ííîñòü, îïèñûâàåìàÿ
ñòàòèñòè÷åñêèìè çàêîíîìåðíîñòÿìè. Ýòà íåîïðåäåë¼ííîñòü ñâÿ-
çàíà:

• ñ íåòî÷íîñòüþ çíàíèé î ñîñòîÿíèÿõ, â êîòîðûõ ìîäåëèðóå-
ìûå ñèñòåìû íàõîäÿòñÿ â ïðîöåññå ñâîåãî ôóíêöèîíèðîâà-
íèÿ, è

• ñ íåäåòåðìèíèðîâàííîñòüþ ïðàâèë èçìåíåíèÿ ýòèõ ñîñòîÿ-
íèé.

Íåîïðåäåë¼ííîñòü â ÂÀ ìîæåò áûòü âûçâàíà ðàçëè÷íûìè ïðè-
÷èíàìè, êîòîðûå ïîäðàçäåëÿþòñÿ íà äâà êëàññà.

1. Ïðè÷èíû èç ïåðâîãî êëàññà ñâÿçàíû ñ ïðèðîäîé ñèñòåìû,
ìîäåëèðóåìîé âåðîÿòíîñòíûì àâòîìàòîì. Ê íèì îòíîñÿòñÿ:

• âëèÿíèå ñëó÷àéíûõ ôàêòîðîâ íà ôóíêöèîíèðîâàíèå
ñèñòåìû, íàïðèìåð: ñëó÷àéíûå ñáîè êîìïîíåíòîâ ñè-
ñòåìû èëè îòêàçû â èõ ðàáîòå, ñëó÷àéíîå èçìåíåíèå
óñëîâèé ôóíêöèîíèðîâàíèÿ àíàëèçèðóåìîé ñèñòåìû,
ñëó÷àéíîñòü ïîòîêà çàÿâîê â ñèñòåìå ìàññîâîãî îáñëó-
æèâàíèÿ è ò. ï.;

• íåñîâåðøåíñòâî (èëè íåâîçìîæíîñòü) òî÷íîãî èçìåðå-
íèÿ ñîñòîÿíèé ýòîé ñèñòåìû.
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2. Âòîðîé êëàññ ïðè÷èí ñâÿçàí ñ ïðåäíàìåðåííûì âíåñåíèåì
íåòî÷íîñòè è íåîïðåäåë¼ííîñòè â ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè
àíàëèçèðóåìûõ ñèñòåì. Ýòî äåëàåòñÿ â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà
òî÷íûå ìîäåëè àíàëèçèðóåìûõ ñèñòåì èìåþò íåïðèåìëå-
ìî âûñîêóþ ñëîæíîñòü è ïðîâåäåíèå àíàëèçà ïîâåäåíèÿ
òàêèõ ñèñòåì âîçìîæíî òîëüêî ñ èñïîëüçîâàíèåì èõ óïðî-
ù¼ííûõ ìîäåëåé, â êîòîðûõ íåêîòîðûå êîìïîíåíòû ñîñòî-
ÿíèé ýòèõ ñèñòåì èãíîðèðóþòñÿ. Â ÷àñòíîñòè, àíàëèç ïî-
âåäåíèÿ ñëîæíîé ïðîãðàììíîé ñèñòåìû (íàïðèìåð, îïåðà-
öèîííîé ñèñòåìû êîìïüþòåðà) â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ âîç-
ìîæåí òîëüêî ñ èñïîëüçîâàíèåì òàêèõ óïðîù¼ííûõ ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ýòèõ ñèñòåì, â êîòîðûõ ïðèíèìàþòñÿ
âî âíèìàíèå çíà÷åíèÿ ëèøü íåêîòîðûõ ïðîãðàììíûõ ïåðå-
ìåííûõ, îò êîòîðûõ ñóùåñòâåííî çàâèñèò ïîâåäåíèå àíàëè-
çèðóåìîé ïðîãðàììíîé ñèñòåìû.

Êàê ïðàâèëî, ìîäåëèðîâàíèå ñèñòåì ïðè ïîìîùè ÂÀ ïðîèç-
âîäèòñÿ:

• ëèáî ñ öåëüþ àíàëèçà ñâîéñòâ ýòèõ ñèñòåì (ê ÷èñëó êîòî-
ðûõ îòíîñÿòñÿ, íàïðèìåð, êîððåêòíîñòü, áåçîïàñíîñòü, íà-
ä¼æíîñòü, óñòîé÷èâîñòü ôóíêöèîíèðîâàíèÿ â íåïðåäóñìîò-
ðåííûõ ñèòóàöèÿõ è ò. ä.),

• ëèáî ñ öåëüþ âû÷èñëåíèÿ ðàçëè÷íûõ êîëè÷åñòâåííûõ õà-
ðàêòåðèñòèê àíàëèçèðóåìûõ ñèñòåì, ñðåäè êîòîðûõ ìîãóò
áûòü, íàïðèìåð, ñëåäóþùèå:

� ÷àñòîòà âûïîëíåíèÿ òåõ èëè èíûõ äåéñòâèé èëè ïåðå-
õîäîâ â àíàëèçèðóåìûõ ñèñòåìàõ,

� âåðîÿòíîñòü îòêàçà êîìïîíåíòîâ àíàëèçèðóåìûõ ñè-
ñòåì,

� âåðîÿòíîñòü âòîðæåíèÿ çëîóìûøëåííèêà â êîìïüþ-
òåðíóþ ñåòü,

� ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âðåìåíè îòêëèêà âåá-ñåðâèñà.

Ïåðâîíà÷àëüíîå ïîíÿòèå ÂÀ, ââåä¼ííîå â ðàáîòå Ì. Ðàáèíà
[1], áûëî ïðåäíàçíà÷åíî ãëàâíûì îáðàçîì äëÿ èçó÷åíèÿ âîïðîñîâ
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ïðåäñòàâèìîñòè ðåãóëÿðíûõ ÿçûêîâ âåðîÿòíîñòíûìè àâòîìàòà-
ìè. Çàòåì îíî áûëî îáîáùåíî äî òàêîãî ïîíÿòèÿ, êîòîðîå ïîç-
âîëèëî ìîäåëèðîâàòü âåðîÿòíîñòíûå ïðåîáðàçîâàòåëè èíôîðìà-
öèè. Îïðåäåëåíèå ÂÀ â îáùåé ôîðìå áûëî ââåäåíî íåçàâèñèìî
â ðàáîòàõ Äæ. Êàðëàéëà [4], Ð. Ã. Áóõàðàåâà [5] è Ï. Øòàðêå [6].

Ñ íà÷àëà âîçíèêíîâåíèÿ ïîíÿòèÿ ÂÀ èññëåäîâàòåëüñêàÿ äåÿ-
òåëüíîñòü â ýòîé îáëàñòè îòëè÷àëàñü âûñîêîé àêòèâíîñòüþ. Ðå-
çóëüòàòû ïåðâûõ ëåò èññëåäîâàíèé â îáëàñòè ÂÀ áûëè ñèñòåìà-
òèçèðîâàíû â êíèãå [7]. Ïîäðîáíûé ñïèñîê (îêîëî 500) ññûëîê
íà ðàáîòû ñ íàèáîëåå ñóùåñòâåííûìè òåîðåòè÷åñêèìè è ïðàê-
òè÷åñêèìè ðåçóëüòàòàìè ïî ÂÀ, ïîëó÷åííûìè äî 1985 ã., ìîæíî
íàéòè â ôóíäàìåíòàëüíîé ìîíîãðàôèè Ð. Ã. Áóõàðàåâà [8], êî-
òîðóþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê èòîã ïåðâîãî ïåðèîäà ðàçâèòèÿ
òåîðèè ÂÀ, ïðîäîëæàâøåãîñÿ áîëåå äâóõ äåñÿòèëåòèé.

Â ïîñëåäóþùèå ãîäû ïðîèçîøëî íåêîòîðîå ñíèæåíèå àêòèâ-
íîñòè èññëåäîâàíèé â ýòîé îáëàñòè, íî â íàñòîÿùåå âðåìÿ òåîðèÿ
ÂÀ âíîâü íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè ïîäú¼ìà. Âîçðîæäåíèå èññëå-
äîâàòåëüñêîé àêòèâíîñòè â îáëàñòè ÂÀ â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè
ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî â ñâÿçè ñ áóðíûì ðàçâèòèåì ñîâðåìåííûõ èí-
ôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé âîçíèê øèðîêèé êðóã íîâûõ çàäà÷, â
ðåøåíèè êîòîðûõ ÂÀ ìîãóò ñëóæèòü ýôôåêòèâíûì èíñòðóìåí-
òîì. Ê ÷èñëó òàêèõ çàäà÷ îòíîñÿòñÿ çàäà÷è â ñëåäóþùèõ îáëà-
ñòÿõ:

• âåðèôèêàöèÿ ïðîãðàìì è ïðîòîêîëîâ ïåðåäà÷è äàííûõ â
êîìïüþòåðíûõ ñåòÿõ,

• èíôîðìàöèîííûé ïîèñê â Èíòåðíåòå,

• ôèíàíñîâî-ýêîíîìè÷åñêèé àíàëèç,

• îáðàáîòêà è èçâëå÷åíèå çíàíèé èç áîëüøèõ ìàññèâîâ äàí-
íûõ (data mining è process mining), â ÷àñòíîñòè, â çàäà÷àõ
àíàëèçà áèçíåñ-ïðîöåññîâ, áèîèíæåíåðèè è áèîèíôîðìàòè-
êè,

• èçâëå÷åíèå ñìûñëà èç òåêñòîâ íà åñòåñòâåííûõ ÿçûêàõ,

• ìàøèííîå çðåíèå è îáðàáîòêà èçîáðàæåíèé è äð.
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Íà÷àëîì ñîâðåìåííîãî ýòàïà ðàçâèòèÿ òåîðèè ÂÀ ìîæíî ñ÷è-
òàòü ðàáîòó [9], â êîòîðîé ðàññìîòðåíû ÂÀ, âîçíèêàþùèå ïðè
ìîäåëèðîâàíèè ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì ñ àñèí-
õðîííûì âçàèìîäåéñòâèåì. Â êà÷åñòâå ââîäíûõ òåêñòîâ â ñîâðå-
ìåííóþ òåîðèþ ÂÀ ìîæíî íàçâàòü ðàáîòû [10] è [11].

Ãëàâíîå îòëè÷èå íîâîãî ïîíÿòèÿ ÂÀ îò òîãî, êîòîðîå èçó÷à-
ëîñü â ïðåäøåñòâóþùèé ïåðèîä, çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â íîâîì
ïîíèìàíèè ÂÀ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñèñòåìà ïåðåõîäîâ (transition
system), ñ êîòîðîé ñâÿçàíî íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ.
ÂÀ ôóíêöèîíèðóåò ïóò¼ì âûïîëíåíèÿ ïåðåõîäîâ, ïîñëå êàæäîãî
èç êîòîðûõ ïðîèñõîäèò îáíîâëåíèå çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ ýòîãî
ÂÀ. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ ÂÀ êî-
íå÷íî è ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ýòèõ ïåðåìåííûõ òîæå êîíå÷íû, òî
íîâîå è ñòàðîå ïîíÿòèÿ ÂÀ áóäóò ýêâèâàëåíòíû.

Íàðÿäó ñ óïîìÿíóòûìè âûøå ïîíÿòèÿìè ÂÀ ñóùåñòâóþò è
äðóãèå ìîäåëè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñî ñëó÷àéíûì ïîâåäåíèåì,
íàïðèìåð ñêðûòûå ìàðêîâñêèå ìîäåëè (hidden Markov models)
[12], áàéåñîâñêèå ñåòè (Bayesian networks) [13], âåðîÿòíîñòíûå
ãðàôè÷åñêèå ìîäåëè [14], ìàðêîâñêèå ðåøàþùèå ïðîöåññû (Mar-
kov decision processes) [15], âåðîÿòíîñòíûå I/O àâòîìàòû (proba-
bilistic I/O automata) [16]. Âñå ýòè ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè
ñëó÷àÿìè èñõîäíîãî ïîíÿòèÿ ÂÀ îáùåãî âèäà [8].

Íàðÿäó ñ ïåðå÷èñëåííûìè âûøå ìîäåëÿìè â ïîñëåäíèå ãîäû
èçó÷àþòñÿ ìîäåëè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñî ñëó÷àéíûì ïîâåäå-
íèåì, ïåðåõîäû â êîòîðûõ ìîãóò áûòü àññîöèèðîâàíû íå òîëü-
êî ñ âåðîÿòíîñòÿìè èõ âûïîëíåíèÿ, íî è ñ ìîäàëüíîñòÿìè must
è may, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ñóùåñòâåííî óñèëèòü âûðàçèòåëüíûå
âîçìîæíîñòè ýòèõ ìîäåëåé ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè óïîìÿíóòû-
ìè âûøå ìîäåëÿìè. Îñíîâíûå êîíöåïöèè è ìåòîäû, îòíîñÿùèåñÿ
ê òàêèì ìîäåëÿì, ñîäåðæàòñÿ â ñòàòüå [17].

Òàêæå èçó÷àþòñÿ è äðóãèå îáîáùåíèÿ ïîíÿòèÿ ÂÀ, â ÷àñò-
íîñòè âåðîÿòíîñòíûå ñåòè Ïåòðè [18], [19], ÂÀ ñ íåïðåðûâíûì
âðåìåíåì [20], âåðîÿòíîñòíûå ïðîöåññíûå àëãåáðû [21].
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Ãëàâà 1

Âñïîìîãàòåëüíûå ïîíÿòèÿ

1.1 Ñëó÷àéíûå ôóíêöèè

1.1.1 Ïîíÿòèå ñëó÷àéíîé ôóíêöèè

Ïóñòü çàäàíà ïàðà ìíîæåñòâ X, Y .
Ñëó÷àéíîé ôóíêöèåé (ÑÔ) èç X â Y íàçûâàåòñÿ ïðîèç-

âîëüíàÿ ôóíêöèÿ f âèäà

f : X × Y → [0, 1], (1.1)

óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì:

• ∀x ∈ X ìíîæåñòâî {y ∈ Y | f(x, y) > 0} êîíå÷íî èëè
ñ÷¼òíî,

• ∀x ∈ X ∑
y∈Y

f(x, y) = 1.

Äëÿ ëþáûõ x ∈ X è y ∈ Y çíà÷åíèå f(x, y) ìîæíî èíòåðïðå-
òèðîâàòü êàê âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÑÔ f îòîáðàæàåò x â y.

Åñëè f � ÑÔ èç X â Y , òî ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ýòîò ôàêò
çàïèñüþ f : X →

r
Y . Ìû áóäåì íàçûâàòü X îáëàñòüþ îïðåäå-

ëåíèÿ ÑÔ f , à Y � îáëàñòüþ çíà÷åíèé ÑÔ f .
Åñëè f è g � ÑÔ âèäà f : X →

r
Y, g : Y →

r
Z òî èõ êîìïî-

çèöèåé íàçûâàåòñÿ ÑÔ fg : X →
r
Z, îïðåäåëÿåìàÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

∀x ∈ X, ∀ z ∈ Z (fg)(x, z)
def
=
∑
y∈Y

f(x, y)g(y, z) (1.2)

8



ÑÔ (1.1) íàçûâàåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííîé, åñëè äëÿ êàæäî-
ãî x ∈ X ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé y ∈ Y , òàêîé, ÷òî f(x, y) = 1.
Åñëè f � äåòåðìèíèðîâàííàÿ ÑÔ âèäà (1.1), è x, y � òàêèå ýëåìåí-
òû X è Y ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî f(x, y) = 1, òî ìû áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî f îòîáðàæàåò x â y.

1.1.2 Ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâóþùèå êîíå÷íûì ñëó-

÷àéíûì ôóíêöèÿì

ÑÔ íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîé (ÊÑÔ), åñëè å¼ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ
è îáëàñòü çíà÷åíèé ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè ìíîæåñòâàìè.

Ïóñòü çàäàíà ÊÑÔ f : X →
r
Y , è íà X è Y çàäàíû óïîðÿäî-

÷åíèÿ èõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå èìåþò âèä (x1, . . . .xm) è (y1, . . . , yn)
ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà f ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ìàòðèöû (îáî-
çíà÷àåìîé òåì æå ñèìâîëîì f)

f =

 f(x1, y1) . . . f(x1, yn)
. . . . . . . . .

f(xm, y1) . . . f(xm, yn)

 . (1.3)

Íèæå ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü êàæäóþ ÊÑÔ f ñ ñîîòâåò-
ñòâóþùåé åé ìàòðèöåé (1.3).

Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà X, ÿâ-
ëÿþùåãîñÿ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ èëè îáëàñòüþ çíà÷åíèé êàêîé-
ëèáî èç ðàññìàòðèâàåìûõ ÊÑÔ, íàX çàäàíî ôèêñèðîâàííîå óïî-
ðÿäî÷åíèå åãî ýëåìåíòîâ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîé ðàññìàò-
ðèâàåìîé ÊÑÔ ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ìàòðèöà îïðåäåëåíà îäíî-
çíà÷íî.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö, èç (1.2) ñëåäóåò,
÷òî ìàòðèöà fg ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèö f è g.

1.1.3 Âåðîÿòíîñòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ

Âåðîÿòíîñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì (èëè ïðîñòî ðàñïðåäåëå-
íèåì) íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ ÑÔ ξ âèäà

ξ : 1 →
r
X
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ãäå 1 � ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç îäíîãî ýëåìåíòà, êîòîðûé ìû
áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì e. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ðàñïðåäåëåíèé
íà X ìû áóäåì îáîçíà÷àòü çàïèñüþ X4. Äëÿ êàæäîãî x ∈ X
è êàæäîãî ξ ∈ X4 çíà÷åíèå ξ(e, x) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü áîëåå
êîðîòêî çàïèñüþ xξ. Äëÿ êàæäîãî x ∈ X ìû áóäåì îáîçíà÷àòü
çàïèñüþ ξx ðàñïðåäåëåíèå èç X

4, îïðåäåëÿåìîå ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì: ∀ y ∈ X yξx
def
= 1, åñëè y = x, è yξx

def
= 0, åñëè y 6= x.

1.2 Ñòðîêè è ôóíêöèè íà ñòðîêàõ

1.2.1 Ñòðîêè è ñâÿçàííûå ñ íèìè ïîíÿòèÿ

Äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà X ìû áóäåì îáîçíà÷àòü çàïèñüþ X∗

ñîâîêóïíîñòü âñåõ êîíå÷íûõ ñòðîê, êîìïîíåíòàìè êîòîðûõ ÿâ-
ëÿþòñÿ ýëåìåíòû X. Ìíîæåñòâî X∗ ñîäåðæèò ïóñòóþ ñòðîêó,
îíà îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì ε.

Äëÿ êàæäîãî x ∈ X ñòðîêà, ñîñòîÿùàÿ èç îäíîãî ýòîãî ýëå-
ìåíòà, îáîçíà÷àåòñÿ òîé æå çàïèñüþ x.

Äëÿ êàæäîé ñòðîêè u ∈ X∗ å¼ äëèíîé íàçûâàåòñÿ êîëè÷å-
ñòâî êîìïîíåíòîâ ýòîé ñòðîêè. Äëèíà ïóñòîé ñòðîêè ðàâíà íóëþ.
Äëèíà ñòðîêè u îáîçíà÷àåòñÿ çàïèñüþ |u|.

Äëÿ êàæäîãî öåëîãî ÷èñëà k ≥ 0 çàïèñè Xk, X≤k, X<k, X≥k,
X>k, îáîçíà÷àþò ñîâîêóïíîñòè âñåõ ñòðîê èç X∗, äëèíà êîòîðûõ
ðàâíà k, ìåíüøå èëè ðàâíà k, è ò.ä., ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ êàæäîé ïàðû ñòðîê u, v ∈ X∗ èõ êîíêàòåíàöèåé íàçû-
âàåòñÿ ñòðîêà, îáîçíà÷àåìàÿ çàïèñüþ uv, è îïðåäåëÿåìàÿ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì:

• uε def
= εu

def
= u, è

• åñëè u = x1 . . . xn è v = x′1 . . . x
′
m, òî uv

def
= x1 . . . xnx

′
1 . . . x

′
m.

Äëÿ êàæäîé ñòðîêè u ∈ X∗ çàïèñü ũ îáîçíà÷àåò ñòðîêó u,
çàïèñàííóþ â îáðàòíîì ïîðÿäêå, ò.å. ε̃ = ε, è åñëè u = x1 . . . xn,
òî ũ = xn . . . x1.

1.2.2 Ôóíêöèè íà ñòðîêàõ

Ïóñòü çàäàíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî X.
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Ôóíêöèåé íà ñòðîêàõ èç X∗ ìû áóäåì íàçûâàòü ïðîèç-
âîëüíóþ ôóíêöèþ âèäà f : X∗ → R (ãäå ñèìâîë R îáîçíà÷àåò
ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë). Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ôóíêöèé
íà ñòðîêàõ èç X∗ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü çàïèñüþ RX∗ .

Íà ìíîæåñòâå RX∗ îïðåäåëåíû ñëåäóþùèå îïåðàöèè.

• Äëÿ ôóíêöèé f1, f2 ∈ RX∗ èõ ñóììà f1 + f2 è ðàçíîñòü
f1 − f2 îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∀u ∈ X∗
 (f1 + f2)(u)

def
= f1(u) + f2(u),

(f1 − f2)(u)
def
= f1(u)− f2(u).

(1.4)

• Äëÿ êàæäîãî a ∈ R è êàæäîé ôóíêöèè f ∈ RX∗ ïðîèçâå-
äåíèå af îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∀u ∈ X∗ (af)(u)
def
= af(u). (1.5)

Ìíîæåñòâî RX∗ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âåêòîðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî íàäR îòíîñèòåëüíî îïðåäåë¼ííûõ âûøå îïåðàöèé ñëî-
æåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëà èç R.

1.3 Àâòîìàòû Ìóðà

1.3.1 Ïîíÿòèå àâòîìàòà Ìóðà

Àâòîìàò Ìóðà � ýòî ñîâîêóïíîñòü îáúåêòîâ

M = (X, Y, S, δ, λ, s0) (1.6)

(íàçûâàåìàÿ â ýòîì ïàðàãðàôå ïðîñòî àâòîìàòîì), êîìïîíåíòû
êîòîðîé èìåþò ñëåäóþùèé ñìûñë:

• X, Y , S � ìíîæåñòâà, ýëåìåíòû êîòîðûõ íàçûâàþòñÿ ñîîò-
âåòñòâåííî âõîäíûìè ñèãíàëàìè, âûõîäíûìè ñèãíà-
ëàìè, è ñîñòîÿíèÿìè àâòîìàòà M ,

• δ : S ×X → S è λ : S → Y � îòîáðàæåíèÿ, íàçûâàåìûå ñî-
îòâåòñòâåííî îòîáðàæåíèåì ïåðåõîäà è îòîáðàæåíèåì
âûõîäà àâòîìàòà M ,
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• s0 � ýëåìåíò S, íàçûâàåìûé íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì àâ-
òîìàòà M .

Àâòîìàò ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, ðàáîòà
êîòîðîé ïðîèñõîäèò â äèñêðåòíîì âðåìåíè è çàêëþ÷àåòñÿ â

• èçìåíåíèè ñîñòîÿíèé ïîä âîçäåéñòâèåì âõîäíûõ ñèãíàëîâ,
ïîñòóïàþùèõ íà å¼ âõîä, è

• âûäà÷å â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0, 1, . . . íåêîòîðîãî
âûõîäíîãî ñèãíàëà.

Ôóíêöèîíèðîâàíèå àâòîìàòà M âèäà (1.6) ïðîèñõîäèò ñëåäó-
þùèì îáðàçîì. Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0, 1, . . . àâòîìàò

M íàõîäèòñÿ â íåêîòîðîì ñîñòîÿíèè s(t), ïðè÷åì s(0)
def
= s0. Â

êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t àâòîìàò M

• ïîëó÷àåò âõîäíîé ñèãíàë x(t) ∈ X,

• ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå s(t+ 1)
def
= δ(s(t), x(t)), è

• âûäà¼ò âûõîäíîé ñèãíàë y(t)
def
= λ(s(t)).

1.3.2 Äîñòèæèìûå ñîñòîÿíèÿ è ðåàêöèÿ àâòî-

ìàòà

Ïóñòü M � àâòîìàò âèäà (1.6). Äëÿ êàæäîãî s ∈ S è êàæäîé
ñòðîêè u ∈ X∗ çàïèñü su îáîçíà÷àåò ñîñòîÿíèå, îïðåäåëÿåìîå

èíäóêòèâíî ñëåäóþùèì îáðàçîì: sε
def
=s, è åñëè u = vx, ãäå v ∈ X∗

è x ∈ X, òî su
def
= δ(sv, x). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî åñëè ñòðîêà u

èìååò âèä x0 . . . xn òî su � ýòî ñîñòîÿíèå, â êîòîðîå ïåðåéä¼ò M
÷åðåç n+ 1 òàêòîâ âðåìåíè, ïðè óñëîâèè, ÷òî

• â òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè t îí íàõîäèëñÿ â ñîñòîÿíèè s, è

• â ìîìåíòû t, t+ 1, . . . , t+ n íà âõîä M ïîäàâàëèñü ñèãíàëû
x0, x1, . . . , xn ñîîòâåòñòâåííî.

Ñîñòîÿíèå s ∈ S íàçûâàåòñÿ äîñòèæèìûì, åñëè îíî èìååò
âèä s0u äëÿ íåêîòîðîãî u ∈ X∗.
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Ðåàêöèÿ àâòîìàòà M � ýòî îòîáðàæåíèå fM : X∗ → Y, îïðå-
äåëÿåìîå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∀u ∈ X∗ fM(u)
def
= λ(s0u).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî åñëè ñòðîêà u ∈ X∗ èìååò âèä x0 . . . xn,
òî fM(u) � ýòî âûõîäíîé ñèãíàë, êîòîðûé âûäàåò M â ìîìåíò
n+ 1, åñëè â ìîìåíòû 0, 1, . . . , n íà åãî âõîä ïîäàâàëèñü ñèãíàëû
x0, x1, . . . , xn ñîîòâåòñòâåííî.

Àâòîìàòû íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè èõ ðåàêöèè
ñîâïàäàþò.

1.3.3 Äîñòèæèìàÿ ÷àñòü àâòîìàòà

Ïóñòü M � àâòîìàò âèäà (1.6). Îáîçíà÷èì

• ñèìâîëîì S ′ ìíîæåñòâî âñåõ äîñòèæèìûõ ñîñòîÿíèé M , è

• ñèìâîëîì M ′ àâòîìàò, ïîëó÷àåìûé èç M çàìåíîé S íà S ′,
è îòîáðàæåíèé δ è λ íà îãðàíè÷åíèÿ ýòèõ îòîáðàæåíèé íà
ïîäìíîæåñòâà S ′ ×X è S ′ ñîîòâåòñòâåííî.
(íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ∀ s ∈ S ′, ∀x ∈ X δ(s, x) ∈ S ′)

Àâòîìàò M ′ íàçûâàåòñÿ äîñòèæèìîé ÷àñòüþ àâòîìàòà M .
Î÷åâèäíî, ÷òî M è M ′ ýêâèâàëåíòíû.

Åñëè X è S êîíå÷íû, òî S ′ ìîæåò áûòü íàéäåíî ñëåäóþùèì
îáðàçîì: îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü S0 ⊆ S1 ⊆ S2 ⊆ . . ., ãäå

• S0
def
= {s0},

• ∀ i ≥ 0 Si+1
def
= Si ∪ {sx | s ∈ Si, x ∈ X}.

Ò.ê. âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè S0, S1, . . . � ïîäìíîæåñòâà
êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà S, òî ∃ k < |S| : Sk = Sk+1. Íåòðóäíî âè-
äåòü, ÷òî Sk = S ′.

1.4 Ëèíåéíûå àâòîìàòû

Ïóñòü çàäàíû êîíå÷íîå ìíîæåñòâî X è íàòóðàëüíîå ÷èñëî n.
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Ëèíåéíûì àâòîìàòîì (ËÀ) ðàçìåðíîñòè n íàä X ìû áó-
äåì íàçûâàòü òðîéêó L âèäà

L = (ξ0, {Lx | x ∈ X}, λ), (1.7)

ãäå

• ξ0 � âåêòîð-ñòðîêà ðàçìåðíîñòè n íàä R,

• ∀x ∈ X Lx � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè n íàä R, è

• λ � âåêòîð-ñòîëáåö ðàçìåðíîñòè n íàä R.

Äëÿ êàæäîãî ËÀ L ìû áóäåì îáîçíà÷àòü çàïèñüþ dimL ðàç-
ìåðíîñòü ýòîãî ËÀ.

ËÀ (1.7) îïðåäåëÿåò àâòîìàò Ìóðà, îáîçíà÷àåìûé òåì æå
ñèìâîëîì L,

• ìíîæåñòâàìè âõîäíûõ è âûõîäíûõ ñèãíàëîâ êîòîðîãî ÿâ-
ëÿþòñÿ X è R ñîîòâåòñòâåííî,

• ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòü Rn

âñåõ âåêòîð�ñòðîê ðàçìåðíîñòè n íàä R,

• íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì � âåêòîð-ñòðîêà ξ0,

• îòîáðàæåíèå ïåðåõîäà ñîïîñòàâëÿåò ïàðå (ξ, x) ∈ Rn × X
âåêòîð-ñòðîêó ξLx, è

• îòîáðàæåíèå âûõîäà ñîïîñòàâëÿåò ñîñòîÿíèþ ξ ∈ Rn ÷èñëî
ξλ ∈ R.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ðåàêöèÿ fL äàííîãî àâòîìàòà ñîïîñòàâ-

ëÿåò êàæäîé ñòðîêå u ∈ X∗ ÷èñëî ξ0Luλ, ãäå Lε def
= E (åäèíè÷íàÿ

ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè n), è åñëè ñòðîêà u èìååò âèä x1 . . . xk, òî

Lu
def
= Lx1 . . . Lxk .
Ïóñòü f � ôóíêöèÿ èç RX∗ . Ìû áóäåì íàçûâàòü å¼ ëèíåé-

íî-àâòîìàòíîé ôóíêöèåé (ËÀÔ), åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ËÀ L
íàä X âåðíî ðàâåíñòâî f = fL.
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Ãëàâà 2

Âåðîÿòíîñòíûå àâòîìàòû è

âåðîÿòíîñòíûå ðåàêöèè

2.1 Âåðîÿòíîñòíûå àâòîìàòû

2.1.1 Ïîíÿòèå âåðîÿòíîñòíîãî àâòîìàòà

Âåðîÿòíîñòíûé àâòîìàò (ÂÀ) � ýòî ïÿòåðêà A âèäà

A = (X, Y, S, P, ξ0) (2.1)

êîìïîíåíòû êîòîðîé èìåþò ñëåäóþùèé ñìûñë.

1. X, Y è S � êîíå÷íûå ìíîæåñòâà, ýëåìåíòû êîòîðûõ íàçûâà-
þòñÿ ñîîòâåòñòâåííî âõîäíûìè ñèãíàëàìè, âûõîäíûìè
ñèãíàëàìè è ñîñòîÿíèÿìè ÂÀ A.

2. P � ÑÔ âèäà P : S×X →
r
S×Y , íàçûâàåìàÿ ïîâåäåíèåì

ÂÀ A. ∀ (s, x, s′, y) ∈ S × X × S × Y çíà÷åíèå P (s, x, s′, y)
ïîíèìàåòñÿ êàê âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî

• åñëè â òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè (t) A íàõîäèòñÿ â ñî-
ñòîÿíèè s, è â ýòîò ìîìåíò âðåìåíè íà åãî âõîä ïîñòó-
ïèë ñèãíàë x,

• òî â ñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè (t+ 1) A áóäåò íàõî-
äèòüñÿ â ñîñòîÿíèè s′, è â ìîìåíò âðåìåíè t âûõîäíîé
ñèãíàë A ðàâåí y.
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3. ξ0 � ðàñïðåäåëåíèå íà S, íàçûâàåìîå íà÷àëüíûì ðàñïðå-
äåëåíèåì ÂÀ A. ∀ s ∈ S çíà÷åíèå sξ

0
ïîíèìàåòñÿ êàê âå-

ðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè (t = 0)
ÂÀ A íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè s.

ÂÀ (2.1) íàçûâàåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûì, åñëè ξ0 = ξs äëÿ
íåêîòîðîãî s ∈ S, è ÑÔ P ÿâëÿåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííîé.

2.1.2 Ìàòðèöû, ñâÿçàííûå ñ âåðîÿòíîñòíûìè àâ-

òîìàòàìè

Ïóñòü A � ÂÀ âèäà (2.1), è óïîðÿäî÷åíèå ìíîæåñòâà S åãî ñîñòî-
ÿíèé èìååò âèä (s1, . . . , sn). Äëÿ ëþáûõ x ∈ X è y ∈ Y ìû áóäåì
îáîçíà÷àòü çàïèñüþ Axy ìàòðèöó ïîðÿäêà n P (s1, x, s1, y) . . . P (s1, x, sn, y)

. . . . . . . . .
P (sn, x, s1, y) . . . P (sn, x, sn, y)

 (2.2)

è äëÿ ëþáîé ïàðû ñòðîê u ∈ X∗, v ∈ Y ∗ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü
çàïèñüþ Au,v (çàïÿòàÿ â ýòîé çàïèñè ìîæåò îïóñêàòüñÿ) ìàòðèöó
ïîðÿäêà n, îïðåäåëÿåìóþ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• Aε,ε = E (åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà),

• åñëè |u| 6= |v|, òî Au,v = 0 (íóëåâàÿ ìàòðèöà), è

• åñëè u = x1 . . . xk è v = y1 . . . yk, òî A
u,v = Ax1y1 . . . Axkyk .

Ïóñòü s � ïðîèçâîëüíîå ñîñòîÿíèå èç S, è â óïîðÿäî÷åíèè
ýëåìåíòîâ S äàííîå ñîñòîÿíèå èìååò íîìåð i (ò.å. s = si). Ìû
áóäåì íàçûâàòü

• ñòðîêó íîìåð i ìàòðèöû Au,v � ñòðîêîé s, è îáîçíà÷àòü å¼
çàïèñüþ ~Au,vs

• ñòîëáåö íîìåð i ìàòðèöû Au,v � ñòîëáöîì s, è îáîçíà÷àòü
åãî çàïèñüþ Au,vs

↓
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Äëÿ ëþáûõ s, s′ ∈ S ìû áóäåì îáîçíà÷àòü çàïèñüþ Au,vs,s′ ýëå-
ìåíò ìàòðèöû Au,v, íàõîäÿùèéñÿ â ñòðîêå s ñòîëáöå s′.

Åñëè ñòðîêè u ∈ X∗ è v ∈ Y ∗ èìåþò âèä x0 . . . xk è y0 . . . yk
ñîîòâåòñòâåííî, òî Au,vs,s′ ìîæíî ïîíèìàòü êàê âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî

• åñëè â òåêóùèé ìîìåíò (t) A íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè s, è,
íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ìîìåíòà, íà âõîä A ïîñëåäîâàòåëüíî ïîñòó-
ïàëè ýëåìåíòû ñòðîêè u (ò.å. â ìîìåíò t ïîñòóïèë ñèãíàë
x0, â ìîìåíò t+ 1 ïîñòóïèë ñèãíàë x1, è ò.ä.)

• òî â ìîìåíòû t, t + 1, . . . , t + k âûõîäíûå ñèãíàëû A ðàâ-
íû y0, . . . , yk ñîîòâåòñòâåííî, è â ìîìåíò t + k + 1 A áóäåò
íàõîäèòüñÿ â ñîñòîÿíèè s′.

2.1.3 Ðåàêöèÿ âåðîÿòíîñòíîãî àâòîìàòà

Ïóñòü çàäàíû ÂÀ A âèäà (2.1) è ðàñïðåäåëåíèå ξ ∈ S4.
Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÂÀ A â ìîìåíò âðåìåíè t èìååò

ðàñïðåäåëåíèå ξ, åñëè äëÿ êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ s ∈ S âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî A â ìîìåíò âðåìåíè t íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè s,
ðàâíà sξ.

Ðåàêöèåé ÂÀ A â ðàñïðåäåëåíèè ξ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

Aξ : X∗ × Y ∗ → R

îïðåäåëÿåìàÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∀u ∈ X∗, ∀ v ∈ Y ∗ Aξ(u, v)
def
= ξAu,vI

ãäå çàïèñü I îáîçíà÷àåò âåêòîð-ñòîëáåö ïîðÿäêà |S|, âñå êîìïî-
íåíòû êîòîðîãî ðàâíû 1.

Ðåàêöèåé ÂÀ A ìû áóäåì íàçûâàòü ðåàêöèþ ýòîãî ÂÀ â åãî
íà÷àëüíîì ðàñïðåäåëåíèè. Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ðåàêöèþ ÂÀ A
çàïèñüþ fA. Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè ÂÀ A äåòåðìèíèðîâàí-
íûé, òî ÑÔ fA � äåòåðìèíèðîâàííàÿ.

Åñëè ñòðîêè u ∈ X∗ è v ∈ Y ∗ èìåþò âèä x0 . . . xk è y0 . . . yk ñî-
îòâåòñòâåííî, òî fA(u, v) ìîæíî ïîíèìàòü êàê âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî åñëè, íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà 0, íà âõîä A ïîñëåäîâàòåëüíî ïî-
ñòóïàëè ýëåìåíòû ñòðîêè u (ò.å. â ìîìåíò 0 ïîñòóïèë ñèãíàë x0,
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â ìîìåíò 1 ïîñòóïèë ñèãíàë x1, è ò.ä.), òî â ìîìåíòû 0, 1, . . . , k
âûõîäíûå ñèãíàëû A ðàâíû y0, . . . , yk ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà 1. Åñëè A � ÂÀ âèäà (2.1) è ξ ∈ S4, òî Aξ � ÑÔ.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïîñêîëüêó ∀u ∈ X∗,∀ v ∈ X∗ çíà÷åíèå Aξ(u, v) íåîòðèöà-

òåëüíî, òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî
∀u ∈ X∗ ∑

v∈Y ∗
Aξ(u, v) = 1, ò.å.

∀u ∈ X∗
∑
v∈Y ∗

ξAu,vI = 1. (2.3)

Ïîñêîëüêó Au,v = 0 ïðè |u| 6= |v|, òî (2.3) ýêâèâàëåíòíî óñëî-
âèþ: ∀ k ≥ 0

∀u ∈ Xk
∑
v∈Y k

ξAu,vI = 1. (2.4)

Äîêàæåì (2.4) èíäóêöèåé ïî k. Åñëè k = 0, òî (2.4) ñëåäóåò
èç òîãî, ÷òî Aε,ε = E è ξEI = ξI = 1 (ò.ê. ξ ∈ S4).

Ïóñòü (2.4) âåðíî äëÿ íåêîòîðîãî k. Äîêàæåì, ÷òî

∀u ∈ Xk+1
∑

v∈Y k+1

ξAu,vI = 1. (2.5)

(2.5) ýêâèâàëåíòíî ñîîòíîøåíèþ

∀u ∈ Xk, ∀x ∈ X
∑

v∈Y k, y∈Y
ξAux,vyI = 1. (2.6)

Ò.ê. Aux,vy = Au,vAxy, òî (2.6) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

∀u ∈ Xk, ∀x ∈ X
∑
v∈Y k

ξAu,v(
∑
y∈Y

AxyI) = 1. (2.7)

(2.7) ñëåäóåò èç (2.4) è ðàâåíñòâà∑
y∈Y

AxyI = I (2.8)

êîòîðîå âåðíî ïîòîìó, ÷òî åñëè Axy èìååò âèä (2.2), òî ∀ i ∈
{1, . . . , n} ýëåìåíò ñ èíäåêñîì i ñòîëáöà

∑
y∈Y

AxyI ðàâåí ñóììå

∑
y∈Y, j=1,...,n

P (si, x, sj, y)
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êîòîðàÿ ðàâíà 1, ò.ê. P � ÑÔ âèäà P : S ×X →
r
S × Y .

Ðàñïðåäåëåíèÿ ξ1, ξ2 ∈ S4 íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè îò-
íîñèòåëüíî A, åñëè ðåàêöèè Aξ1 è Aξ2 ñîâïàäàþò, ò.å.

∀u ∈ X∗, ∀ v ∈ Y ∗ ξ1A
u,vI = ξ2A

u,vI.

Åñëè ðàñïðåäåëåíèÿ ξ1 è ξ2 ýêâèâàëåíòíû îòíîñèòåëüíî A, òî ìû
áóäåì îáîçíà÷àòü ýòîò ôàêò çàïèñüþ ξ1 ∼

A
ξ2.

2.1.4 Áàçèñíûå ìàòðèöû âåðîÿòíîñòíûõ àâòî-

ìàòîâ

Íèæå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå: äëÿ êàæ-
äîãî ìíîæåñòâà W ýëåìåíòîâ êàêîãî-ëèáî ëèíåéíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà ìû áóäåì îáîçíà÷àòü çàïèñüþ 〈W 〉 ïîäïðîñòðàíñòâî ýòîãî
ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà, ïîðîæäåííîå âåêòîðàìè èç W .

Ïóñòü A � ÂÀ âèäà (2.1). Îáîçíà÷èì çàïèñüþ AI ñîâîêóïíîñòü
âñåõ âåêòîð-ñòîëáöîâ âèäà Au,vI, ãäå u ∈ X∗, v ∈ Y ∗.

Áàçèñíîé ìàòðèöåé ÂÀ A íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà, îáîçíà÷àå-
ìàÿ çàïèñüþ [A], è óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì:

• êàæäûé ñòîëáåö ìàòðèöû [A] ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì AI,

• ñòîëáöû ìàòðèöû [A] îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà 〈AI〉.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ ξ1, ξ2 ∈ S4

ξ1 ∼
A
ξ2 ⇔ ξ1[A] = ξ2[A].

Äëÿ êàæäîãî s ∈ S ìû áóäåì íàçûâàòü ñòðîêîé s ìàòðè-
öû [A] òó å¼ ñòðîêó, êîòîðàÿ ñîäåðæèò çíà÷åíèÿ âèäà ~Au,vs I. Ìû
áóäåì îáîçíà÷àòü ýòó ñòðîêó çàïèñüþ [A]s.

Ìàòðèöà [A] ì.á. ïîñòðîåíà ïðè ïîìîùè èçëàãàåìîãî íèæå
àëãîðèòìà.

Ïóñòü k ≥ 0. Îáîçíà÷èì çàïèñüþ AIk ñîâîêóïíîñòü âåêòîð-
ñòîëáöîâ âèäà Au,vI, ãäå u ∈ X∗, v ∈ Y ∗, |u| = |v| ≤ k. Íåòðóäíî
âèäåòü, ÷òî

〈AI0〉 ⊆ 〈AI1〉 ⊆ 〈AI2〉 ⊆ . . . è
⋃
k≥0
〈AIk〉 = 〈AI〉. (2.9)
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Ïîñêîëüêó âñå ïðîñòðàíñòâà 〈AIk〉 ÿâëÿþòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâàìè
êîíå÷íîìåðíîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà (ðàçìåðíîñòè |S|), òî,
ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âêëþ÷åíèé â (2.9) íå ìîæåò
íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàòü, ò.å. äëÿ íåêîòîðîãî k âåðíû ðàâåíñòâà

〈AIk〉 = 〈AIk+1〉 = 〈AIk+2〉 = . . . = 〈AI〉. (2.10)

Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû [A] îñíîâàí íà ñëåäóþùåé òåî-
ðåìå.

Òåîðåìà 2. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî k âåðíî ðàâåíñòâî

〈AIk+1〉 = 〈AIk〉 (2.11)

òî k îáëàäàåò ñâîéñòâîì (2.10).

Äîêàçàòåëüñòâî.
Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ðàâåíñòâî

〈AIk+2〉 = 〈AIk〉. (2.12)

Ïóñòü V ∈ AIk+2 \ AIk+1, òîãäà V èìååò âèä AxyAu,vI, ãäå
x ∈ X, y ∈ Y è |u| = |v| = k+1. Ïîñêîëüêó Au,vI ∈ AIk+1 ⊆ 〈AIk〉,
òî, ñëåäîâàòåëüíî, Au,vI ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âèäà

Au,vI =
m∑
i=1

λiVi (∀ i = 1, . . . ,m λi ∈ R, Vi ∈ AIk).

Ñëåäîâàòåëüíî,

V = Axy
( m∑
i=1

λiVi
)

=
m∑
i=1

λi(A
xyVi) =

m∑
i=1

λiWi (2.13)

ãäå Wi ∈ AIk+1 ⊆ 〈AIk〉. îòêóäà íà îñíîâàíèè (2.13) çàêëþ÷àåì,
÷òî V ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ýëåìåíòîâ 〈AIk〉, ïîýòîìó
V ∈ 〈AIk〉. Òàêèì îáðàçîì, AIk+2 ⊆ 〈AIk〉, îòêóäà ñëåäóåò (2.12).

Èç òåîðåìû 2 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî åñëè k � íàèìåíü-
øèé íîìåð, äëÿ êîòîðîãî âåðíî (2.11), òî k ≤ |S| − 1.

20



Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 2, ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèé àëãî-
ðèòì ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû [A]. Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü çàïèñüþ CA
ïåðåìåííóþ, çíà÷åíèÿìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà âåêòîð-
ñòîëáöîâ ïîðÿäêà |S|. Àëãîðèòì ñîñòîèò èç ïåðå÷èñëåííûõ íèæå
òð¼õ øàãîâ. Øàã 2 ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ íåñêîëüêî ðàç.

1. Çíà÷åíèå CA ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì {I} (= AI0).

2. Ïóñòü V1, . . . , Vm � ñïèñîê âñåõ ñòîëáöîâ âèäà AxyV , ãäå x ∈
X, y ∈ Y è V ∈ CA. Âûïîëíÿåòñÿ öèêë:

for i=1 to m do {

if Vi 6∈ 〈CA〉 then Vi äîáàâëÿåòñÿ ê CA
}

3. Åñëè âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ øàãà 2 ìíîæåñòâî CA èçìåíè-
ëîñü, òî øàã 2 âûïîëíÿåòñÿ åù¼ ðàç, èíà÷å àëãîðèòì çàêàí-
÷èâàåò ðàáîòó.

Îáîñíóåì êîððåêòíîñòü äàííîãî àëãîðèòìà. Íåòðóäíî âèäåòü,
÷òî åñëè ïåðåä âûïîëíåíèåì øàãà 2 áûëî âåðíî ðàâåíñòâî 〈CA〉 =
〈AIk〉 äëÿ íåêîòîðîãî k ≥ 0, òî ïîñëå âûïîëíåíèÿ ýòîãî øàãà
áóäåò âåðíî ðàâåíñòâî 〈CA〉 = 〈AIk+1〉. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷åðåç
íå áîëåå ÷åì |S| − 1 âûïîëíåíèé øàãà 2 áóäåò âåðíî ðàâåíñòâî
〈CA〉 = 〈AI〉, è øàã 2 âûïîëíèòñÿ íå áîëåå |S| ðàç. Ïîñêîëüêó
êàæäûé äîáàâëÿåìûé ê CA âåêòîð Vi íå ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàí-
ñòâó 〈CA〉, òî, ñëåäîâàòåëüíî, â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè CA ñî-
ñòîèò èç ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ, ò.å. ïîñëå çàâåðøåíèÿ
ðàáîòû àëãîðèòìà CA ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà 〈AI〉.

2.1.5 Ìàòðè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ, ñâÿçàííûå ñ
ìàòðèöàìè.

• Åñëè ξ1 è ξ2 � âåêòîð-ñòðîêè ðàçìåðíîñòåé n1 è n2 ñîîòâåò-
ñòâåííî, òî çàïèñü (ξ1, ξ2) îáîçíà÷àåò âåêòîð-ñòðîêó ðàçìåð-
íîñòè n1 +n2, ïåðâûå n1 êîìïîíåíòîâ êîòîðîé ñîâïàäàþò ñ
ñîîòâåòñòâþùèìè êîìïîíåíòàìè ξ1, à îñòàëüíûå êîìïîíåí-
òû � ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êîìïîíåíòàìè ξ2.
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• Åñëè λ1 è λ2 � âåêòîð-ñòîëáöû ðàçìåðíîñòåé n1 è n2 ñî-

îòâåòñòâåííî, òî çàïèñü

(
λ1
λ2

)
îáîçíà÷àåò âåêòîð-ñòîëáåö

ðàçìåðíîñòè n1 + n2, ïåðâûå n1 êîìïîíåíòîâ êîòîðîãî ñîâ-
ïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êîìïîíåíòàìè λ1, à îñòàëüíûå
êîìïîíåíòû � ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êîìïîíåíòàìè λ2.

• Åñëè A è B � ìàòðèöû ðàçìåðíîñòåé (m,n) è (k, l) ñîîòâåò-

ñòâåííî, òî çàïèñü

(
A 0
0 B

)
îáîçíà÷àåò ìàòðèöó ðàçìåð-

íîñòè (m+ k, n+ l), îïðåäåëÿåìóþ åñòåñòâåííûì îáðàçîì.

• Äëÿ êàæäîé ìàòðèöû A çàïèñü Ã (èëè A∼) îáîçíà÷àåò ìàò-
ðèöó, òðàíñïîíèðîâàííóþ ê ìàòðèöå A.

2.1.6 Ýêâèâàëåíòíîñòü âåðîÿòíîñòíûõ àâòîìà-

òîâ

Ïóñòü çàäàíà ïàðà ÂÀ A1, A2, ó êîòîðûõ îäèíàêîâû ìíîæåñòâà
âõîäíûõ ñèãíàëîâ è ìíîæåñòâà âûõîäíûõ ñèãíàëîâ, ò.å. A1 è A2

èìåþò âèä
Ai = (X, Y, Si, Pi, ξ

0
i ) (i = 1, 2).

A1 è A2 íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè èõ ðåàêöèè ñîâ-
ïàäàþò, ò.å. âåðíî ðàâåíñòâî

fA1 = fA2 . (2.14)

Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî ðàâåíñòâî (2.14) ðàâíîñèëüíî ñîîòíî-
øåíèþ ξ1 ∼

A
ξ2, ãäå A èìååò âèä (X, Y, S1 t S2, P, ξ

0), è

∀x ∈ X, y ∈ Y Axy =

(
Axy1 0
0 Axy2

)
,

ξ1 = (ξ01 ,0), ξ2 = (0, ξ02)
(2.15)

(ñèìâîëû 0 â (2.15) èçîáðàæàþò íóëåâûå ìàòðèöû èëè âåêòîð-
ñòðîêè ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðîâ).

Åñëè ÂÀ A1 è A2 ýêâèâàëåíòíû, òî ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ýòîò
ôàêò çàïèñüþ A1 ∼ A2.
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2.2 Ðåäóêöèÿ âåðîÿòíîñòíûõ àâòîìàòîâ

Ðåäóêöèÿ ÂÀ çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè ïî çàäàííîìó ÂÀ A
òàêîãî ÂÀ, êîòîðûé áûë áû ýêâèâàëåíòåí A, è ñîäåðæàë ìåíüøå
ñîñòîÿíèé, ÷åì A (åñëè ýòî âîçìîæíî). Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü
äâà ìåòîäà ðåäóêöèè: âûäåëåíèå äîñòèæèìîé ÷àñòè è óäàëåíèå
âûïóêëûõ êîìáèíàöèé.

2.2.1 Âûäåëåíèå äîñòèæèìîé ÷àñòè

Ïóñòü A � ÂÀ âèäà (2.1). Ïîíÿòèå äîñòèæèìîãî ñîñòîÿíèÿ ÂÀ
A îïðåäåëÿåòñÿ ðåêóðñèâíî: ñîñòîÿíèå s ∈ S äîñòèæèìî, åñëè

• ëèáî sξ
0 6= 0,

• ëèáî ñóùåñòâóåò äîñòèæèìîå ñîñòîÿíèå s′ ∈ S, òàêîå, ÷òî

∃x ∈ X, y ∈ Y : P (s′, x, s, y) > 0. (2.16)

Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî A ∼ Ar
def
= (X, Y, Sr, Pr, ξ

0
r ), ãäå

• Sr ñîñòîèò èç âñåõ äîñòèæèìûõ ñîñòîÿíèé ÂÀ A, è

• Pr è ξ0r ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè îãðàíè÷åíèÿìè P è ξ0.

ÂÀ Ar íàçûâàåòñÿ äîñòèæèìîé ÷àñòüþ ÂÀ A. Àëãîðèòì
ïîñòðîåíèÿ ïî çàäàííîìó ÂÀ åãî äîñòèæèìîé ÷àñòè àíàëîãè÷åí
ñîîòâåòñòâóþùåìó àëãîðèòìó äëÿ äåòåðìèíèðîâàííûõ àâòîìà-
òîâ (ñì. êîíåö ïóíêòà 1.3.3).

2.2.2 Óäàëåíèå âûïóêëûõ êîìáèíàöèé

Ïóñòü A � ÂÀ âèäà (X, Y, S, P, ξ0). Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñî-
ñòîÿíèå s ∈ S ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé êîìáèíàöèåé äðóãèõ ñî-
ñòîÿíèé ÂÀ A, åñëè ñòðîêà s ìàòðèöû [A] ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé
êîìáèíàöèåé äðóãèõ ñòðîê ýòîé ìàòðèöû, ò.å. ñóùåñòâóåò ðàñ-
ïðåäåëåíèå ξ ∈ (S \ {s})4, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

[A]s =
∑

s′∈S\{s}
(s′)ξ[A]s′ . (2.17)
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Åñëè â ìíîæåñòâå S ñîñòîÿíèé ÂÀ A åñòü ñîñòîÿíèå s, ÿâëÿ-
þùååñÿ âûïóêëîé êîìáèíàöèåé äðóãèõ ñîñòîÿíèé ýòîãî ÂÀ, òî
ìîæíî îïðåäåëèòü ÂÀ B, êîòîðûé ýêâèâàëåíòåí A, è ìíîæåñòâî
ñîñòîÿíèé êîòîðîãî èìååò âèä S \ {s}. Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
B ïîëó÷àåòñÿ èç A ïóòåì óäàëåíèÿ âûïóêëîé êîìáèíàöèè s.

Àâòîìàò B îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü óïîðÿ-
äî÷åíèå ìíîæåñòâà S èìååò âèä (s1, . . . , sn), è âûøåïîìÿíóòîå ñî-
ñòîÿíèå s ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäíèì â ýòîì óïîðÿäî÷åíèè (ò.å. s = sn).
Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì M ìàòðèöó

1 0 . . . 0 0
. . .

0 0 . . . 1 0

sξ1 sξ2 . . . sξn−1 0


è îáîçíà÷èì ñèìâîëîì C ÂÀ (X, Y, S,Q, ξ0M), ãäå

∀x ∈ X, y ∈ Y Cxy = AxyM. (2.18)

Äîêàæåì, ÷òî ∀u ∈ X∗, v ∈ Y ∗ âåðíî ðàâåíñòâî

Cu,vI = Au,vI. (2.19)

(2.19) âåðíî, êîãäà u è v èìåþò ðàçíóþ äëèíó. Äëÿ u è v îäèíà-
êîâîé äëèíû áóäåì äîêàçûâàòü (2.19) èíäóêöèåé ïî äëèíå u.

1. (2.19) âåðíî, êîãäà u = v = ε.

2. Ïóñòü (2.19) âåðíî äëÿ íåêîòîðûõ u, v. Òîãäà ∀x ∈ X, y ∈ Y

Cxu,yvI = CxyCu,vI = AxyMAu,vI (2.20)

(âòîðîå ðàâåíñòâî â (2.20) ñëåäóåò èç (2.18) è (2.19)).

Äîêàæåì, ÷òî âåðíî ðàâåíñòâî

MAu,vI = Au,vI. (2.21)

Èç (2.17) ñëåäóåò. ÷òî

(sξ1 . . . s
ξ
n−1 0)[A] = [A]sn = (0 . . . 0 1)[A]
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îòêóäà ñëåäóåò

M [A] =


1 0 . . . 0 0

. . .
0 0 . . . 1 0
0 0 . . . 0 1

 [A] = [A] (2.22)

Èç (2.22) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî ñòîëáöà V , ìàòðèöû [A]
âåðíî ðàâåíñòâî

MV = V. (2.23)

Ïîñêîëüêó ñòîëáöû [A] îáðàçóþò áàçèñ 〈AI〉, òî, ñëåäîâà-
òåëüíî, (2.23) âåðíî â òîì ñëó÷àå, êîãäà V ÿâëÿåòñÿ ïðî-
èçâîëüíûì ýëåìåíòîì 〈AI〉. Â ÷àñòíîñòè, (2.23) âåðíî äëÿ
âñåõ âåêòîðîâ èç AI. Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî (2.21) äî-
êàçàíî.

Èç (2.21) è èç (2.20) ñëåäóåò, ÷òî

Cxu,yvI = AxyMAu,vI = AxyAu,vI = Axu,yvI. (2.24)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè (2.19) âåðíî, òî áóäåò âåðíî ðàâåíñòâî,
ïîëó÷àåìîå èç (2.19) çàìåíîé u íà xu, à v � íà yv.

Ñëåäîâàòåëüíî, (2.19) âåðíî äëÿ âñåõ u ∈ X∗, v ∈ Y ∗.
Äîêàæåì, ÷òî ÂÀ A è C ýêâèâàëåíòíû, ò.å. fA = fC . Äàííîå

ðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî óòâåðæäåíèþ

∀u ∈ X∗, ∀ v ∈ Y ∗ ξ0Au,vI = ξ0MCu,vI. (2.25)

(2.25) ñëåäóåò èç (2.19) è èç (2.21).
Çàìåòèì, ÷òî ñîñòîÿíèå sn ÂÀ C íå ÿâëÿåòñÿ äîñòèæèìûì.

Äåéñòâèòåëüíî, ò.ê. ïîñëåäíèé ñòîëáåö ìàòðèöû M ÿâëÿåòñÿ íó-
ëåâûì, òî

• çíà÷åíèå sξ
0M
n , êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäíèì ýëåìåíòîì âåê-

òîð-ñòðîêè ξ0M , ðàâíî 0, è

• äëÿ êàæäîãî x ∈ X è êàæäîãî y ∈ Y ïîñëåäíèé ñòîëáåö
ìàòðèöû Cxy = AxyM ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì, ïîýòîìó íåðàâåí-
ñòâî (2.16), â êîòîðîì P çàìåíåíî íà Q, è s � íà sn, íåâåðíî
äëÿ êàæäîãî s′ ∈ S.
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Èñêîìûé ÂÀ B îïðåäåëÿåòñÿ êàê ÂÀ, ïîëó÷àåìûé èç ÂÀ
C óäàëåíèåì íåäîñòèæèìîãî ñîñòîÿíèÿ sn è ñîîòâåòñòâóþùèì
îãðàíè÷åíèåì ïîâåäåíèÿ è íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÂÀ C. Èç
óòâåðæäåíèÿ â ïóíêòå 2.2.1 ñëåäóåò, ÷òî C ∼ B. Ïîñêîëüêó ñâîé-
ñòâî ýêâèâàëåíòíîñòè ÂÀ ÿâëÿåòñÿ òðàíçèòèâíûì, òî èç A ∼ C
è C ∼ B ñëåäóåò, ÷òî A ∼ B.

2.2.3 Ìåòîä ðàñïîçíàâàíèÿ âûïóêëûõ êîìáè-

íàöèé ñîñòîÿíèé

Äëÿ ðåàëèçàöèè èçëîæåííîãî â ïðåäûäóùåì ïóíêòå ìåòîäà ðå-
äóêöèè ÂÀ ïóòåì óäàëåíèÿ âûïóêëûõ êîìáèíàöèé ñîñòîÿíèé
íåîáõîäèìî èìåòü àëãîðèòì ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé çàäà÷è: ïóñòü
çàäàí ÂÀ A, è s � îäíî èç ñîñòîÿíèé ýòîãî ÂÀ, òðåáóåòñÿ

• îïðåäåëèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ñîñòîÿíèå s âûïóêëîé êîìáèíà-
öèåé äðóãèõ ñîñòîÿíèé ÂÀ A, ò.å. ÿâëÿåòñÿ ëè ñòðîêà [A]s
âûïóêëîé êîìáèíàöèåé äðóãèõ ñòðîê ìàòðèöû [A], è

• åñëè îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ïîëîæèòåëåí, òî íàéòè êîýôôè-
öèåíòû ýòîé âûïóêëîé êîìáèíàöèè.

Äàííóþ çàäà÷ó ìîæíî ñâåñòè ê çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ (ÇËÏ), íà îñíîâå íèæåñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 3.
Ïóñòü çàäàí ÂÀ A, è s � îäíî èç ñîñòîÿíèé ýòîãî ÂÀ. Îáî-

çíà÷èì çàïèñüþ {W1, . . . ,Wm} ñîâîêóïíîñòü ñòðîê ìàòðèöû [A],
çà èñêëþ÷åíèåì ñòðîêè [A]s.

Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû.

1. [A]s ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé êîìáèíàöèåé ñòðîê {W1, . . . ,Wm},
ò.å.

∃ (ξ1, . . . , ξm) ∈ {1, . . . ,m}4 : [A]s =
m∑
i=1

ξiWi. (2.26)

2. Ñóùåñòâóåò ðåøåíèå ÇËÏ, â êîòîðîé
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• ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ èìååò âèä

{x1, . . . , xm, y1, . . . , yn}

ãäå n � ÷èñëî ñîñòîÿíèé ÂÀ A,

• îãðàíè÷åíèÿ â ôîðìå íåðàâåíñòâ èìåþò âèä xi ≥ 0 è
yj ≥ 0, ãäå i ∈ {1, . . . ,m}, j ∈ {1, . . . , n},
• îãðàíè÷åíèÿ â ôîðìå ðàâåíñòâ âûðàæàþòñÿ â âèäå ìàò-

ðè÷íîãî ðàâåíñòâà (X, Y )

(
W
En

)
= [A]s, ãäå

� X è Y � âåêòîð-ñòðîêè ïåðåìåííûõ:

X = (x1, . . . , xm), Y = (y1, . . . , yn).

� W � ìàòðèöà, ïîëó÷àåìàÿ èç [A] ïóòåì óäàëåíèÿ
ñòðîêè [A]s,

� En � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n,

à òàêæå ðàâåíñòâà
m∑
i=1

xi +
n∑
i=1

yi = 1,

• öåëåâàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä
n∑
i=1

yi → min,

è çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè íà ýòîì ðåøåíèè ðàâíî 0.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïóñòü âåðíî óòâåðæäåíèå 1. Òîãäà ðåøåíèå ÇËÏ èìååò âèä

x1 = ξ1, . . . , xm = ξm, y1 = 0, . . . , yn = 0.
Îáðàòíî, ïóñòü âåðíî óòâåðæäåíèå 2, ò.å. ñóùåñòâóåò ðåøå-

íèå ÇËÏ, çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè íà êîòîðîì ðàâíî 0. Òîãäà
èç îãðàíè÷åíèÿ yj ≥ 0 (j = 1, . . . , n) ñëåäóåò, ÷òî çíà÷åíèÿ ïå-
ðåìåííûõ y1, . . . , yn íà ýòîì ðåøåíèè ðàâíû 0. Íåòðóäíî âèäåòü,
÷òî ñîâîêóïíîñòü (ξ1, . . . , ξm) çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ x1, . . . , xm íà
ýòîì ðåøåíèè óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì â ñîîòíîøåíèè (2.26).

Îòìåòèì, ÷òî îäíî èç îïîðíûõ ðåøåíèé ÇËÏ, ñôîðìóëèðî-
âàííîé â òåîðåìå 3, èìååò âèä X = 0, Y = [A]s.
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2.3 Âåðîÿòíîñòíûå ðåàêöèè

2.3.1 Ïîíÿòèå âåðîÿòíîñòíîé ðåàêöèè

Ïóñòü X è Y � êîíå÷íûå ìíîæåñòâà.
Âåðîÿòíîñòíîé ðåàêöèåé (ÂÐ) èç X â Y íàçûâàåòñÿ ÑÔ

f : X∗ →
r
Y ∗, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ: ∀u ∈ X∗, ∀ v ∈ Y ∗

åñëè |u| 6= |v|, òî f(u, v) = 0
∀x ∈ X f(u, v) =

∑
y∈Y

f(ux, vy). (2.27)

Çàïèñü R(X, Y ) îáîçíà÷àåò ñîâîêóïíîñòü âñåõ ÂÐ èç X â Y .

Òåîðåìà 4.
Äëÿ êàæäîãî ÂÀ A = (X, Y, S, P, ξ0) è êàæäîãî ξ ∈ S4

Aξ ∈ R(X, Y ).

Äîêàçàòåëüñòâî.

Äîêàæåì, ÷òî ∀u ∈ X∗,∀ v ∈ Y ∗ ÑÔ f
def
= Aξ óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ (2.27).

• Åñëè |u| 6= |v|, òî Au,v = 0, ïîýòîìó Aξ(u, v) = ξAu,vI = 0,

• ∀x ∈ X ∑
y∈Y

Aξ(ux, vy) =
∑
y∈Y

ξAux,vyI =

=
∑
y∈Y

ξAu,vAxyI = ξAu,v(
∑
y∈Y

AxyI) =

= ξAu,vI = Aξ(u, v)

(2.28)

(â (2.28) èñïîëüçóåòñÿ ðàâåíñòâî (2.8)).

2.3.2 Îñòàòî÷íûå âåðîÿòíîñòíûå ðåàêöèè

Ïóñòü çàäàíû

• êîíå÷íûå ìíîæåñòâà X è Y ,

• ÂÐ f ∈ R(X, Y ), è
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• ñòðîêè u ∈ X∗, v ∈ Y ∗, òàêèå, ÷òî f(u, v) 6= 0.

Îáîçíà÷èì çàïèñüþ fu,v ôóíêöèþ âèäà fu,v : X∗ × Y ∗ → R,
îïðåäåëÿåìóþ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∀u′ ∈ X∗,∀ v′ ∈ Y ∗ fu,v(u
′, v′)

def
=
f(uu′, vv′)

f(u, v)
. (2.29)

Òåîðåìà 5.
Åñëè f ∈ R(X, Y ) è f(u, v) 6= 0, òî ôóíêöèÿ fu,v, îïðåäåëÿå-

ìàÿ ñîîòíîøåíèåì (2.29), ÿâëÿåòñÿ ÑÔ.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïîñêîëüêó âñå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè fu,v íåîòðèöàòåëüíû, òî äî-

ñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

∀u′ ∈ X∗
∑
v′∈Y ∗

fu,v(u
′, v′) = 1. (2.30)

(2.30) ýêâèâàëåíòíî ñîîòíîøåíèþ

∀u′ ∈ X∗
∑
v′∈Y ∗

f(uu′, vv′) = f(u, v). (2.31)

Èç ïðåäïîëîæåíèÿ f(u, v) 6= 0 ñëåäóåò, ÷òî |u| = |v|. Ïîýòîìó
f(uu′, vv′) = 0 ïðè |u′| 6= |v′|, è, ñëåäîâàòåëüíî, (2.31) ýêâèâàëåíò-
íî óñëîâèþ: ∀ k ≥ 0

∀u′ ∈ Xk
∑
v′∈Y k

f(uu′, vv′) = f(u, v). (2.32)

Äîêàæåì (2.32) èíäóêöèåé ïî k. Åñëè k = 0, òî (2.32), î÷å-
âèäíî, âåðíî. Ïóñòü (2.32) âåðíî äëÿ íåêîòîðîãî k. Äîêàæåì, ÷òî

∀u′ ∈ Xk+1
∑

v′∈Y k+1

f(uu′, vv′) = f(u, v). (2.33)

(2.33) ýêâèâàëåíòíî óòâåðæäåíèþ: ∀u′ ∈ Xk, ∀x ∈ X∑
v′∈Y k, y∈Y

f(uu′x, vv′y) = f(u, v). (2.34)
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Ïîñêîëüêó ∀x ∈ X, ∀u′ ∈ Xk, ∀ v′ ∈ Y k

f(uu′, vv′) =
∑
y∈Y

f(uu′x, vv′y)

òî (2.34) ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:∑
v′∈Y k, y∈Y

f(uu′x, vv′y) =
∑

v′∈Y k
(
∑
y∈Y

f(uu′x, vv′y)) =

=
∑

v′∈Y k
f(uu′, vv′) = f(u, v).

(2.35)

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â (2.35) ñîâïàäàåò ñ ðàâåíñòâîì â (2.32), è
îíî âåðíî ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ.

Òåîðåìà 6.
Åñëè f ∈ R(X, Y ) è f(u, v) 6= 0, òî fu,v ∈ R(X, Y ).

Äîêàçàòåëüñòâî.
Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ∀u′ ∈ X∗,∀ v′ ∈ Y ∗

åñëè |u′| 6= |v′|, òî fu,v(u′, v′) = 0
∀x ∈ X fu,v(u

′, v′) =
∑
y∈Y

fu,v(u
′x, v′y). (2.36)

Èç óñëîâèÿ f(u, v) 6= 0 ñëåäóåò, ÷òî |u| = |v|, ïîýòîìó, ñîãëàñíî
îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè fuv, ìîæíî ïåðåïèñàòü (2.36) ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

åñëè |uu′| 6= |vv′|, òî f(uu′, vv′) = 0
∀x ∈ X f(uu′, vv′) =

∑
y∈Y

f(uu′x, vv′y). (2.37)

Ïåðâîå óòâåðæäåíèå â (2.37) âåðíî ïîòîìó, ÷òî f � ÂÐ, à
âòîðîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç äîêàçàííîãî âûøå ñîîòíîøåíèÿ
(2.32) (â äàííîì ñëó÷àå k = 1).

Òåîðåìà 7.
Åñëè f ∈ R(X, Y ), f(u, v) 6= 0 è f(uu′, vv′) 6= 0, òî

fuu′,vv′ = (fu,v)u′,v′ .

Äîêàçàòåëüñòâî.
∀u′′ ∈ X∗,∀ v′′ ∈ Y ∗
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(a) fuu′,vv′(u
′′, v′′) = f(uu′u′′,vv′v′′)

f(uu′,vv′)

(b) (fu,v)u′,v′(u
′′, v′′) = fu,v(u′u′′,v′v′′)

fu,v(u′,v′)
= f(uu′u′′,vv′v′′)/f(u,v)

f(uu′,vv′)/f(u,v)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè â (a) è (b) ñîâïàäàþò.

Åñëè f ∈ R(X, Y ) è u, v � ñòðîêè èç X∗ è Y ∗ ñîîòâåòñòâåííî,
òàêèå, ÷òî f(u, v) 6= 0, òî fu,v íàçûâàåòñÿ îñòàòî÷íîé ÂÐ äëÿ f .
Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü çàïèñüþ Sf ñîâîêóïíîñòü âñåõ îñòàòî÷íûõ
ÂÐ äëÿ f . Îòìåòèì, ÷òî f ∈ Sf , ò.ê. f(ε, ε) = 1, ïîýòîìó fε,ε = f .

Îáîçíà÷èì çàïèñüþ Af ïÿòåðêó (X, Y, Sf , Pf , ξf ), ãäå Pf � ÑÔ
âèäà

Pf : Sf ×X →
r
Sf × Y,

îïðåäåëÿåìàÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∀ g, g′ ∈ Sf , ∀x ∈ X, ∀ y ∈ Y

Pf (g, x, g
′, y)

def
=

{
g(x, y), åñëè g′ = gx,y,
0, èíà÷å.

(2.38)

Òåîðåìà 8.
Åñëè f ∈ R(X, Y ) è |Sf | <∞, òî Af � ÂÀ, è fAf = f .

Äîêàçàòåëüñòâî.
Èç îïðåäåëåíèÿ ÑÔ Pf ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ g ∈ Sf , x ∈ X,

y ∈ Y , òàêèõ, ÷òî g(x, y) 6= 0, âåðíî ðàâåíñòâî

ξgA
xy
f = g(x, y)ξgx,y . (2.39)

(íàïîìíèì, ÷òî ξg � ðàñïðåäåëåíèå, òàêîå, ÷òî ∀h ∈ Sf hξg = 1,
åñëè h = g, è hξg = 0, åñëè h 6= g).

Äîêàæåì, ÷òî ∀u ∈ X∗, ∀ v ∈ Y ∗ : f(u, v) 6= 0

ξfA
u,v
f = f(u, v)ξfu,v . (2.40)

Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì âåñòè èíäóêöèåé ïî äëèíå u.
Åñëè |u| = 0, ò.å. u = v = ε, òî îáå ÷àñòè (2.40) ðàâíû ξf .
Èíà÷å u è v èìåþò âèä u′x è v′y ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷¼ì

f(u′, v′) 6= 0, (ò.ê. åñëè f(u′, v′) = 0 =
∑
y′∈Y

f(u′x, v′y′), òî f(u, v) =
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f(u′x, v′y) = 0), è, ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ, âåðíî ðà-
âåíñòâî

ξfA
u′,v′

f = f(u′, v′)ξfu′,v′ . (2.41)

Èñïîëüçóÿ (2.39), (2.41) è òåîðåìó 7, ïîëó÷àåì öåïî÷êó ðàâåíñòâ

ξfA
u,v
f =

= ξfA
u′x,v′y
f = ξfA

u′,v′

f Ax,yf =
= f(u′, v′)ξfu′,v′A

x,y
f =

= f(u′, v′)fu′,v′(x, y)ξ(fu′,v′ )x,y =

= f(u′, v′)f(u
′x,v′y)

f(u′,v′)
ξfu′x,v′y =

= f(u′x, v′y)ξfu′x,v′y = f(u, v)ξfu,v .

(2.42)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáûõ u ∈ X∗, v ∈ Y ∗, òàêèõ, ÷òî f(u, v) 6= 0,
âåðíî ðàâåíñòâî (2.40), èç êîòîðîãî ñëåäóåò öåïî÷êà ðàâåíñòâ

A
ξf
f (u, v) = ξfA

u,v
f I =

= f(u, v)ξfu,vI = f(u, v) · 1 = f(u, v).

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñëó÷àå f(u, v) 6= 0 âåðíî ðàâåíñòâî

fAf (u, v)
def
= A

ξf
f (u, v) = f(u, v). (2.43)

Äîêàæåì, ÷òî (2.43) âåðíî è â ñëó÷àå f(u, v) = 0.

• Åñëè |u| 6= |v|, òî ëåâàÿ ÷àñòü (2.43) ðàâíà 0 ïî îïðåäåëåíèþ
ìàòðèö âèäà Au,v.

• Ïóñòü |u| = |v| > 0, è u è v èìåþò âèä x1 . . . xn è y1 . . . yn
ñîîòâåòñòâåííî. Ñóùåñòâóþò íîìåð k ∈ {1, . . . , n} è ñòðîêè
u′, v′, òàêèå, ÷òî

u = u′xk . . . xn, v = v′yk . . . yn,
f(u′, v′) 6= 0, f(u′xk, v

′yk) = 0.
(2.44)

Èìååì öåïî÷êó ðàâåíñòâ

A
ξf
f (u, v) = ξfA

u′,v′

f Axk,ykf . . . Axn,ynf I =
= f(u′, v′)ξfu′,v′A

xk,yk
f . . . Axn,ynf I

(2.45)
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Ñòðîêà ξfu′,v′A
xk,yk
f ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé, ïîñêîëüêó å¼ ýëåìåí-

òû èìåþò âèä
Pf (g, xk, g

′, yk) (2.46)

ãäå g = fu′,v′ , è, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ (2.38) ÑÔ Pf , ýëå-
ìåíò (2.46) îòëè÷åí îò 0 åñëè è òîëüêî åñëè fu′,v′(xk, yk) 6= 0,
ò.å. f(u′xk, v

′yk) 6= 0. Ó÷èòûâàÿ (2.44), ïîëó÷àåì, ÷òî âñå
ýëåìåíòû (2.46) ðàâíû 0, ò.å. ξfu′,v′A

xk,yk
f ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé

ñòðîêîé. Òàêèì îáðàçîì, ïðàâàÿ ÷àñòü â (2.45) ðàâíà 0, îò-
êóäà ñëåäóåò, ÷òî ðàâåíñòâî (2.43) â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó-
÷àå òàêæå âåðíî.

2.3.3 Ðåàëèçóåìîñòü âåðîÿòíîñòíûõ ðåàêöèé

ÂÐ f íàçûâàåòñÿ ðåàëèçóåìîé, åñëè ∃ ÂÀ A : fA = f .
Ñîãëàñíî òåîðåìå 8, åñëè |Sf | <∞, òî f ðåàëèçóåìà. Îáðàùå-

íèå ýòîãî óòâåðæäåíèÿ íåâåðíî: ñîãëàñíî íèæåñëåäóþùåé òåîðå-
ìå, ñóùåñòâóåò ðåàëèçóåìàÿ ÂÐ f , òàêàÿ, ÷òî |Sf | =∞.

Òåîðåìà 9.
Ïóñòü f = fA, ãäå A � ÂÀ âèäà (X, Y, S, P, ξ0), êîìïîíåíòû

êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:

|S| = 2, ξ0 = (1, 0),

∃x ∈ X, ∃ y ∈ Y : Ax,y = α

(
1 β
0 1

)
(α, β ∈ (0, 1)).

Òîãäà |Sf | =∞.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Åñëè uk = x . . . x︸ ︷︷ ︸
k

, vk = y . . . y︸ ︷︷ ︸
k

, òî Auk,vk = αk
(

1 kβ
0 1

)
, ïî-

ýòîìó f(uk, vk) = αk(1 + kβ). ∀ k ≥ 1 îïðåäåëåíà îñòàòî÷íàÿ ÂÐ
fuk,vk , è íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ∀ s ≥ 1

fuk,vk(us, vs) = f(ukus,vkvs)
f(uk,vk)

= αk+s(1+(k+s)β)
αk(1+kβ)

= αs(1+(k+s)β)
1+kβ

.

Åñëè äëÿ íåêîòîðûõ k1, k2 ≥ 1 ôóíêöèè fuk1 ,vk1 è fuk2 ,vk2 ñîâïà-
äàþò, òî

∀ s ≥ 1 αs(1+(k1+s)β)
1+k1β

= αs(1+(k2+s)β)
1+k2β

,
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îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî k1 = k2. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ðàçëè÷íûõ k
ôóíêöèè fuk,vk ðàçëè÷íû, ò.å. |Sf | =∞.

Ïóñòü X è Y � êîíå÷íûå ìíîæåñòâà. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü
ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ.

• Çàïèñü [0, 1]X
∗×Y ∗ îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî ôóíêöèé âèäà

f : X∗ × Y ∗ → [0, 1].

• Äëÿ êàæäîãî Γ ⊆ [0, 1]X
∗×Y ∗ êîíóñîì íàä Γ íàçûâàåòñÿ

ïîäìíîæåñòâî C0(Γ) ⊆ [0, 1]X
∗×Y ∗ , ñîñòîÿùåå èç ôóíêöèé

âèäà
n∑
i=1

aifi, ãäå

� ∀ i = 1, . . . , n ai ∈ [0, 1], fi ∈ Γ,
n∑
i=1

ai ≤ 1, è

� ∀ (u, v) ∈ X∗ × Y ∗
( n∑
i=1

aifi
)
(u, v)

def
=

n∑
i=1

aifi(u, v).

• ∀x ∈ X, ∀ y ∈ Y çàïèñü Dxy îáîçíà÷àåò îòîáðàæåíèå âèäà

Dxy : [0, 1]X
∗×Y ∗ → [0, 1]X

∗×Y ∗ ,

íàçûâàåìîå ñäâèãîì, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîé ôóíêöèè f
èç [0, 1]X

∗×Y ∗ ôóíêöèþ, îáîçíà÷àåìóþ çàïèñüþ fDxy, ãäå

∀u ∈ X∗,∀ v ∈ Y ∗ (fDxy)(u, v)
def
= f(xu, yv). (2.47)

• Ïîäìíîæåñòâî Γ ⊆ [0, 1]X
∗×Y ∗ íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì îò-

íîñèòåëüíî ñäâèãîâ, åñëè

∀ f ∈ Γ, ∀x ∈ X, ∀ y ∈ Y fDxy ∈ C0(Γ).

Òåîðåìà 10.
ÏóñòüX è Y � êîíå÷íûå ìíîæåñòâà, è f ∈ R(X, Y ). Ñëåäóùèå

óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

• f ðåàëèçóåìà,
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• ∃ êîíå÷íîå Γ ⊆ R(X, Y ), óñòîé÷èâîå îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ,
è òàêîå, ÷òî f ∈ C0(Γ).

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïóñòü f ðåàëèçóåìà, ò.å. ∃ ÂÀ A = (X, Y, S, P, ξ0):

∀u ∈ X∗,∀ v ∈ Y ∗ f(u, v) = ξ0Au,vI.

∀ s ∈ S îáîçíà÷èì çàïèñüþ As ÂÀ (X, Y, S, P, ξs). Â êà÷åñòâå
èñêîìîãî Γ ìîæíî âçÿòü ìíîæåñòâî {fAs | s ∈ S}.

f ∈ C0(Γ), ò.ê. f =
∑
s∈S

sξ
0
fAs , è Γ ⊆ R(X, Y ) (ïî òåîðåìå 4).

Äîêàæåì, ÷òî Γ óñòîé÷èâî îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ, ò.å. ∀ s ∈ S,
∀x ∈ X, ∀ y ∈ Y fAsD

xy ∈ C0(Γ). Ñîãëàñíî (2.47),

∀u ∈ X∗,∀ v ∈ Y ∗
(fAsD

xy)(u, v) = fAs(xu, yv) = ξsA
xu,yvI = ξsA

xyAu,vI.
(2.48)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

ξsA
xyAu,vI =

∑
s′∈S

as′fAs′ (u, v)

ãäå ∀ s′ ∈ S as′ � êîìïîíåíòà âåêòîð-ñòðîêè ξsA
xy, ñîîòâåòñòâó-

þùàÿ ñîñòîÿíèþ s′ (ò.å. ýëåìåíò ìàòðèöû Axy, íàõîäÿùèéñÿ â
ñòðîêå s ñòîëáöå s′). Ñâîéñòâà ∀ s′ ∈ S as′ ∈ [0, 1] è

∑
s′∈S

as′ ≤ 1

ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâîéñòâ ìàòðèöû Axy.
Îáðàòíî, ïóñòü f ∈ C0(Γ), ãäå Γ = {f1, . . . , fn} ⊆ R(X, Y ), è

Γ óñòîé÷èâî îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ. Îïðåäåëèì A êàê ÂÀ

A
def
= (X, Y, S, P, ξ0), (2.49)

êîìïîíåíòû êîòîðîãî èìåþò ñëåäóþùèé âèä.

• S def
= {1, . . . , n}.

• ξ0 = (a1, . . . , an), ãäå a1, . . . , an � êîýôôèöèåíòû ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ f â âèäå ñóììû

f =
n∑
i=1

aifi, ãäå ∀ i = 1, . . . , n ai ≥ 0,
n∑
i=1

ai ≤ 1. (2.50)

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, f ∈ R(X, Y ), â ÷àñòíîñòè, f(ε, ε) = 1,

îòêóäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî
n∑
i=1

ai = 1, ïîýòîìó ξ0 ∈ S4.
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• Ïîâåäåíèå P : S×X×S×Y → [0, 1] ÂÀ (2.49) îïðåäåëÿåòñÿ
ìàòðèöàìè Axy ïîðÿäêà n (x ∈ X, y ∈ Y ):

P (i, x, j, y)
def
= Axyij ,

ãäå ∀x ∈ X, ∀ y ∈ Y, ∀ i = 1, . . . , n ñòðîêà i ìàòðèöû Axy

ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ ai1, . . . , ain ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèè

fiD
xy â âèäå ñóììû

n∑
j=1

aijfj (∀ i, j aij ≥ 0,
n∑
j=1

aij ≤ 1).

Äîêàæåì, ÷òî P ÿâëÿåòñÿ ÑÔ âèäà S×X →
r
S×Y . Äàííîå

óòâåðæäåíèå ýêâèâàëåíòíî ñîîòíîøåíèþ
( ∑
y∈Y

Axy
)
I = I.

∀ i = 1, . . . , n èç

fiD
xy =

n∑
j=1

Axyij fj (2.51)

ñëåäóåò, ÷òî

(fiD
xy)(ε, ε) =

n∑
j=1

Axyij fj(ε, ε). (2.52)

Ò.ê. ∀ i = 1, . . . , n fj ∈ R(X, Y ), òî fj(ε, ε) = 1. Êðîìå òî-
ãî, ëåâàÿ ÷àñòü (2.52) ðàâíà fi(x, y). Ïîýòîìó (2.52) ìîæíî

ïåðåïèñàòü â âèäå fi(x, y) =
n∑
j=1

Axyij , îòêóäà ñëåäóåò ñîîòíî-

øåíèå ∑
y∈Y

fi(x, y) =
∑
y∈Y

n∑
j=1

Axyij . (2.53)

Ò.ê. fi ∈ R(X, Y ), òî, ñîãëàñíî âòîðîìó ñîîòíîøåíèþ â
(2.27), ëåâàÿ ÷àñòü (2.53) ðàâíà fi(ε, ε), ò.å. ðàâíà 1. Ó÷èòû-
âàÿ ýòî, è ïîìåíÿâ ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ â ïðàâîé ÷àñòè
(2.53), ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

n∑
j=1

∑
y∈Y

Axyij = 1. (2.54)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî èñòèííîñòü (2.54) ∀ i = 1, . . . , n ýêâè-

âàëåíòíà äîêàçûâàåìîìó ðàâåíñòâó
( ∑
y∈Y

Axy
)
I = I.
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Äîêàæåì, ÷òî ðåàêöèÿ ÂÀ (2.49) ñîâïàäàåò ñ f , ò.å.

∀u ∈ X∗,∀ v ∈ Y ∗ ξ0Au,vI = f(u, v). (2.55)

Åñëè |u| 6= |v|, òî ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà â (2.55) ðàâíà 0 ïî îïðå-
äåëåíèþ ìàòðèö âèäà Au,v, è ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà â (2.55)
ðàâíà 0 ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ f ∈ R(X, Y ) è ïåðâîìó ñîîòíî-
øåíèþ â (2.27).

Ïóñòü |u| = |v|. Äîêàæåì (èíäóêöèåé ïî |u|), ÷òî

Au,vI =

 f1(u, v)
. . .
fn(u, v)

 . (2.56)

Åñëè u = v = ε, òî îáå ÷àñòè (2.56) ðàâíû I.
Åñëè u = xu′ è v = yv′, òî, ïðåäïîëàãàÿ âåðíûì ðàâåíñòâî

(2.56), â êîòîðîì u è v çàìåíåíû íà u′ è v′, èìååì:

Au,vI = Axu
′,yv′I = AxyAu

′,v′I = Axy

 f1(u
′, v′)

. . .
fn(u′, v′)

 =

=


n∑
i=1

Axy1j fj(u
′, v′)

. . .
n∑
i=1

Axynjfj(u
′, v′)

 .
(2.57)

Èç (2.51) ñëåäóåò, ÷òî ïðàâóþ ÷àñòü â (2.57) ìîæíî ïåðåïèñàòü â
âèäå  (f1D

xy)(u′, v′)
. . .
(fnD

xy)(u′, v′)

 . (2.58)

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ (2.47) ôóíêöèé âèäà fDxy, ñòîëáåö (2.58)
ñîâïàäàåò ñ ïðàâîé ÷àñòüþ äîêàçûâàåìîãî ðàâåíñòâà (2.56).

Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî (2.56) äîêàçàíî. Ñîãëàñíî ýòîìó
ðàâåíñòâó, ëåâàÿ ÷àñòü äîêàçûâàåìîãî ðàâåíñòâà (2.55) ðàâíà

ξ0

 f1(u, v)
. . .
fn(u, v)

 =
n∑
i=1

ξ0i fi(u, v). (2.59)

Ïî îïðåäåëåíèþ ξ0 (ñì. (2.50)), ïðàâàÿ ÷àñòü (2.59) ðàâíà
f(u, v), ò.å. ïðàâîé ÷àñòè äîêàçûâàåìîãî ðàâåíñòâà (2.55).
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2.4 Ñëó÷àéíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

2.4.1 Ïîíÿòèå ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Ïóñòü X � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî.
Ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ (ÑÏ) íàä X íàçûâàåò-

ñÿ ôóíêöèÿ ζ ∈ [0, 1]X
∗
, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

ζ(ε) = 1,
∀u ∈ X∗ ζ(u) =

∑
x∈X

ζ(ux). (2.60)

Ìíîæåñòâî âñåõ ÑÏ íàäX áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ çàïèñüþR(1, X).
Åñëè ζ ∈ R(1, X), òî çàïèñü Dζ îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî

{u ∈ X∗ | ζ(u) 6= 0}.

2.4.2 Îñòàòî÷íûå ñëó÷àéíûå ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè

Åñëè ζ ∈ R(1, X), è u � ñòðîêà èç X∗, òàêàÿ, ÷òî ζ(u) 6= 0, òî
çàïèñü ζu îáîçíà÷àåò ÑÏ èç R(1, X), íàçûâàåìóþ îñòàòî÷íîé
ÑÏ äëÿ ζ, è îïðåäåëÿåìóþ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∀u′ ∈ X∗ ζu(u
′)

def
= ζ(uu′)

ζ(u)
.

∀ ζ ∈ R(1, X) çàïèñü Sζ îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ îñòàòî÷-
íûõ ÑÏ äëÿ ζ. Îòìåòèì, ÷òî ζ ∈ Sζ , ò.ê. ζ = ζε.

Îáîçíà÷èì çàïèñüþ Aζ ïÿòåðêó (1, X, Sζ , Pζ , ξζ), ãäå 1 � îä-
íîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî, åäèíñòâåííûé ýëåìåíò êîòîðîãî áóäåò
îáîçíà÷àòüñÿ ñèìâîëîì e, è Pζ � ÑÔ âèäà

Pζ : Sζ × 1 →
r
Sζ ×X,

îïðåäåëÿåìàÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ∀ ζ ′, ζ ′′ ∈ Sζ , ∀x ∈ X

Pζ(ζ
′, e, ζ ′′, x)

def
=

{
ζ ′(x), åñëè ζ ′′ = ζ ′x,
0, èíà÷å.

(2.61)

Òåîðåìà 11.
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Åñëè ζ ∈ R(1, X) è |Sζ | <∞, òî Aζ � ÂÀ, è

∀u ∈ X∗ fAζ(e|u|, u) = ζ(u)

(çàïèñü e|u| îáîçíà÷àåò ñòðîêó èç |u| ñèìâîëîâ e, ãäå {e} = 1).
Äîêàçàòåëüñòâî.
Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî åñëè ñòðîêà u èìå-

åò âèä x1 . . . xk, ãäå x1, . . . , xk ∈ X, òî

fAζ(u) = ζ(x1)ζx1(x2) . . . ζx1...xk−1
(xk).

Òåîðåìà 12.
Åñëè ζ ∈ R(1, X) è |Sζ | < ∞, òî ζ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ

ñâîèìè çíà÷åíèÿìè íà ñòðîêàõ èç X≤2(|Sζ |−|X|+1).

2.4.3 Ïàðíûå ñëó÷àéíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Ïóñòü X, Y � ïàðà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ.
Ïàðíîé ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ (ÏÑÏ) íàä

ïàðîé (X, Y ) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ η ∈ [0, 1]X
∗×Y ∗ , óäîâëåòâîðÿþ-

ùàÿ óñëîâèÿì:

η(ε, ε) = 1,

∀u ∈ X∗, ∀ v ∈ Y ∗
 åñëè |u| 6= |v|, òî η(u, v) = 0,
η(u, v) =

∑
x∈X,y∈Y

η(ux, vy).
(2.62)

Çàïèñü R(1, X ×Y ) îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ ÏÑÏ íàä (X, Y ).
Åñëè η ∈ R(1, X × Y ), òî çàïèñè ηX è ηY îáîçíà÷àþò ÑÏ

èç R(1, X) è R(1, Y ) ñîîòâåòñòâåííî, îïðåäåëÿåìûå ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

∀u ∈ X∗ ηX(u) =
∑
v∈Y ∗

η(u, v),

∀ v ∈ Y ∗ ηY (v) =
∑

u∈X∗
η(u, v).

(2.63)

Åñëè η ∈ R(1, X × Y ), è u, v � ñòðîêè èç X∗ è Y ∗ ñîîòâåò-
ñòâåííî, òàêèå, ÷òî η(u, v) 6= 0, òî çàïèñü ηu,v îáîçíà÷àåò ÏÑÏ èç
R(1, X × Y ), íàçûâàåìóþ îñòàòî÷íîé ÏÑÏ äëÿ η è îïðåäåëÿ-
åìóþ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∀u′ ∈ X∗, ∀ v′ ∈ Y ∗ ηu,v(u
′, v′)

def
= η(uu′,vv′)

η(u,v)
.
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∀ η ∈ R(1, X × Y ) çàïèñü Sη îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ îñòà-
òî÷íûõ ÏÑÏ äëÿ η. Îòìåòèì, ÷òî η ∈ Sη, ò.ê. η = ηε,ε.

Òåîðåìà 13.
Ïóñòü X, Y � ïàðà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ, è η ∈ R(1, X × Y ).
Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. |Sη| <∞,

2. |SηX | <∞, è ñóùåñòâóþò

• ÂÀ A âèäà (X, Y, S, P, ξs0),

• ôóíêöèÿ δ : S × (X × Y )→ S, è

• ñîâîêóïíîñòü {fs | s ∈ S} ôóíêöèé âèäàX×Y → [0, 1],

óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì:

∀ s, s′ ∈ S, ∀x ∈ X, ∀ y ∈ Y

P (s, x, s′, y)
def
=

{
fs(x, y), åñëè s′ = s(x, y),
0, èíà÷å,

(2.64)

è
∀x ∈ X, ∀ y ∈ Y, ∀u ∈ X∗, ∀ v ∈ Y ∗
η(ux, vy) = η(u, v) · fs0(u,v)(x, y),

(2.65)

ãäå ∀ s ∈ S, ∀x ∈ X, ∀ y ∈ Y, ∀u ∈ X∗, ∀ v ∈ Y ∗

s(ε, ε)
def
= s, s(ux, vy)

def
= δ(s(u, v), (x, y)).

(îòìåòèì, ÷òî èç (2.64) è (2.65) ñëåäóåò ðàâåíñòâî fA = η).

2.4.4 Àâòîìàòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòåé

Äëÿ ëþáîé ÑÏ ζ ∈ R(1, X) è ëþáîãî ÂÀ A âèäà (X, Y, . . .) çàïèñü
ηζ,A îáîçíà÷àåò ôóíêöèþ èç [0, 1]X

∗×Y ∗ , îïðåäåëÿåìóþ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì: ∀u ∈ X∗, ∀ v ∈ Y ∗

ηζ,A(u, v)
def
= ζ(u)fA(u, v). (2.66)
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Òåîðåìà 14.
∀ ζ ∈ R(1, X), ∀ ÂÀ A âèäà (X, Y, . . .)

ηζ,A ∈ R(1, X × Y ).

Äîêàçàòåëüñòâî.

Äîêàæåì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (2.62) äëÿ η
def
= ηζ,A.

• ηζ,A(ε, ε) = ζ(ε)fA(ε, ε) = 1 · 1 = 1.

• Åñëè |u| 6= |v|, òî ηζ,A(u, v) = ζ(u)fA(u, v) = ζ(u) · 0 = 0.

• Ðàâåíñòâî ηζ,A(u, v) =
∑

x∈X,y∈Y
ηζ,A(ux, vy), ò.å.

ζ(u)fA(u, v) =
∑

x∈X,y∈Y
ζ(ux)fA(ux, vy) (2.67)

âåðíî ïîòîìó, ÷òî, ñîãëàñíî (2.60), ëåâàÿ ÷àñòü (2.67) ðàâíà

ζ(u)fA(u, v) =
( ∑
x∈X

ζ(ux)
)
fA(u, v) =

∑
x∈X

(
ζ(ux)fA(u, v)

)
(2.68)

è, ïîñêîëüêó fA ∈ R(X, Y ), òî, ñîãëàñíî (2.27),

∀x ∈ X fA(u, v) =
∑
y∈Y

fA(ux, vy),

ïîýòîìó ïðàâàÿ ÷àñòü (2.68) ðàâíà∑
x∈X

(
ζ(ux)fA(u, v)

)
=
∑
x∈X

(
(
∑
y∈Y

ζ(ux)fA(ux, vy))
)
. (2.69)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü (2.69) ñîâïàäàåò ñ ïðà-
âîé ÷àñòüþ (2.67).

Ñ ηζ,A ñâÿçàíû äâå ÑÏ, îïðåäåëÿåìûå ñîîòíîøåíèÿìè (2.63):

• ηXζ,A, íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòà ÑÏ ñîâïàäàåò ñ ζ, è

• ηYζ,A, ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ýòó ÑÏ çàïèñüþ ζA, è íàçûâàòü
å¼ ðåçóëüòàòîì ïðåîáðàçîâàíèÿ ÑÏ ζ âåðîÿòíîñòíûì
àâòîìàòîì A.
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Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÑÏ ζ è ζ ′ ýêâèâàëåíòíû (è îáîçíà÷àòü
ýòî çàïèñüþ ζ ∼ ζ ′), åñëè ∃ ÂÀ A è B, òàêèå, ÷òî ζ ′ = ζA è ζ = ζ ′B.

Òåîðåìà 15.

1. Åñëè ÑÏ ζ ∈ R(1, X) òàêîâà, ÷òî ìíîæåñòâî Sζ êîíå÷íî, òî
∀ ÂÀ A = (X, . . .) ìíîæåñòâî SζA êîíå÷íî.

2. Åñëè ÑÏ ζ è ζ ′ òàêîâû, ÷òî ìíîæåñòâà Sζ è Sζ′ êîíå÷íû, òî
∃ ÂÀ A : ζ ′ = ζA.

3. Äëÿ ëþáûõ ÑÏ ζ ∈ R(1, X) è ζ ′ ∈ R(1, Y ) ñëåäóþùèå óñëî-
âèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(a) ζ ∼ ζ ′

(b) ∃ äåòåðìèíèðîâàííûé ÂÀ A: ζ ′ = ζA è åãî ðåàêöèÿ fA
áèåêòèâíî îòîáðàæàåò Dζ íà Dζ′ .

Äîêàçàòåëüñòâî.
Îáîñíóåì ëèøü èìïëèêàöèþ 3b ⇒ 3a. Èç 3b ñëåäóåò ñóùå-

ñòâîâàíèå äåòåðìèíèðîâàííîãî ÂÀ B, òàêîãî, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ
fA è fB íà Dζ è Dζ′ ñîîòâåòñòâåííî ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî îáðàòíû-
ìè îòîáðàæåíèÿìè, îòêóäà íåòðóäíî âûâåñòè ðàâåíñòâî ζ ′B = ζ:

∀u ∈ X∗ ζ ′B(u) =
∑
v∈Y ∗

ζ ′(v)fB(v, u) =
∑

v∈Dζ′
ζ ′(v)fB(v, u) =∑

v∈f−1
B (u)

ζ ′(v) =
∑

v∈f−1
B (u)

ζA(v) =
∑

v∈f−1
B (u)

∑
r∈X∗

ηζ,A(r, v) =

=
∑

v∈f−1
B (u)

∑
r∈X∗

ζ(r) · fA(r, v) =
∑

v∈f−1
B (u)

∑
r∈Dζ

ζ(r) · fA(r, v) =

=
∑

v∈f−1
B (u)

∑
r∈f−1

A (v)

ζ(r) =
∑

r∈f−1
A f−1

B (u)

ζ(r) = ζ(u).

2.4.5 Öåïè Ìàðêîâà

Îäèí èç ñïîñîáîâ çàäàíèÿ ÑÏ ñâÿçàí ñ ïîíÿòèåì öåïè Ìàðêîâà.
Öåïü Ìàðêîâà (ÖÌ) � ýòî ïÿò¼ðêà M âèäà

M = (X,S, P, λ, ξ0),

êîìïîíåíòû êîòîðîé èìåþò ñëåäóþùèé ñìûñë.
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1. X è S � êîíå÷íûå ìíîæåñòâà, ýëåìåíòû êîòîðûõ íàçûâà-
þòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ñèãíàëàìè è ñîñòîÿíèÿìè ÖÌ M .

2. P � ÑÔ âèäà S →
r
S, íàçûâàåìàÿ ôóíêöèåé ïåðåõîäà.

∀ (s, s′) ∈ S × S çíà÷åíèå P (s, s′) ïîíèìàåòñÿ êàê âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî åñëè â òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè (t) M íà-
õîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè s, òî â ñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè
(t+ 1) M áóäåò íàõîäèòüñÿ â ñîñòîÿíèè s′.

3. λ � ôóíêöèÿ âèäà S → X, ∀ s ∈ S λ(s) ïîíèìàåòñÿ êàê
ñèãíàë, êîòîðûé ÖÌM âûäà¼ò â òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè,
åñëè â ýòîò ìîìåíò âðåìåíè M íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè s.

4. ξ0 � ðàñïðåäåëåíèå íà S, íàçûâàåìîå íà÷àëüíûì ðàñïðå-
äåëåíèåì. ∀ s ∈ S sξ

0
ïîíèìàåòñÿ êàê âåðîÿòíîñòü òîãî,

÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè (t = 0) ÖÌ M íàõîäèòñÿ
â ñîñòîÿíèè s.

Ôóíêöèÿ ÖÌ M = (X, . . .) � ýòî ôóíêöèÿ fM ∈ [0, 1]X
∗
,

çíà÷åíèå êîòîðîé

• íà ïóñòîé ñòðîêå ðàâíî 1, è

• íà íåïóñòîé ñòðîêå u = x0 . . . xk ∈ X∗ ðàâíî âåðîÿòíîñòè
òîãî, ÷òî â ìîìåíòû 0, . . . , k ñèãíàëû, âûäàâàåìûå M , ñîâ-
ïàäàþò ñ x0, . . . , xk, ñîîòâåòñòâåííî.

Ïóñòü M = (X,S, P, λ, ξ0) � ÖÌ, è óïîðÿäî÷åíèå ìíîæåñòâà
S å¼ ñîñòîÿíèé èìååò âèä (s1, . . . , sn). Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü
ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ.

• Áóäåì îáîçíà÷àòü òåì æå ñèìâîëîì M ìàòðèöó ïîðÿäêà n P (s1, s1) . . . P (s1, sn)
. . . . . . . . .

P (sn, s1) . . . P (sn, sn)

 . (2.70)

• Äëÿ ëþáîãî x ∈ X áóäåì îáîçíà÷àòü çàïèñüþ Ex êâàäðàò-
íóþ ìàòðèöó ïîðÿäêà n, êàæäûé ýëåìåíò êîòîðîé ðàâåí 0
èëè 1, è ýëåìåíò Ex â ñòðîêå i è ñòîëáöå j ðàâåí 1 òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà i = j è λ(si) = x.
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Òåîðåìà 16.
Ïóñòü M � ÖÌ âèäà (X,S, P, λ, ξ0). Åñëè ñòðîêà u ∈ X∗ íåïó-

ñòà è èìååò âèä x0 . . . xk, òî

fM(u) = ξ0Ex0MEx1 . . .MExkI, (2.71)

ãäå I � ñòîëáåö ïîðÿäêà n, âñå ýëåìåíòû êîòîðîãî ðàâíû 1.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ðàâåíñòâî (2.71) ñëåäóåò èç ïðàâèë âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé

íåñîâìåñòíûõ è íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé.

Òåîðåìà 17.
Åñëè M � ÖÌ, òî fM ∈ R(1, X).

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïåðâîå ñîîòíîøåíèå â (2.60) âûïîëíÿåòñÿ ïî îïðåäåëåíèþ, à

âòîðîå ñîîòíîøåíèå â (2.60) äëÿ ζ
def
= fM ñëåäóåò èç (2.71), ðàâåí-

ñòâà MI = I è òîãî, ÷òî
∑
x∈X

Ex ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé.

Òåîðåìà 18.
Ïóñòü X � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, è f ∈ [0, 1]X

∗
. Òîãäà ñëåäóþ-

ùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. ∃ ÖÌ M : f = fM ,

2. ∃ ÂÀ A âèäà (1, X, . . .) : f = fA ◦ in,
ãäå in : X∗ → 1∗ ×X∗,∀u ∈ X∗ in(u) = (e|u|, u),

3. ∃ ζ ∈ R(1, Y ) : ∀ y1, . . . , yn ∈ Y ζ(y1 . . . yn) = ζ(y1) . . . ζ(yn),
è ∃ äåòåðìèíèðîâàííûé ÂÀ A: f = ζA.
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Ãëàâà 3

Âåðîÿòíîñòíûå àâòîìàòû

Ìóðà ñ ÷èñëîâûì âûõîäîì

3.1 Âåðîÿòíîñòíûå àâòîìàòûÌèëè èÌó-

ðà

Ñ êàæäûì ÂÀ A = (X, Y, S, P, ξ0) ñâÿçàíû ÑÔ

δ : S ×X →
r
S, λ : S ×X →

r
Y,

íàçûâàåìûå ñîîòâåòñòâåííî ôóíêöèåé ïåðåõîäà è ôóíêöèåé
âûõîäà, è îïðåäåëÿåìûå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• ∀ s, s′ ∈ S, x ∈ X δ(s, x, s′)
def
=

∑
y∈Y

P (s, x, s′, y),

• ∀ s ∈ S, x ∈ X, y ∈ Y λ(s, x, y)
def
=

∑
s′∈S

P (s, x, s′, y).

ÂÀ A = (X, Y, S, P, ξ0) íàçûâàåòñÿ ÂÀ Ìèëè, åñëè

∀ s, s′ ∈ S, x ∈ X, y ∈ Y P (s, x, s′, y) = δ(s, x, s′) · λ(s, x, y).

ÂÀ A = (X, Y, S, P, ξ0) íàçûâàåòñÿ ÂÀÌóðà, åñëè îí ÿâëÿåò-
ñÿ ÂÀ Ìèëè, è åãî ôóíêöèÿ âûõîäà λ íå çàâèñèò îò x (ò.å. èìååò
âèä λ : S →

r
Y ).

Ïóñòü A = (X, Y, S, P, ξ0) � ÂÀ Ìóðà, è óïîðÿäî÷åíèå ìíîæå-
ñòâà S åãî ñîñòîÿíèé èìååò âèä (s1, . . . , sn). ∀x ∈ X ìû áóäåì
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îáîçíà÷àòü çàïèñüþ Ax ìàòðèöó ïîðÿäêà n, íàçûâàåìóþ ìàòðè-
öåé ïåðåõîäà, ñîîòâåòñòâóþùåé âõîäíîìó ñèãíàëó x è èìåþ-
ùóþ âèä  δ(s1, x, s1) . . . δ(s1, x, sn)

. . . . . . . . .
δ(sn, x, s1) . . . δ(sn, x, sn)

 , (3.1)

ãäå δ � ôóíêöèÿ ïåðåõîäà ÂÀ A.
∀x ∈ X, ∀ s, s′ ∈ S ìû áóäåì îáîçíà÷àòü çàïèñüþ Axs,s′ ýëå-

ìåíò ìàòðèöû Ax, íàõîäÿùèéñÿ â ñòðîêå s ñòîëáöå s′ (ò.å. Axs,s′ =
δ(s, x, s′)). Èç òîãî, ÷òî δ � ÑÔ, ñëåäóåò, ÷òî ýëåìåíòû ìàòðèöû
Ax îáëàäàþò ñâîéñòâàìè

∀ s, s′ ∈ S Axs,s′ ≥ 0,
∀ s ∈ S ∑

s′∈S
Axs,s′ = 1 (ò.å. AxI = I). (3.2)

(Ìàòðèöà, îáëàäàþùàÿ òàêèìè ñâîéñòâàìè, íàçûâàåòñÿ ñòîõà-
ñòè÷åñêîé.)
∀u ∈ X∗ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü çàïèñüþ Au ìàòðèöó ïîðÿä-

êà n, îïðåäåëÿåìóþ ñëåäóþùèì îáðàçîì: Aε
def
= E, è åñëè u =

x1 . . . xk, òî A
u def

= Ax1 . . . Axk .
Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöà Au � ñòîõàñòè÷åñêàÿ.
Ïóñòü s � ïðîèçâîëüíîå ñîñòîÿíèå èç S, è â óïîðÿäî÷åíèè

ýëåìåíòîâ S äàííîå ñîñòîÿíèå èìååò íîìåð i (ò.å. s = si). Áóäåì
íàçûâàòü

• ñòðîêó íîìåð i ìàòðèöû Au � ñòðîêîé s, è îáîçíà÷àòü å¼
çàïèñüþ ~Aus

• ñòîëáåö íîìåð i ìàòðèöû Au � ñòîëáöîì s, è îáîçíà÷àòü
åãî çàïèñüþ Aus

↓.

∀u ∈ X∗, ∀ s, s′ ∈ S ìû áóäåì îáîçíà÷àòü çàïèñüþ Aus,s′ ýëå-
ìåíò ìàòðèöû Au, íàõîäÿùèéñÿ â ñòðîêå s ñòîëáöå s′.

Åñëè ñòðîêà u ∈ X∗ èìååò âèä x0 . . . xk, òî Aus,s′ ìîæíî ïîíè-
ìàòü êàê âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî

• åñëè â òåêóùèé ìîìåíò (t) ÂÀ A íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè s, è,
íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ìîìåíòà, íà âõîä A ïîñëåäîâàòåëüíî ïîñòó-
ïàþò ýëåìåíòû ñòðîêè u (ò.å. â ìîìåíò t ïîñòóïèë ñèãíàë
x0, â ìîìåíò t+ 1 ïîñòóïèë ñèãíàë x1, è ò.ä.)
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• òî â ìîìåíò t+ k + 1 A áóäåò íàõîäèòüñÿ â ñîñòîÿíèè s′.

ÂÀ Ìóðà ñ äåòåðìèíèðîâàííûì âûõîäîì � ýòî ÂÀ Ìó-
ðà (X, Y, S, P, ξ0), ôóíêöèÿ âûõîäîâ λ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ äåòåð-
ìèíèðîâàííîé (ò.å. ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî λ èìååò âèä S → Y ).

Åñëè ÂÀ A = (X, Y, S, P, ξ0) ÿâëÿåòñÿ ÂÀ Ìóðà ñ äåòåðìè-
íèðîâàííûì âûõîäîì, òî äëÿ îáîçíà÷åíèÿ òàêîãî ÂÀ ìû áóäåì
èñïîëüçîâàòü çàïèñü

(ξ0, {Ax | x ∈ X}, λ), (3.3)

êîìïîíåíòû êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

• Êîìïîíåíòà ξ0 â (3.3) ÿâëÿåòñÿ âåêòîð-ñòðîêîé, ñîîòâåò-
ñòâóþùåé íà÷àëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ξ0 ÂÀ A.

• Êîìïîíåíòà {Ax | x ∈ X} â (3.3) ÿâëÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ
ìàòðèö ïåðåõîäà ÂÀ A.

• Êîìïîíåíòà λ â (3.3) ÿâëÿåòñÿ âåêòîð-ñòîëáöîì

 λ(s1)
. . .
λ(sn)


çíà÷åíèé ôóíêöèè âûõîäà λ : S → Y ÂÀ A (ãäå (s1, . . . , sn)
� ôèêñèðîâàííîå óïîðÿäî÷åíèå ìíîæåñòâà S.)

Åñëè A � ÂÀ Ìóðà ñ äåòåðìèíèðîâàííûì âûõîäîì, òî çàïèñü
SA îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé ýòîãî ÂÀ.

3.2 Âåðîÿòíîñòíûå àâòîìàòûÌóðà ñ ÷èñ-

ëîâûì âûõîäîì

3.2.1 Ïîíÿòèå âåðîÿòíîñòíîãî àâòîìàòà Ìóðà ñ

÷èñëîâûì âûõîäîì

ÂÀ Ìóðà ñ ÷èñëîâûì âûõîäîì � ýòî ÂÀ Ìóðà ñ äåòåðìè-
íèðîâàííûì âûõîäîì, ìíîæåñòâî âûõîäíûõ ñèãíàëîâ êîòîðîãî
ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà R äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

Äëÿ ÂÀ Ìóðà ñ ÷èñëîâûì âûõîäîì ìîæíî îïðåäåëèòü ïî-
íÿòèå ðåàêöèè, îòëè÷íîå îò òîãî ïîíÿòèÿ ðåàêöèè ÂÀ, êîòîðîå
áûëî îïðåäåëåíî â ïóíêòå 2.1.3. Ìû áóäåì íàçûâàòü ýòî ïîíÿòèå
óñðåäí¼ííîé ðåàêöèåé.
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3.2.2 Óñðåäí¼ííûå ðåàêöèè

Ïóñòü A � ÂÀ Ìóðà ñ ÷èñëîâûì âûõîäîì âèäà (3.3), è ξ ∈ S4A .
Óñðåäí¼ííàÿ ðåàêöèÿ ÂÀ A â ðàñïðåäåëåíèè ξ � ýòî ôóíê-

öèÿ Aξ : X∗ → R, îïðåäåëÿåìàÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∀u ∈ X∗ Aξ(u)
def
= ξAuλ.

Óñðåäí¼ííóþ ðåàêöèþ ÂÀ A â åãî íà÷àëüíîì ðàñïðåäåëåíèè ìû
áóäåì íàçûâàòü ïðîñòî óñðåäí¼ííîé ðåàêöèåé ÂÀ A, è áóäåì
îáîçíà÷àòü å¼ çàïèñüþ fA.

Åñëè ñòðîêà u ∈ X∗ èìååò âèä x0 . . . xk, òî çíà÷åíèå Aξ(u)
ìîæíî ïîíèìàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• åñëè A â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè t èìååò ðàñïðåäåëåíèå
ξ, è, íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ìîìåíòà, íà åãî âõîä ïîñëåäîâàòåëüíî
ïîñòóïàþò ýëåìåíòû ñòðîêè u (ò.å. â ìîìåíò t ïîñòóïàåò
ñèãíàë x0, â ìîìåíò t+ 1 ïîñòóïàåò ñèãíàë x1, è ò.ä.),

• òî Aξ(u) � ýòî ñðåäíåå çíà÷åíèå (ò.å. ìàòåìàòè÷åñêîå îæè-
äàíèå) âûõîäíîãî ñèãíàëà A â ìîìåíò âðåìåíè t+ k + 1.

Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ ξ1, ξ2 ∈ S4A ýêâèâà-
ëåíòíû ïî óñðåäíåíèþ îòíîñèòåëüíî A (è îáîçíà÷àòü ýòî
çàïèñüþ ξ1 ≈

A
ξ2), åñëè óñðåäí¼ííûå ðåàêöèè Aξ1 è Aξ2 ñîâïàäà-

þò, ò.å.
∀u ∈ X∗ ξ1A

uλ = ξ2A
uλ.

Ïóñòü çàäàíà ïàðà A1, A2 ÂÀ Ìóðà ñ ÷èñëîâûì âûõîäîì, ó
êîòîðûõ îäèíàêîâû ìíîæåñòâà âõîäíûõ ñèãíàëîâ, ò.å. A1 è A2

èìåþò âèä

Ai = (ξ0i , {Axi | x ∈ X}, λi) (i = 1, 2).

Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî A1 è A2 ýêâèâàëåíòíû ïî óñðåäíå-
íèþ (è îáîçíà÷àòü ýòî çàïèñüþ A1 ≈ A2), åñëè èõ óñðåäí¼ííûå
ðåàêöèè ñîâïàäàþò, ò.å.

∀u ∈ X∗ ξ01A
u
1λ1 = ξ02A

u
2λ2.
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3.2.3 Óñðåäí¼ííûå áàçèñíûå ìàòðèöû

Äëÿ ÂÀ Ìóðà ñ ÷èñëîâûì âûõîäîì ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå óñðåä-
í¼ííîé áàçèñíîé ìàòðèöû, àíàëîãè÷íî òîìó, êàê áûëî ââåäåíî
ïîíÿòèå áàçèñíîé ìàòðèöû â ïóíêòå 2.1.4.

Ïóñòü A = (ξ0, {Ax | x ∈ X}, λ) � ÂÀ Ìóðà ñ ÷èñëîâûì âûõî-
äîì. Îáîçíà÷èì çàïèñüþ Â ñîâîêóïíîñòü âñåõ âåêòîð-ñòîëáöîâ
âèäà Auλ, ãäå u ∈ X∗.

Óñðåäí¼ííîé áàçèñíîé ìàòðèöåé ÂÀ A íàçûâàåòñÿ ìàò-
ðèöà, îáîçíà÷àåìàÿ çàïèñüþ [[A]], è óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì:

• êàæäûé ñòîëáåö ìàòðèöû [[A]] ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì Â,

• ñòîëáöû ìàòðèöû [[A]] îáðàçóþò áàçèñ ëèíåéíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà 〈Â〉.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

∀ ξ1, ξ2 ∈ S4A ξ1 ≈
A
ξ2 ⇔ ξ1[[A]] = ξ2[[A]].

Ìàòðèöó [[A]] ìîæíî ïîñòðîèòü ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà, àíà-
ëîãè÷íîãî ñîîòâåòñòâóþùåìó àëãîðèòìó èç ïóíêòà 2.1.4.

Äëÿ êàæäîãî s ∈ SA ìû áóäåì íàçûâàòü ñòðîêîé s ìàòðèöû
[[A]] òó å¼ ñòðîêó, êîòîðàÿ ñîäåðæèò çíà÷åíèÿ âèäà ~Ausλ. Ìû áóäåì
îáîçíà÷àòü ýòó ñòðîêó çàïèñüþ [[A]]s.

Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñîñòîÿíèå s ∈ SA ÿâëÿåòñÿ âûïóê-
ëîé êîìáèíàöèåé äðóãèõ ñîñòîÿíèé ÂÀ A, åñëè ñòðîêà s ìàò-
ðèöû [[A]] ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé êîìáèíàöèåé äðóãèõ ñòðîê ýòîé
ìàòðèöû, ò.å. ñóùåñòâóåò ðàñïðåäåëåíèå ξ ∈ (SA \ {s})4, óäîâëå-
òâîðÿþùåå óñëîâèþ

[[A]]s =
∑

s′∈SA\{s}
(s′)ξ[[A]]s′ . (3.4)

3.2.4 Ðåäóêöèÿ âåðîÿòíîñòíûõ àâòîìàòîâ Ìó-

ðà ñ ÷èñëîâûì âûõîäîì

Ïóñòü A � ÂÀ Ìóðà ñ ÷èñëîâûì âûõîäîì.
Ðåäóêöèÿ ÂÀ A çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè òàêîãî ÂÀ Ìóðà

ñ ÷èñëîâûì âûõîäîì B, êîòîðûé
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• áûë áû ýêâèâàëåíòåí A ïî óñðåäíåíèþ, è

• ñîäåðæàë áû ìåíüøå ñîñòîÿíèé, ÷åì A (åñëè ýòî âîçìîæíî).

Ê âåðîÿòíîñòíûì àâòîìàòàì Ìóðà ñ ÷èñëîâûì âûõîäîì ìîæ-
íî ïðèìåíÿòü òå æå ìåòîäû ðåäóêöèè, êîòîðûå áûëè èçëîæåíû
â ïóíêòå 2.2. Ìû ðàññìîòðèì ëèøü ìåòîä ðåäóêöèè ïóòåì óäà-
ëåíèÿ âûïóêëûõ êîìáèíàöèé. Äàííûé ìåòîä îñíîâàí íà íèæå-
ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 19.
Ïóñòü A = (ξ0A, {Ax | x ∈ X}, λA) � ÂÀÌóðà ñ ÷èñëîâûì âûõî-

äîì, è ñîñòîÿíèå s ∈ SA ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé êîìáèíàöèåé äðóãèõ
ñîñòîÿíèé, ò.å. ∃ ξ ∈ (SA \ {s})4: âåðíî (3.4). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
óïîðÿäî÷åíèå SA èìååò âèä (s1, . . . , sn) è s = sn.

Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì B ÂÀ Ìóðà ñ ÷èñëîâûì âûõîäîì, êîòî-
ðûé èìååò âèä (ξ0B, {Bx | x ∈ X}, λB), ãäå SB = SA \ {sn}, è

ξ0B = ξ0A

(
En−1
ξ

)
,

Bx = (En−1 0)Ax
(
En−1
ξ

)
,

λB = (En−1 0)λA,

(3.5)

ãäå En−1 � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n − 1, ξ = (sξ1, . . . , s
ξ
n−1),

0 � ñòîëáåö ïîðÿäêà n− 1 ñ íóëåâûìè êîìïîíåíòàìè.
Òîãäà A ≈ B.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ñ ó÷åòîì ïðåäïîëîæåíèé, èçëîæåííûõ â ôîðìóëèðîâêå òåî-

ðåìû, ìîæíî ïåðåïèñàòü (3.4) â âèäå

[[A]]sn =
n−1∑
i=1

sξi [[A]]si . (3.6)

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ìàòðèöû [[A]], ðàâåíñòâî (3.6) ðàâíî-
ñèëüíî ñîîòíîøåíèþ

∀u ∈ X∗ AunλA =
n−1∑
i=1

sξiA
u
i λA, (3.7)
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ãäå ∀ i = 1, . . . , n Aui îáîçíà÷àåò i�þ ñòðîêó ìàòðèöû Au.
Ìîæíî ïåðåïèñàòü (3.7) â ìàòðè÷íîì âèäå:

∀u ∈ X∗ ~enA
uλA = ξ(En−1 0)AuλA (3.8)

(ãäå ~en � âåêòîð-ñòðîêà äëèíû n, ó êîòîðîé n�ÿ êîìïîíåíòà ðàâíà
1, à îñòàëüíûå êîìïîíåíòû ðàâíû 0).

Â ÷àñòíîñòè, (3.8) âåðíî ïðè u = ε, ò.å.

~enλA = ξ(En−1 0)λA. (3.9)

Äîêàæåì, ÷òî A ≈ B, ò.å. ∀u ∈ X∗ ξ0AA
uλA = ξ0BB

uλB. Ñî-
ãëàñíî (3.5), äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ∀u ∈ X∗

AuλA =

(
En−1
ξ

)
Bu(En−1 0)λA. (3.10)

Äîêàæåì (3.10) èíäóêöèåé ïî |u|.
Åñëè u = ε, òî (3.10) èìååò âèä

λA =

(
En−1
ξ

)
(En−1 0)λA. (3.11)

Ñîãëàñíî ïðàâèëàì ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ, è ó÷èòûâàÿ (3.9),
ìîæíî ïåðåïèñàòü ïðàâóþ ÷àñòü (3.11) ñëåäóþùèì îáðàçîì:(

En−1(En−1 0)λA
ξ(En−1 0)λA

)
=

(
(En−1 0)λA

~enλA

)
= λA.

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå u = ε ðàâåíñòâî (3.10) âåðíî.
Ïóñòü (3.10) âåðíî äëÿ íåêîòîðîãî u. Äîêàæåì, ÷òî ∀x ∈ X

AxuλA =

(
En−1
ξ

)
Bxu(En−1 0)λA. (3.12)

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå Bx èç (3.5), ïåðåïèøåì (3.12) â âèäå

AxuλA =

(
En−1
ξ

)
(En−1 0)Ax

(
En−1
ξ

)
Bu(En−1 0)λA. (3.13)
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Ó÷èòûâàÿ èíäóêòèâíîå ïðåäïîëîæåíèå (3.10), è èñïîëüçóÿ
ïðàâèëà ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ ïåðåïèøåì (3.13) â âèäå

AxuλA =

(
En−1(En−1 0)
ξ(En−1 0)

)
AxAuλA =

=

(
(En−1 0)
ξ(En−1 0)

)
AxuλA =

(
(En−1 0)AxuλA
ξ(En−1 0)AxuλA

)
.

(3.14)

Èñïîëüçóÿ (3.8), ïåðåïèøåì ïðàâóþ ÷àñòü (3.14) â âèäå(
(En−1 0)AxuλA

~enA
xuλA

)
=

(
(En−1 0)

~en

)
AxuλA = AxuλA. (3.15)

Òàêèì îáðàçîì, (3.12) âåðíî.
Ñëåäîâàòåëüíî, (3.10) âåðíî äëÿ ëþáîãî u ∈ X∗.

Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷ó ðàñïîçíàâàíèÿ òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè êàêîå-
ëèáî èç ñîñòîÿíèé ÂÀ Ìóðà ñ ÷èñëîâûì âûõîäîì âûïóêëîé êîì-
áèíàöèåé äðóãèõ ñîñòîÿíèé ýòîãî ÂÀ, ìîæíî ðåøàòü ìåòîäîì,
àíàëîãè÷íûì ìåòîäó, èçëîæåííîìó â ïóíêòå 2.2.3.

3.2.5 Ñîãëàøåíèå

Íà÷èíàÿ ñî ñëåäóþùåãî ïóíêòà è äî êîíöà êíèãè, âñå ðàññìàò-
ðèâàåìûå ÂÀ ïî óìîë÷àíèþ (ò.å. åñëè èõ âèä íå óêàçàí îñîáî)
ïðåäïîëàãàþòñÿ ÂÀ Ìóðà ñ ÷èñëîâûì âûõîäîì. Ìû áóäåì îáî-
çíà÷àòü ýòè ÂÀ çàïèñÿìè âèäà (3.3), è äëÿ êàæäîãî òàêîãî ÂÀ A
çàïèñü fA îáîçíà÷àåò åãî óñðåäí¼ííóþ ðåàêöèþ (êîòîðóþ ìû áó-
äåì íàçûâàòü ïðîñòî ðåàêöèåé). Òå ÂÀ, êîòîðûå áûëè ââåäåíû
â ãëàâå 2, ìû áóäåì íàçûâàòü ÂÀ îáùåãî âèäà. Äëÿ êàæäîãî
ðàññìàòðèâàåìîãî ÂÀ A çàïèñü SA îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî ñîñòî-
ÿíèé ýòîãî ÂÀ.

3.3 Âåðîÿòíîñòíàÿ ðåàëèçóåìîñòü ôóíê-

öèé íà ñòðîêàõ

Ïóñòü X � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî.
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Ôóíêöèÿ íà ñòðîêàõ f ∈ RX∗ íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòíî ðå-
àëèçóåìîé, åñëè ∃ ÂÀ, ðåàêöèÿ êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ f .

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ.

• Äëÿ êàæäîãî Γ ⊆ RX∗ âûïóêëîé îáîëî÷êîé ìíîæåñòâà
Γ íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî C(Γ) ⊆ RX∗ , ñîñòîÿùåå èç ôóí-

êöèé âèäà
n∑
i=1

aifi (íàçûâàåìûõ âûïóêëûìè êîìáèíàöè-

ÿìè ôóíêöèé f1, . . . , fn), ãäå

� ∀ i = 1, . . . , n ai ∈ [0, 1], fi ∈ Γ,
n∑
i=1

ai = 1, è

� ∀u ∈ X∗
( n∑
i=1

aifi
)
u

def
=

n∑
i=1

aifi(u).

• ∀x ∈ X çàïèñü Dx îáîçíà÷àåò îòîáðàæåíèå âèäà

Dx : RX∗ → RX∗ ,

íàçûâàåìîå ñäâèãîì, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîé ôóíêöèè f
èç RX∗ ôóíêöèþ, îáîçíà÷àåìóþ çàïèñüþ fDx, ãäå

∀u ∈ X∗ (fDx)(u)
def
= f(xu). (3.16)

• Ïîäìíîæåñòâî Γ ⊆ RX∗ íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì îòíîñè-
òåëüíî ñäâèãîâ, åñëè

∀ f ∈ Γ, ∀x ∈ X fDx ∈ C(Γ).

Òåîðåìà 20.
ÏóñòüX � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, è f ∈ RX∗ . Ñëåäóùèå óñëîâèÿ

ýêâèâàëåíòíû:

• f âåðîÿòíîñòíî ðåàëèçóåìà,

• ∃ êîíå÷íîå Γ ⊆ RX∗ , óñòîé÷èâîå îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ, è
òàêîå, ÷òî f ∈ C(Γ).

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïóñòü f âåðîÿòíîñòíî ðåàëèçóåìà, ò.å. ∃ ÂÀ A = (ξ0, {Ax | x ∈

X}, λ):
∀u ∈ X∗ f(u) = ξ0Auλ.
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Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé SA ýòîãî ÂÀ èìååò âèä
{1, . . . , n}, è ∀ i ∈ SA çàïèñü ξi îáîçíà÷àåò ðàñïðåäåëåíèå èç S

4
A ,

ïðåäñòàâëÿåìîå âåêòîð-ñòðîêîé ïîðÿäêà n, i�ÿ êîìïîíåíòà êîòî-
ðîé ðàâíà 1, à îñòàëüíûå êîìïîíåíòû ðàâíû 0.

∀ i = 1, . . . , n îïðåäåëèì Ai
def
= (ξi, {Ax | x ∈ X}, λ).

Ïîëàãàåì Γ
def
= {fAi | i = 1, . . . , n}. f ∈ C(Γ), ò.ê. f =

n∑
i=1

iξ
0
fAi .

Äîêàæåì, ÷òî ∀ i = 1, . . . , n, ∀x ∈ X fAiD
x ∈ C(Γ).

Ñîãëàñíî (3.16),

∀u ∈ X∗ (fAiD
x)(u) = fAi(xu) = ξiA

xuλ = ξiA
xAuλ. (3.17)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

ξiA
xAuλ =

n∑
j=1

AxijfAj(u).

Òàêèì îáðàçîì, fAiD
x =

n∑
j=1

AxijfAj ∈ C(Γ).

Îáðàòíî, ïóñòü f ∈ C(Γ), ãäå Γ = {f1, . . . , fn}, è Γ óñòîé÷èâî
îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ. Îïðåäåëèì ÂÀ

A
def
= (ξ0, {Ax | x ∈ X}, λ), (3.18)

ãäå

• ξ0 � âåêòîð-ñòðîêà êîýôôèöèåíòîâ ïðåäñòàâëåíèÿ f â âèäå
âûïóêëîé êîìáèíàöèè ôóíêöèé èç Γ, ò.å.

f =
n∑
i=1

iξ
0

fi, (3.19)

• ∀x ∈ X, ∀ i = 1, . . . , n ñòðîêà i ìàòðèöû Ax ñîñòîèò èç êîýô-
ôèöèåíòîâ ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèè fiD

x â âèäå âûïóêëîé
êîìáèíàöèè ôóíêöèé èç Γ, ò.å.

fiD
x =

n∑
j=1

Axijfj, (3.20)

• λ def
=

 f1(ε)
. . .
fn(ε)

.
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Äîêàæåì, ÷òî ðåàêöèÿ ÂÀ (3.18) ñîâïàäàåò ñ f , ò.å.

∀u ∈ X∗ ξ0Auλ = f(u). (3.21)

Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà äîêàæåì (èíäóêöèåé ïî |u|), ÷òî

Auλ =

 f1(u)
. . .
fn(u)

 . (3.22)

Åñëè u = ε, òî îáå ÷àñòè (3.22) ñîâïàäàþò ïî îïðåäåëåíèþ λ.
Åñëè u = xu′, òî, ïðåäïîëàãàÿ âåðíûì ðàâåíñòâî (3.22), â

êîòîðîì u çàìåíåíî íà u′, èìååì:

Auλ = Axu
′
λ = AxAu

′
λ = Ax

 f1(u
′)

. . .
fn(u′)

 =

=


n∑
i=1

Ax1jfj(u
′)

. . .
n∑
i=1

Axnjfj(u
′)

 .
(3.23)

Èç (3.20) ñëåäóåò, ÷òî ïðàâóþ ÷àñòü â (3.23) ìîæíî ïåðåïèñàòü â
âèäå  (f1D

x)(u′)
. . .
(fnD

x)(u′)

 . (3.24)

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ (3.16) ôóíêöèé âèäà fDx, ñòîëáåö (3.24)
ñîâïàäàåò ñ ïðàâîé ÷àñòüþ äîêàçûâàåìîãî ðàâåíñòâà (3.22).

Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî (3.22) äîêàçàíî. Ñîãëàñíî ýòîìó
ðàâåíñòâó, ëåâàÿ ÷àñòü äîêàçûâàåìîãî ðàâåíñòâà (3.21) ðàâíà

ξ0

 f1(u)
. . .
fn(u)

 =
n∑
i=1

iξ
0

fi(u). (3.25)

Ïî îïðåäåëåíèþ ξ0 (ñì. (3.19)), ïðàâàÿ ÷àñòü (3.25) ðàâíà
f(u), ò.å. ïðàâîé ÷àñòè äîêàçûâàåìîãî ðàâåíñòâà (3.21).
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3.4 Ñâÿçü ìåæäó ëèíåéíî-àâòîìàòíûìè

ôóíêöèÿìè è ðåàêöèÿìè âåðîÿòíîñò-

íûõ àâòîìàòîâ

Òåîðåìà 21.
Ïóñòü L = (ξ0L, {Lx | x ∈ X}, λL) � ËÀ ðàçìåðíîñòè n.
Òîãäà ñóùåñòâóþò ÂÀ A è ÷èñëî a > 0, òàêèå, ÷òî ∀u ∈ X∗

fA(u) = a|u|+1fL(u) + 1
n+2

. (3.26)

Äîêàçàòåëüñòâî.
Åñëè âñå êîìïîíåíòû λL ðàâíû íóëþ, òî âñå çíà÷åíèÿ ôóíê-

öèè fL ðàâíû íóëþ, â ýòîì ñëó÷àå èñêîìûé ÂÀ ìîæåò èìåòü âèä

(~e1, {E | x ∈ X}, 1
n+2

e↓1),

ãäå ~e1 è e↓1 � âåêòîð-ñòðîêà è âåêòîð-ñòîëáåö ñîîòâåòñòâåííî, ó
êîòîðûõ ïåðâàÿ êîìïîíåíòà ðàâíà 1, à îñòàëüíûå ðàâíû 0.

Ïóñòü íå âñå êîìïîíåíòû λL ðàâíû íóëþ. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
λL = e↓1 (à åñëè λL 6= e↓1, òî çàìåíèì L íà ýêâèâàëåíòíûé åìó ËÀ(

ξ0LP, {P−1LxP | x ∈ X}, e
↓
1

)
,

ãäå P � îáðàòèìàÿ ìàòðèöà, ïåðâûé ñòîëáåö êîòîðîé ðàâåí λL).
∀x ∈ X îïðåäåëèì Ax1 êàê ìàòðèöó ïîðÿäêà n+ 2 âèäà

a1 0
Lx . . . . . .

an 0
0 . . . 0 0 0
b1 . . . bn b0 0


â êîòîðîé

• ëåâàÿ âåðõíÿÿ ïîäìàòðèöà ïîðÿäêà n ñîâïàäàåò ñ Lx, è

• êîìïîíåíòû a1, . . . , an è b1, . . . , bn, b0 âûáðàíû òàê, ÷òî ñóì-
ìà êîìïîíåíòîâ â êàæäîé ñòðîêå è â êàæäîì ñòîëáöå ìàò-
ðèöû Ax1 ðàâíà íóëþ.
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Âòîðîå èç ýòèõ ñâîéñòâ ìîæíî âûðàçèòü â âèäå ðàâåíñòâ

Ax1I = 0↓, ĨAx1 = ~0, (3.27)

ãäå I è Ĩ � âåêòîð-ñòîëáåö è âåêòîð-ñòðîêà ïîðÿäêà n+2, êàæäûé
ýëåìåíò êîòîðûõ ðàâåí 1, è 0↓ è ~0 � âåêòîð-ñòîëáåö è âåêòîð-
ñòðîêà ïîðÿäêà n+ 2, êàæäûé ýëåìåíò êîòîðûõ ðàâåí 0.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ∀u 6= ε ëåâàÿ âåðõíÿÿ ïîäìàòðèöà ïî-
ðÿäêà n ìàòðèöû Au1 ñîâïàäàåò ñ Lu, è âñå êîìïîíåíòû ñòðîêè
n − 1 è ñòîëáöà n ìàòðèöû Au1 ðàâíû íóëþ. Êðîìå òîãî, áóäóò
âåðíû ðàâåíñòâà (3.27), â êîòîðûõ x çàìåíåíî íà u.

Îáîçíà÷èì çàïèñüþ ξ01 âåêòîð-ñòðîêó (ξ0L, c, 0) ïîðÿäêà n+ 2,
â êîòîðîé ëåâàÿ ïîäñòðîêà ïîðÿäêà n ñîâïàäàåò ñ ξ0L, è ÷èñëî c
âûáðàíî òàê, ÷òî ñóììà êîìïîíåíòîâ ξ01 ðàâíà íóëþ (ò.å. ξ01I = 0).

Âûáåðåì ÷èñëî a > 0 òàê, ÷òîáû ìîäóëü êàæäîãî ýëåìåíòà
ñòðîêè aξ01 è ìàòðèöû aAx1 áûë ìåíüøå 1

n+2
.

Îïðåäåëèì ìàòðèöó B ïîðÿäêà n + 2 è âåêòîð-ñòðîêó ξ ïî-
ðÿäêà n+ 2 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

B
def
= 1

n+2

 1 . . . 1
. . . . . . . . .
1 . . . 1

 , ξ
def
= 1

n+2
(1 . . . 1).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

B2 = B, BI = I, ξI = 1, ξB = ξ,
Ax1B = 0, BAx1 = 0, ξ01B = 0, ξAx1 = 0,

(3.28)

ãäå ñèìâîë 0 â (3.28) îáîçíà÷àåò íóëåâóþ ìàòðèöó èëè âåêòîð-
ñòðîêó ïîðÿäêà n+ 2.

Èñêîìûé ÂÀ èìååò âèä A = (ξ0A, {Ax | x ∈ X}, λA), ãäå

ξ0A := aξ01 + ξ, ∀x ∈ X Ax := aAx1 +B, λA :=

 λL
0
0

 .
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî âñå ýëåìåíòû âåêòîð-ñòðîêè ξ0A è ìàò-

ðèö Ax ïîëîæèòåëüíû, ξAI = 1, è ∀x ∈ X AxI = I (ò.å. ξA �
ðàñïðåäåëåíèå, è ∀x ∈ X ìàòðèöà Ax îïðåäåëÿåò ÑÔ).

Äîêàæåì, ÷òî âåðíî ðàâåíñòâî (3.26).
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Åñëè u = ε, òî ëåâàÿ ÷àñòü (3.26) ðàâíà

aξ0LλL + ξλA = aξ0LλL + 1
n+2

,

÷òî ðàâíî ïðàâîé ÷àñòè (3.26).
Åñëè u 6= ε, òî èç (3.28) ñëåäóåò, ÷òî Au = a|u|Au1 + B, è,

èñïîëüçóÿ (3.28), ïîëó÷àåì:

fA(u) = ξ0AA
uλA = (aξ01 + ξ)(a|u|Au1 +B)λA =

= (a|u|+1ξ01A
u
1 + ξ)λA = a|u|+1ξ01A

u
1λA + 1

n+2
=

= a|u|+1fL(u) + 1
n+2

.

3.5 Ýðãîäè÷íûå àâòîìàòû

3.5.1 Âñïîìîãàòåëüíûå ïîíÿòèÿ è ðåçóëüòàòû

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

• åñëè v = (v1, . . . , vn) ∈ Rn, òî çàïèñè |v| è ||v|| îáîçíà÷àþò
ñîîòâåòñòâåííî ÷èñëà

max
i=1...n

|vi| è max
i=1...n

vi − min
i=1...n

vi,

• åñëè A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n, òî çàïèñè |A| è
||A|| îáîçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî ÷èñëà

max
i,j=1...n

|aij| è max
i=1...n

||A↓i ||,

ãäå A↓i � i�é ñòîëáåö ìàòðèöû A,

• åñëè A � ìàòðèöà (â ÷àñòíîñòè, âåêòîð-ñòðîêà èëè âåêòîð-
ñòîëáåö), òî çàïèñü A > 0 îçíà÷àåò, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò
ýòîé ìàòðèöû ïîëîæèòåëåí,

• åñëè A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, òî çàïèñü Q(A) îáîçíà÷àåò
áóëåâ øàáëîí ìàòðèöû A, ò.å. ìàòðèöó, ïîëó÷àåìóþ èç A
çàìåíîé êàæäîãî íåíóëåâîãî ýëåìåíòà íà 1,

• åñëè {Ax | x ∈ X} ñîâîêóïíîñòü ìàòðèö ïîðÿäêà n, èíäåê-
ñèðîâàííûõ ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà X, òî
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� ∀u ∈ X∗ çàïèñü Au îáîçíà÷àåò ìàòðèöó, îïðåäåëÿåìóþ
ñëåäóþùèì îáðàçîì: Aε � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà

n, è åñëè u = x1 . . . xk, òî A
u def

= Ax1 . . . Axk , è

� ∀u ∈ X∗,∀ i, j ∈ {1, . . . , n} çàïèñü Auij îáîçíà÷àåò ýëå-
ìåíò ìàòðèöû Au â ñòðîêå i è ñòîëáöå j.

Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè {Ax | x ∈ X} � ñîâîêóïíîñòü
ñòîõàñòè÷åñêèõ ìàòðèö îäèíàêîâîãî ïîðÿäêà, òî

∀u, v ∈ X∗ Q(Auv) = Q(Au)Q(Av),

ãäå ïðîèçâåäåíèå áóëåâûõ øàáëîíîâ îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî
îáû÷íîìó ïðîèçâåäåíèþ ìàòðèö, ñ åäèíñòâåííûì îòëè÷èåì: ñóì-
ìà 1 + 1 ñ÷èòàåòñÿ ðàâíîé 1 (ìû áóäåì íàçûâàòü òàêîå ïðîèçâå-
äåíèå áóëåâûì ïðîèçâåäåíèåì).

Òåîðåìà 22.
Ïóñòü çàäàíû êîíå÷íîå ìíîæåñòâî X, íàòóðàëüíîå ÷èñëî n,

è ñîâîêóïíîñòü {Ax | x ∈ X} ñòîõàñòè÷åñêèõ ìàòðèö ïîðÿäêà n.
Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(a) lim
|u|→∞

||Au|| = 0,

(b) ∃ k > 0 : ∀u ∈ Xk ∃ i ∈ {1, . . . , n} : Aui
↓ > 0,

(c) ∃ k > 0 : ∀u ∈ Xk

∀ i, i′ ∈ {1, . . . , n} ∃ j : Auij > 0, Aui′j > 0. (3.29)

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà: (a)⇒ (b)⇒ (c)⇒ (a).

• (a)⇒ (b): âûáåðåì k òàê, ÷òî ∀u ∈ Xk ||Au|| < 1
n
.

Ïîñêîëüêó ∀u ∈ Xk ìàòðèöà Au ñòîõàñòè÷åñêàÿ, òî â ëþáîé
å¼ ñòðîêå ñóùåñòâóåò ýëåìåíò ≥ 1

n
. Ñòîëáåö Aui

↓, â êîòîðîì

ñîäåðæèòñÿ ýòîò ýëåìåíò, îáëàäàåò ñâîéñòâîì ||Aui ↓|| < 1
n
,

ïîýòîìó Aui
↓ > 0.

• (b)⇒ (c): î÷åâèäíî.
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• (c) ⇒ (a): ïóñòü âåðíî (c), ò.å. ∃ k > 0 : ∀u ∈ Xk âåðíî
(3.29). Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì c ìèíèìàëüíûé ïîëîæèòåëü-
íûé ýëåìåíò ìàòðèö âèäà Au, ãäå u ∈ Xk.

Ëåììà.
Äëÿ ëþáîé ìàòðèöû B ïîðÿäêà n âåðíî íåðàâåíñòâî

||AuB|| ≤ (1− c) · ||B||. (3.30)

Äîêàçàòåëüñòâî.
Îáîçíà÷èì ìàòðèöóAuB ñèìâîëîìD, è ýëåìåíòû ìàò-
ðèö B è D � çàïèñÿìè bij, dij (i, j = 1, . . . , n) ñîîòâåò-
ñòâåííî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà (3.30) äîñòàòî÷íî äî-
êàçàòü, ÷òî ∀ i, i′, j ∈ {1, . . . , n} âåðíî íåðàâåíñòâî

|dij − di′j| ≤ (1− c)(Mj −mj), (3.31)

ãäå Mj := max
t
btj, mj = min

t
btj.

Ïóñòü i, i′ ∈ {1, . . . , n}. Îáîçíà÷èì çàïèñüþ j0 èíäåêñ,
óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ Auij0 ≥ c, Aui′j0 ≥ c.

Âåðíû ðàâåíñòâà

dij =
∑
t6=j0

Auitbtj +
(
Auij0Mj − Auij0(Mj − bj0j)

)
di′j =

∑
t6=j0

Aui′tbtj +
(
Aui′j0mj + Aui′j0(bj0j −mj)

)
èç êîòîðûõ ñëåäóþò ñîîòíîøåíèÿ

dij ≤
(∑

t
Auit
)
Mj − Auij0(Mj − bj0j) = Mj − Auij0(Mj − bj0j)

di′j ≥
∑
t
Aui′tmj + Aui′j0(bj0j −mj) = mj + Aui′j0(bj0j −mj)

èç êîòîðûõ ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

dij − di′j ≤Mj −Auij0(Mj − bj0j)−mj −Aui′j0(bj0j −mj).
(3.32)

Ïîñêîëüêó Mj − bj0j ≥ 0 è bj0j −mj ≥ 0, òî, èñïîëüçóÿ
îïðåäåëåíèå c, ìîæíî îöåíèòü ñâåðõó ïðàâóþ ÷àñòü
(3.32) çíà÷åíèåì

Mj− c(Mj− bj0j)−mj− c(bj0j−mj) = (1− c)(Mj−mj).
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Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî íåðàâåíñòâî

dij − di′j ≤ (1− c)(Mj −mj). (3.33)

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà èíäåêñîâ i, i′ âåðíî íåðà-
âåíñòâî

di′j − dij ≤ (1− c)(Mj −mj). (3.34)

Èç (3.33) è (3.34) ñëåäóåò (3.31).

Èç ëåììû ñëåäóåò, ÷òî

∀u ∈ X∗ ||Au|| ≤ (1− c)[|u|/k] · ||Al|| (|l| < k). (3.35)

Ïðàâàÿ ÷àñòü (3.35) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè |u| → ∞, ïîýòî-
ìó óñëîâèå (a) âåðíî.

3.5.2 Ïîíÿòèå ýðãîäè÷íîãî âåðîÿòíîñòíîãî àâ-

òîìàòà è êðèòåðèé ýðãîäè÷íîñòè

ÂÀ A = (ξ0, {Ax | x ∈ X}, λ) íàçûâàåòñÿ ýðãîäè÷íûì, åñëè

∀ s, s′ ∈ SA | ~Aus − ~Aus′| → 0 (|u| → ∞). (3.36)

Òåîðåìà 23.
ÂÀ A = (ξ0, {Ax | x ∈ X}, λ) ýðãîäè÷åí òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ∀u ∈ X∗\{ε} ìàòðèöà Au ðåãóëÿðíà (ò.å. ∃n : (Au)n > 0).

Äîêàçàòåëüñòâî.
Åñëè A ýðãîäè÷åí, íî äëÿ íåêîòîðîãî u ∈ X∗\{ε} ìàòðèöà Au

íåðåãóëÿðíà, òî ∀ k ≥ 1 (Au)k íåðåãóëÿðíà. Èç ýðãîäè÷íîñòè A
ñëåäóåò, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå (a) â òåîðåìå 22 ( lim

|u|→∞
||Au|| = 0).

Ïîýòîìó âûïîëíåíî óñëîâèå (b) â ýòîé òåîðåìå, ò.å.

∃ l > 0 : ∀u ∈ X l ∃ i : Aui
↓ > 0.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ýòî ïðîòèâîðå÷èò íåðåãóëÿðíîñòè ìàòðèö
âèäà (Au)k, ãäå k � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

Îáðàòíî, ïóñòü ∀u ∈ X∗ \ {ε} ∃n : (Au)n > 0.
Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ.
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• Çàïèñü QA îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî {Q(Au) | u ∈ X∗} áóëå-
âûõ øàáëîíîâ ìàòðèö âèäà Au.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâî QA êîíå÷íî.

• Ñèìâîë QIA îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ ìàòðèö èç QA, ñî-
äåðæàùèå ñòîëáåö I (âñå åãî ýëåìåíòû ðàâíû 1).

• Ñèìâîë k îáîçíà÷àåò ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ìàòðèö èç QA \QIA.

Îòìåòèì, ÷òî

P ∈ QIA ⇒ ∀Q ∈ QA QP ∈ QIA. (3.37)

Äîêàæåì, ÷òî

∀u ∈ Xk+1 Q(Au) ∈ QIA. (3.38)

Ïóñòü u = (x1 . . . xk+1) è Q(Au) 6∈ QIA. Èç (3.37) ñëåäóåò, ÷òî

∀ i = 1, . . . , k + 1 Q(Ax1) · . . . ·Q(Axk+1) ∈ QA \ QIA. (3.39)

Ïîñêîëüêó |QA \ QIA| = k, òî èç (3.39) ñëåäóåò, ÷òî

∃ i, j ∈ {1, . . . , k + 1} : i < j,
Q(Axi) · . . . ·Q(Axk+1) = Q(Axj) · . . . ·Q(Axk+1) 6∈ QIA.

(3.40)

Îïðåäåëèì v
def
=(xi . . . xj−1), w

def
=(xj . . . xk+1). Èç (3.40) ñëåäóåò,

÷òî
∀ t ≥ 1 Q((Av)tAw) = Q(Aw) 6∈ QIA. (3.41)

Ïîñêîëüêó

• èç ðåãóëÿðíîñòè Av ñëåäóåò, ÷òî ∃ t ≥ 1 : (Av)t > 0, è

• èç ðåãóëÿðíîñòè Aw ñëåäóåò, ÷òî ∃ s : Aws
↓ 6= 0↓,

òî (Av)tAws
↓ > 0, ò.å. Q((Av)tAw) ∈ QIA, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò (3.41).

Òàêèì îáðàçîì, ñâîéñòâî (3.38) âåðíî. Ýòî ñâîéñòâî ñîâïàäà-
åò ñ óñëîâèåì (b) òåîðåìû 22 äëÿ ÂÀ A. Ñëåäîâàòåëüíî, âåðíî
óñëîâèå (a) ýòîé òåîðåìû, îòêóäà ñëåäóåò ýðãîäè÷íîñòü A.
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3.6 Óñòîé÷èâîñòü âåðîÿòíîñòíûõ àâòîìà-

òîâ

3.6.1 Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: åñëè A � ìàò-
ðèöà, è c ∈ R, òî çàïèñè A > c è A ≥ c îçíà÷àþò, ÷òî êàæäûé
ýëåìåíò ýòîé ìàòðèöû > c èëè ≥ c ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà 24.
Åñëè A � ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n, A ≥ c ≥ 0, è

λ ∈ Rn � âåêòîð-ñòîëáåö, òî

||Aλ|| ≤ (1− 2c)||λ||.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Îáîçíà÷èì ýëåìåíòû ìàòðèöûA è âåêòîð-ñòîëáöà λ çàïèñÿìè

aij è λi (i, j = 1, . . . , n) ñîîòâåòñòâåííî. Êðîìå òîãî, îáîçíà÷èì
çàïèñüþ b = (b1 . . . bn)∼ âåêòîð-ñòîëáåö Aλ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

b1 = max bi, b2 = min bi, λ1 = maxλi, λ2 = min bi

(åñëè ýòî íå òàê, òî ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ïåðåñòàâèì â ìàò-
ðèöå A ñòîëáöû è ñòðîêè).

Íàäî äîêàçàòü, ÷òî b1 − b2 ≤ (1− 2c)(λ1 − λ2).
Ìû äîêàæåì áîëåå ñèëüíîå íåðàâåíñòâî:

b1 − b2 ≤ (1− a12 − a21)(λ1 − λ2).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî âåðíû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

• b1 =
∑
j
a1jλj = (1− ∑

j≥2
a1j)λ1 +

∑
j≥2

a1jλj =

= λ1 −
∑
j≥2

a1j(λ1 − λj) ≤ λ1 − a12(λ1 − λ2),

• b2 =
∑
j
a2jλj = a21λ1 + (1− a21 −

∑
j≥3

a2j)λ2 +
∑
j≥3

a2jλj =

= λ2 + a21(λ1 − λ2) +
∑
j≥3

a2j(λj − λ2) ≥ λ2 + a21(λ1 − λ2).
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Òàêèì îáðàçîì,

b1 − b2 ≤ λ1 − a12(λ1 − λ2)− λ2 − a21(λ1 − λ2) =
= (λ1 − λ2)− (a12 + a21)(λ1 − λ2) = (λ1 − λ2)(1− a12 − a21).

Òåîðåìà 25.
Åñëè ∃ c > 0: ∀x ∈ X ìàòðèöà Ax óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

Ax ≥ c è ÿâëÿåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêîé, òî ∀u ∈ X∗

||Au|| ≤ (1− 2c)|u|−1. (3.42)

Äîêàçàòåëüñòâî.
Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì n ïîðÿäîê ìàòðèö Ax.
Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî ∀u ∈ X∗ âåðíî ñîîòíîøåíèå

∀λ ∈ Rn ||Auλ|| ≤ (1− 2c)|u|||λ||. (3.43)

(3.43) âåðíî äëÿ u = ε.
Åñëè (3.43) âåðíî äëÿ íåêîòîðîãî u ∈ X∗, òî ∀x ∈ X, èñïîëü-

çóÿ ïðåäïîëîæåíèå (3.43) è òåîðåìó 24, ïîëó÷àåì:

||Auxλ|| = ||AuAxλ|| ≤ (1− 2c)|u|||Axλ|| ≤
≤ (1− 2c)|u|(1− 2c)||λ|| = (1− 2c)|ux|||λ||.

Òàêèì îáðàçîì, (3.43) âåðíî äëÿ âñåõ u ∈ X∗.
Òåïåðü äîêàæåì (3.42) èíäóêöèåé ïî |u|.

• Åñëè |u| = 0 èëè 1, òî (3.42) âåðíî.

• Ïóñòü (3.42) âåðíî äëÿ íåêîòîðîé ñòðîêè u ∈ X∗, è ïóñòü
x ∈ X.

Îáîçíà÷èì ñîâîêóïíîñòü ñòîëáöîâ Ax çàïèñüþ (λ1 . . . λn).

Èñïîëüçóÿ (3.43) è ñâîéñòâî ∀ i = 1, . . . , n ||λi|| ≤ 1, ïîëó÷à-
åì:

||Aux|| = ||AuAx|| = ||Au(λ1 . . . λn)|| = ||(Auλ1 . . . Auλn)|| =
= max

i
||Auλi|| ≤ (1− 2c)|u|max

i
||λi|| ≤ (1− 2c)|u| =

= (1− 2c)|ux|−1.
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Òàêèì îáðàçîì, (3.42) âåðíî äëÿ ëþáîé ñòðîêè u ∈ X∗.

Òåîðåìà 26.
Åñëè A � ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n, òî äëÿ ëþáîé

ìàòðèöû B ïîðÿäêà n âåðíî íåðàâåíñòâî

|AB −B| ≤ ||B||.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïóñòü ïðåäñòàâëåíèå ìàòðèöû B â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ñòîëáöîâ èìååò âèä (B↓1 . . . B
↓
n), òîãäà

|AB −B| = |A(B↓1 . . . B
↓
n)− (B↓1 . . . B

↓
n)| =

= |(AB↓1 −B
↓
1 . . . AB

↓
n −B↓n)| =

= max
i
|AB↓i −B

↓
i | ≤ max

i
||B↓i || = ||B||,

ãäå ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç íèæåñëåæóþùåé ëåììû.

Ëåììà.
Åñëè A � ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n, è λ ∈ Rn �
âåêòîð-ñòîëáåö, òî |Aλ− λ| ≤ ||λ||.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïóñòü ýëåìåíòû A è λ èìåþò âèä aij è λi (i, j = 1, . . . , n).
Ïîñêîëüêó ∀ i = 1, . . . , n

∑
j
aij = 1, òî

|Aλ− λ| = max
i
|∑
j

(aijλj)− λi| =

= max
i
|∑
j

(aijλj)−
∑
j

(aijλi)| = max
i
|∑
j
aij(λj − λi)| ≤

≤ max
i

∑
j
aij|λj − λi| ≤ max

i

∑
j
aij||λ|| = ||λ||.

Òåîðåìà 27.
Ïóñòü P,Q � ñòîõàñòè÷åñêèå ìàòðèöû ïîðÿäêà n, òîãäà äëÿ

ëþáîé ìàòðèöû B ïîðÿäêà n âåðíî íåðàâåíñòâî

|PB −QB| ≤ ||B||. (3.44)

Äîêàçàòåëüñòâî.
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Îáîçíà÷èì ìàòðèöó P − Q ñèìâîëîì A, è ýëåìåíòû ìàòðèö
A, P , Q � çàïèñÿìè aij, pij, qij (i, j = 1, . . . , n) ñîîòâåòñòâåííî.

Ìàòðèöà A óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ:

∀ i = 1, . . . , n
n∑
j=1

aij = 0,
n∑
j=1

a
(+)
ij ≤ 1, (3.45)

ãäå a
(+)
ij

def
=

{
aij, åñëè aij ≥ 0
0, èíà÷å

, ò.ê. ∀ i = 1, . . . , n

• ∑
j
aij =

∑
j

(pij − qij) =
∑
j
pij −

∑
j
qij = 1− 1 = 0,

• åñëè aij1 , . . . , aijk � ñïèñîê âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ
i�é ñòðîêè ìàòðèöû A, òî∑

s
aijs =

∑
s

(pijs − qijs) =
∑
s
pijs −

∑
s
qijs ≤ 1−∑

s
qijs ≤ 1.

Ïåðåïèøåì äîêàçûâàåìîå íåðàâåíñòâî (3.44) â âèäå

|AB| ≤ ||B||. (3.46)

Îáîçíà÷èì ìàòðèöó AB ñèìâîëîì C, è ýëåìåíòû ìàòðèö A,
B, C � çàïèñÿìè aij, bij, cij (i, j = 1, . . . , n) ñîîòâåòñòâåííî.

Ïóñòü ýëåìåíò ckr ìàòðèöû C òàêîâ, ÷òî

|ckr| = max
i,j
|cij| (= |AB| ). (3.47)

Îïðåäåëèì M
def
= max

j
bjr, m

def
= min

j
bjr, è B↓r

def
= r�é ñòîëáåö

ìàòðèöû B. Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

M −m = ||B↓r || ≤ ||B||. (3.48)

Èç (3.47) è (3.48) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà
(3.46) äîñòàòî÷íî äîêàçàòü íåðàâåíñòâî

|ckr| ≤M −m. (3.49)

Îáîçíà÷èì çàïèñüþ a(+) (a(−)) ñóììó âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ
(îòðèöàòåëüíûõ) ÷èñåë âèäà akj (j = 1, . . . , n). Çàìåòèì, ÷òî
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• èç
n∑
j=1

akj = 0 ñëåäóåò a(+) + a(−) = 0, èëè a(−) = −a(+),

• èç
n∑
j=1

a
(+)
kj ≤ 1 ñëåäóåò a(+) ≤ 1.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà (3.49) ðàññìîòðèì îòäåëüíî
ñëó÷àè ckr ≥ 0 è ckr < 0.

• Åñëè ckr ≥ 0, òî

|ckr| = ckr =
∑
j
akjbjr ≤ a(+)M + a(−)m =

= a(+)(M −m) ≤M −m,

ò.å. â äàííîì ñëó÷àå íåðàâåíñòâî (3.49) âåðíî.

• Åñëè ckr < 0, òî

ckr =
∑
j

akjbjr ≥ a(+)m+ a(−)M = a(+)(m−M),

ïîýòîìó |ckr| = −ckr = a(+)(M −m) ≤M −m, ò.å. â äàííîì
ñëó÷àå íåðàâåíñòâî (3.49) òàêæå âåðíî.

3.6.2 Ïîíÿòèå óñòîé÷èâîñòè âåðîÿòíîñòíûõ àâ-

òîìàòîâ

Ïóñòü çàäàíû ÂÀ A = (ξ0, {Ax | x ∈ X}, λ) è ÷èñëî ε > 0.
Çàïèñü Oε(A) îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî ÂÀ, êàæäûé èç êîòîðûõ

ïîëó÷àåòñÿ èç A ïóòåì ïðèáàâëåíèÿ ê ýëåìåíòàì ñòðîêè ξ0 è
ìàòðèö Ax ÷èñåë èç èíòåðâàëà (−ε, ε).

ÂÀ A íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì îòíîñèòåëüíî ÈÒÑ a ∈ I(A),
åñëè ∃ ε > 0 : ∀B ∈ Oε(A) a ∈ I(B) è Aa = Ba.

Òåîðåìà 28.
Ïóñòü çàäàí ÂÀ A = (ξ0A, {Ax | x ∈ X}, λ), è ∀x ∈ X Ax > 0.
Òîãäà ∀ a ∈ I(A) A óñòîé÷èâ îòíîñèòåëüíî a.

Äîêàçàòåëüñòâî.
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Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, ∃ δ > 0: ∀u ∈ X∗

|fA(u)− a| > δ. (3.50)

Äîêàæåì, ÷òî ∃ ε > 0: ∀B ∈ Oε(A), ∀u ∈ X∗

|fA(u)− fB(u)| ≤ δ
2
. (3.51)

Îòìåòèì, ÷òî èç (3.51) ñëåäóþò òðåáóåìûå ñîîòíîøåíèÿ a ∈ I(B)
è Aa = Ba, ò.ê.

• a ∈ I(B), âåðíî ïîòîìó, ÷òî ∀u ∈ X∗ èç íåðàâåíñòâà

|fA(u)− a| ≤ |fA(u)− fB(u)|+ |fB(u)− a|

ñîãëàñíî (3.51) è (3.50) ñëåäóþò ñîîòíîøåíèÿ

|fB(u)− a| ≥ |fA(u)− a| − |fA(u)− fB(u)| >
> δ − δ

2
= δ

2
,

(3.52)

• Aa = Ba âåðíî ïîòîìó, ÷òî åñëè ∃u ∈ X∗: ñîîòíîøåíèå

fA(u) > a ⇔ fB(u) > a

íåâåðíî, òî, ñîãëàñíî (3.50) è (3.52), áóäåò âåðíî íåðàâåí-
ñòâî

|fA(u)− fB(u)| > δ,

êîòîðîå ïðîòèâîðå÷èò (3.51).

Ïóñòü B èìååò âèä (ξ0B, {Bx | x ∈ X}, λ), òîãäà ìîæíî ïåðå-
ïèñàòü (3.51) â âèäå

|ξ0AAuλ− ξ0BBuλ| ≤ δ
2
. (3.53)

Ïîñêîëüêó

|ξ0AAuλ− ξ0BBuλ| ≤
≤ |ξ0AAuλ− ξ0ABuλ|+ |ξ0ABuλ− ξ0BBuλ| =
= |ξ0A(Au −Bu)λ|+ |(ξ0A − ξ0B)Buλ| ≤
≤ |Au −Bu| · n · |λ|+ |ξ0A − ξ0B| · n · |λ|
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(ãäå n = |SA|), òî, ñëåäîâàòåëüíî, íåðàâåíñòâî (3.53) áóäåò âåðíî,
åñëè áóäóò âåðíû íåðàâåíñòâà

|Au −Bu| ≤ δ1, |ξ0A − ξ0B| ≤ δ1, ãäå δ1 = δ
4n|λ| . (3.54)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû (28) äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü, ÷òî ∃ ε ∈ (0, δ1): ∀B ∈ Oε(A), ∀u ∈ X∗

|Au −Bu| < δ1. (3.55)

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, ∃ c > 0: ∀x ∈ X Ax ≥ c.
Âûáåðåì k òàê, ÷òîáû áûëî âåðíî íåðàâåíñòâî

(1− c)k−1 < δ1
3
. (3.56)

Ëåììà.
Ïóñòü ε ∈ (0, c

2
), B ∈ Oε(A), è

∀u ∈ X≤k |Au −Bu| < δ1
3
. (3.57)

Òîãäà ∀u ∈ X∗ âåðíî íåðàâåíñòâî (3.55).

Äîêàçàòåëüñòâî.
Åñëè |u| ≤ k, òî (3.55) ñëåäóåò èç (3.57).

Ïóñòü |u| > k, òîãäà u = u1u2, ãäå |u2| = k, è

|Au −Bu| = |Au1u2 −Bu1u2| ≤
≤ |Au1Au2 − Au2 |+ |Bu1Bu2 −Bu2|+ |Au2 −Bu2|. (3.58)

Ñîãëàñíî òåîðåìå (26), âåðíû íåðàâåíñòâà

|Au1Au2 − Au2| ≤ ||Au2||, |Bu1Bu2 −Bu2| ≤ ||Bu2 ||,

ïîýòîìó èç (3.58) è èç èñòèííîñòè ∀u ∈ Xk íåðàâåíñòâà â
(3.57) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

|Au −Bu| < ||Au2 ||+ ||Bu2 ||+ δ1
3
. (3.59)

Cîãëàñíî òåîðåìå 25 è óñëîâèþ (3.56),
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• èç óñëîâèÿ ∀x ∈ X Ax ≥ c ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå

∀u ∈ Xk

||Au|| ≤ (1− 2c)k−1 < (1− c)k−1 < δ1
3
,

(3.60)

• èç óñëîâèé B ∈ Oε(A), ε ∈ (0, c
2
) è ∀x ∈ X Ax ≥ c

ñëåäóåò óñëîâèå ∀x ∈ X Bx ≥ c
2
, èç êîòîðîãî ñëåäóåò

ñîîòíîøåíèå

∀u ∈ Xk

||Bu|| ≤ (1− 2 · c
2
)k−1 = (1− c)k−1 < δ1

3
.

(3.61)

Èç (3.59), (3.60), è (3.61) ñëåäóåò, ÷òî

|Au −Bu| < δ1
3

+ δ1
3

+ δ1
3

= δ1.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 28 îñòàëîñü äî-
êàçàòü, ÷òî ∃ ε ∈ (0,min{δ1, c2}) : ∀B ∈ Oε(A) âåðíî (3.57).

Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ êàæäîé ñòðîêè u ∈ X≤k

∃ εu > 0 : ∀ ε ∈ (0, εu),∀B ∈ Oε(A) |Au −Bu| < δ1
3
.

(äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ôàêòà ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþ-
ùåå ñîîáðàæåíèå: ∀x ∈ X îáîçíà÷èì ñèìâîëîì Mx ìàòðèöó
ïîðÿäêà n, ýëåìåíò â ñòðîêå i è ñòîëáöå j êîòîðîé èìååò âèä
Axij + txij, ãäå t

x
ij � ðàçëè÷íûå ïåðåìåííûå, è åñëè u = x1 . . . xs, òî

Mu def
=Mx1 . . .Mxs , òîãäà âûðàæåíèå |Au−Mu| îïðåäåëÿåò íåïðå-

ðûâíóþ ôóíêöèþ îò ïåðåìåííûõ txij, çíà÷åíèå êîòîðîé ðàâíî 0 â
òîì ñëó÷àå êîãäà çíà÷åíèÿ âñåõ ïåðåìåííûõ txij ðàâíû 0, è ò.ä.)

Ïîñêîëüêó ÷èñëî ñòðîê â X≤k êîíå÷íî, òî â êà÷åñòâå èñêîìî-
ãî ε ìîæíî âçÿòü min{δ1, c2 , εu (u ∈ X≤k)}.

Íèæåñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ óñèëåíèåì òåîðåìû 28.

Òåîðåìà 29.
Ïóñòü çàäàí ÂÀ A = (ξ0, {Ax | x ∈ X}, λ), è

∃ l : ∀u ∈ X l Au > 0.

Òîãäà ∀ a ∈ I(A) A óñòîé÷èâ îòíîñèòåëüíî a.
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Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïóñòü a ∈ Iδ(A), è |SA| = n.
Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 28, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåî-

ðåìû 29 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ∃ ε ∈ (0, δ1), ãäå δ1
def
= δ

4n|λ| :

∀B ∈ Oε(A), ∀u ∈ X∗ |Au −Bu| < δ1. (3.62)

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, ∀u ∈ X l ∃ cu > 0 : Au ≥ cu.

Îïðåäåëèì c
def
= min

u∈Xl
cu. Òàêèì îáðàçîì, ∀u ∈ X l Au ≥ c.

Âûáåðåì k òàê, ÷òîáû áûëî âåðíî íåðàâåíñòâî (1−c)[k/l] < δ1
3
.

Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 28, äîêàçûâàþòñÿ ñâîé-
ñòâà

• ∀u ∈ Xk ||Au|| ≤ (1− c)[k/l], è

• ∃ ε > 0: ∀B ∈ Oε(A), ∀u ∈ X≤k |Au −Bu| ≤ δ1
3
,

èç êîòîðûõ ñëåäóåò (3.62).

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè A = (ξ0, {Ax | x ∈ X}, λ) � ÂÀ,
òî ∀ a ∈ I(A) A óñòîé÷èâ îòíîñèòåëüíî a òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ∃ δ < 1 : ∀x ∈ X ||Ax|| < δ.
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Ãëàâà 4

Âåðîÿòíîñòíûå ÿçûêè

4.1 Ïîíÿòèå âåðîÿòíîñòíîãî ÿçûêà

Ïóñòü A � ÂÀ, è a ∈ [0, 1).
Âåðîÿòíîñòíûì ÿçûêîì (Âß) ÂÀ A ñ òî÷êîé ñå÷åíèÿ a

íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ñòðîê Aa ⊆ X∗ (ãäå X � ìíîæåñòâî âõîä-
íûõ ñèãíàëîâ A), îïðåäåëÿåìîå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Aa
def
= {u ∈ X∗ | fA(u) > a}.

Ïîíÿòèå Âß ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ
çàäà÷, â ÷àñòíîñòè äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññà îáó÷åíèÿ. Îä-
íà èç ìîäåëåé îáó÷åíèÿ èìååò ñëåäóþùèé âèä. Çàäàíî êîíå÷-
íîå ìíîæåñòâî S, ýëåìåíòû êîòîðîãî íàçûâàþòñÿ ðåàêöèÿìè
íà íåêîòîðûé ñòèìóë, ïðè÷¼ì êàæäàÿ ðåàêöèÿ s ∈ S ðàññìàòðè-
âàåòñÿ ëèáî êàê ïðàâèëüíàÿ, ëèáî êàê íåïðàâèëüíàÿ. Îáîçíà÷èì
ñèìâîëîì λ âåêòîð-ñòîëáåö, êîìïîíåíòû êîòîðîãî èíäåêñèðîâà-
íû ðåàêöèÿìè s ∈ S, ïðè÷åì òå êîìïîíåíòû λ, èíäåêñû êîòîðûõ
ÿâëÿþòñÿ ïðàâèëüíûìè ðåàêöèÿìè, ðàâíû 1, à îñòàëüíûå êîìïî-
íåíòû ðàâíû 0. Ñ îáó÷àåìîé ñèñòåìîé â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè
t = 0, 1, . . . ñâÿçàíî íåêîòîðîå ðàñïðåäåëåíèå ξ ∈ S4, â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ êîòîðûì îíà ðåàãèðóåò íà ñòèìóë â ýòîò ìîìåíò: äëÿ
êàæäîãî s ∈ S âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñèñòåìà âûäàñò ðåàêöèþ s
â ìîìåíò t, ðàâíà sξ. Èç äàííûõ îïðåäåëåíèé ñëåäóåò, ÷òî âåðî-
ÿòíîñòü âûäà÷è ïðàâèëüíîé ðåàêöèè â ìîìåíò t èìååò âèä ξλ.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çàäàíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî {Ax | x ∈ X}
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îáó÷àþùèõ îïåðàòîðîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ñòîõà-
ñòè÷åñêîé ìàòðèöåé ïîðÿäêà |S| è îïðåäåëÿåò èçìåíåíèå ðåàêöèè
ñèñòåìû íà ñòèìóë ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: åñëè

• â òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè ñèñòåìà ðåàãèðîâàëà íà ñòèìóë
â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàñïðåäåëåíèåì ξ ∈ S4, è

• â ýòîò ìîìåíò áûë ïðèìåí¼í îáó÷àþùèé îïåðàòîð Ax,

òî â ñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè ñèñòåìà áóäåò ðåàãèðîâàòü íà
ñòèìóë â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàñïðåäåëåíèåì ξAx. Òàêèì îáðàçîì,
ïóòåì ïðèìåíåíèÿ ê îáó÷àåìîé ñèñòåìå îáó÷àþùèõ îïåðàòîðîâ
ìîæíî äîáèòüñÿ èçìåíåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïðàâèëüíîé ðåàêöèè íà
ñòèìóë. Ñèñòåìà ñ÷èòàåòñÿ îáó÷åííîé â íåêîòîðîé ìîìåíò âðå-
ìåíè, åñëè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îíà âûäàñò â ýòîò ìîìåíò ïðà-
âèëüíóþ ðåàêöèþ íà ñòèìóë, ïðåâûøàåò íåêîòîðîå çàäàííîå çíà-
÷åíèå a ∈ [0, 1). Îäíà èç çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ îáó÷åíèåì, èìååò
ñëåäóþùèé âèä: çàäàíî íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ξ0 ∈ S4, òðå-
áóåòñÿ îïèñàòü âñå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (Ax1 , . . . , Axn) îáó÷àþùèõ
îïåðàòîðîâ, êàæäàÿ èç êîòîðûõ îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:
ïîñëå ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ îïåðàòîðîâ, âõîäÿùèõ â
ýòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñèñòåìà ñòàíåò îáó÷åííîé. Íåòðóäíî âè-
äåòü, ÷òî êàæäàÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîîòâåòñòâóåò ñòðîêå
x1 . . . xn ∈ X∗, òàêîé, ÷òî ξ0Ax1 . . . Axnλ > a, ò.å. ñòðîêå èç Âß Aa,
ãäå A = (ξ0, {Ax | x ∈ X}, λ).

4.2 Ñâîéñòâà âåðîÿòíîñòíûõ ÿçûêîâ

Òåîðåìà 30.
Ïóñòü A = (ξ0, {Ax | x ∈ X}, λ) � ÂÀ, è a ∈ [0, 1).
Òîãäà Aa = Ba, ãäå ÂÀ B èìååò âèä

B = (~e1,

(
0 ξ0Ax

0 Ax

)
,

(
ξ0λ
λ

)
),

ãäå ~e1 � âåêòîð-ñòðîêà äëèíû |SA| + 1, ó êîòîðîé ïåðâàÿ êîìïî-
íåíòà ðàâíà 1, à îñòàëüíûå êîìïîíåíòû ðàâíû 0, è 0 � âåêòîð-
ñòîëáåö äëèíû |SA|, âñå êîìïîíåíòû êîòîðîãî ðàâíû 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî.

Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî ∀u ∈ X∗ \ {ε} Bu =

(
0 ξ0Au

0 Au

)
,

îòêóäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî fA = fB.

Òåîðåìà 31.
Ïóñòü çàäàí ÂÀ A = (ξ0, {Ax | x ∈ X}, λ), ãäå êàæäàÿ êîìïî-

íåíòà λj âåêòîðà λ ïðèíàäëåæèò îòðåçêó [0, 1], è a ∈ [0, 1).
Òîãäà Aa = Ba, ãäå B = (ξ0B, {Bx | x ∈ X}, λB), |SB| = 2|SA|, è

• ξ0B ïîëó÷àåòñÿ èç ξ0 äîáàâëåíèåì 0 ïîñëå êàæäîé êîìïîíåí-
òû,

• ∀x ∈ X ìàòðèöà Bx ïîëó÷àåòñÿ èç ìàòðèöû Ax çàìåíîé

êàæäîãî å¼ ýëåìåíòà Axij íà ìàòðèöó

(
λjA

x
ij (1− λj)Axij

λjA
x
ij (1− λj)Axij

)
,

• λB = (1 0 . . . 1 0)∼.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî ∀u ∈ X∗ \ {ε} ìàòðèöà Bu ïîëó÷àåò-

ñÿ èç ìàòðèöû Au çàìåíîé êàæäîãî å¼ ýëåìåíòà Auij íà ìàòðèöó(
λjA

u
ij (1− λj)Auij

λjA
u
ij (1− λj)Auij

)
, îòêóäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî fA = fB.

Òåîðåìà 32.
Ïóñòü A � ÂÀ, è a, b ∈ [0, 1). Òîãäà ∃ ÂÀ B :

Aa = Bb. (4.1)

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïóñòü ÂÀ A èìååò âèä (ξ0A, {Ax | x ∈ X}, λA).
Ðàññìîòðèì îòäåëüíî ñëó÷àè b < a è b > a.

• Åñëè b < a, òî b = αa, ãäå α ∈ [0, 1).

Â ýòîì ñëó÷àå |SB| = 2|SA|, è êîìïîíåíòû ξ0B, B
x, λB èñêî-

ìîãî ÂÀ B èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

� ξ0B = (ξ0A,0 ), ãäå 0 � âåêòîð-ñòðîêà äëèíû |SA|, âñå
êîìïîíåíòû êîòîðîãî ðàâíû 0,
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� ∀x ∈ X Bx def
=

(
αAx (1− α)Ax

αAx (1− α)Ax

)
,

� λB =

(
λA
0

)
, ãäå 0 � âåêòîð-ñòîëáåö äëèíû |SA|, âñå

êîìïîíåíòû êîòîðîãî ðàâíû 0.

Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî

∀u ∈ X∗ \ {ε} Bu =

(
αAu (1− α)Au

αAu (1− α)Au

)
,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ∀u ∈ X∗ fB(u) = αfA(u) = b
a
fA(u).

Èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò (4.1).

• Åñëè b > a, òî b = α + (1− α)a, ãäå α ∈ (0, 1).

Â ýòîì ñëó÷àå |SB| = 1 + |SA|, è êîìïîíåíòû ξ0B, B
x, λB

èñêîìîãî ÂÀ B èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

� ξ0B = (α, (1− α)ξ0A),

� ∀x ∈ X Bx =

(
1 0
0 Ax

)
,

� λB =

(
1
λA

)
.

Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî ∀u ∈ X∗

fB(u) = α + (1− α)fA(u) = b−a
1−a + 1−b

1−afA(u),

îòêóäà ñëåäóåò (4.1).

4.3 ßçûêè, ïðåäñòàâèìûå âåðîÿòíîñòíû-

ìè àâòîìàòàìè îáùåãî âèäà

Ïóñòü A = (X, Y, S, P, ξ0) � ÂÀ îáùåãî âèäà, y ∈ Y , è a ∈ [0, 1).
Îáîçíà÷èì çàïèñüþ Ay,a ìíîæåñòâî

Ay,a
def
= {ux | u ∈ X∗, x ∈ X, ξ0AuAxyI > a},
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ãäå Au
def
=

∑
v∈Y ∗

Au,v.

Åñëè ñòðîêà u ∈ X∗ èìååò âèä x0 . . . xk−1, òî çíà÷åíèå ξ0AuAxyI
ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî åñëè

• â ìîìåíòû âðåìåíè 0, 1, . . . , k− 1 íà âõîä A ïîñëåäîâàòåëü-
íî ïîñòóïàëè ýëåìåíòû ñòðîêè u (ò.å. â ìîìåíò 0 ïîñòóïèë
ñèãíàë x0, â ìîìåíò 1 ïîñòóïèë ñèãíàë x1, . . ., â ìîìåíò
k − 1 ïîñòóïèë ñèãíàë xk−1), è

• â ìîìåíò k ïîñòóïèë ñèãíàë x,

òî â ìîìåíò âðåìåíè k âûõîäíûé ñèãíàë A ðàâåí y.
Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî Ay,a ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê

ñîâîêóïíîñòü âñåõ ñòðîê u ∈ X∗ \ {ε}, îáëàäàþùèõ ñëåäóþùèì
ñâîéñòâîì: âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî

• åñëè, íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà 0, íà âõîä A ïîñëåäîâàòåëüíî ïî-
ñòóïàëè ýëåìåíòû ñòðîêè u

• òî ïðè ïîäà÷å íà âõîä A ïîñëåäíåãî âõîäíîãî ñèãíàëà èç u
âûõîäíîé ñèãíàë A â ýòîò ìîìåíò âðåìåíè ðàâåí y,

áîëüøå a.
Ìíîæåñòâî Ay,a íàçûâàåòñÿ ÿçûêîì, ïðåäñòàâèìûì ÂÀ

îáùåãî âèäà A âûõîäíûì ñèãíàëîì y è òî÷êîé ñå÷åíèÿ a.

Òåîðåìà 33.
Ïóñòü A = (X, Y, S, P, ξ0) � ÂÀ îáùåãî âèäà, y ∈ Y , è a ∈ [0, 1).
Òîãäà Ay,a = Ba \ {ε}, ãäå B � ÂÀ âèäà

B =

(
(ξ0,0), {


∑
y′ 6=y

Axy
′
Axy∑

y′ 6=y
Axy

′
Axy

 | x ∈ X}, (0,1)∼
)

ãäå 0 è 1 � âåêòîð-ñòðîêè äëèíû |SA|, âñå êîìïîíåíòû êîòîðûõ
ðàâíû 0 è 1, ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî.
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Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî

∀u ∈ X∗, ∀x ∈ X Bux =

 Au
∑
y′ 6=y

Axy
′
AuAxy

Au
∑
y′ 6=y

Axy
′
AuAxy

 ,
îòêóäà ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå

∀u ∈ X∗, ∀x ∈ X fB(ux) = ξ0AuAxyI,

êîòîðîå âëå÷¼ò äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå.

4.4 Ðåãóëÿðíîñòü âåðîÿòíîñòíûõ ÿçûêîâ

4.4.1 Ïîíÿòèå ðåãóëÿðíîãî ÿçûêà

Ðåãóëÿðíûé ÿçûê íàä êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì X � ýòî ïîäìíî-
æåñòâî U ⊆ X∗, òàêîå, ÷òî ñóùåñòâóåò àâòîìàò Ìóðà M âèäà
(1.6), óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì:

|S| <∞, Y = {0, 1}, U = {u ∈ X∗ | fM(u) = 1}. (4.2)

Âåñîì ðåãóëÿðíîãî ÿçûêà U íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå ÷èñëî
n, òàêîå, ÷òî ∃ àâòîìàò Ìóðà M âèäà (1.6), òàêîé, ÷òî |S| = n è
âûïîëíåíû óñëîâèÿ (4.2). Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü âåñ ðåãóëÿðíîãî
ÿçûêà U çàïèñüþ w(U).

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÿçûêà U ⊆ X∗ ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

• ÿçûê U ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì,

• ÷èñëî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ∼
U

íà ìíîæåñòâå X∗, îïðå-

äåëÿåìîé ñëåäóþùèì îáðàçîì: ∀u, u′ ∈ X∗

u ∼
U
u′ ⇔ ∀ v ∈ X∗ (uv ∈ U ⇔ u′v ∈ U) (4.3)

ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì,

è åñëè U ðåãóëÿðåí, òî w(U) ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì êëàññîâ ýêâèâà-
ëåíòíîñòè ∼

U
.

Òåîðåìà 34.
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ÏóñòüX � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, è U ⊆ X∗ � ðåãóëÿðíûé ÿçûê.
Òîãäà U � Âß.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïóñòü M = (X, {0, 1}, S, δ, λ, s0) � àâòîìàò Ìóðà òàêîé, ÷òî

U = {u ∈ X∗ | fM(u) = 1}.
Îáîçíà÷èì çàïèñüþ M̃ ÂÀ (ξs0 , {Ax | x ∈ X}, λ), ìíîæåñòâî

ñîñòîÿíèé è îòîáðàæåíèå λ êîòîðîãî ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèìè êîìïîíåíòàìè àâòîìàòà M , è

∀x ∈ X, ∀ s, s′ ∈ S Axs,s′
def
=

{
1, åñëè δ(s, x) = s′,
0, èíà÷å.

Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî U = M̃0.

4.4.2 Èçîëèðîâàííûå òî÷êè ñå÷åíèÿ

Ïóñòü çàäàí ÂÀ A = (ξ0, {Ax | x ∈ X}, λ).
×èñëî a ∈ [0, 1) íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííîé òî÷êîé ñå÷å-

íèÿ (ÈÒÑ) äëÿ ÂÀ A, åñëè ∃ δ > 0:

∀u ∈ X∗ |fA(u)− a| > δ. (4.4)

Äëÿ êàæäîãî ÂÀ A è êàæäîãî δ > 0 çàïèñü Iδ(A) îáîçíà÷àåò
ñîâîêóïíîñòü âñåõ ÈÒÑ a äëÿ A, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì (4.4).
Çàïèñü I(A) îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî

⋃
δ>0

Iδ(A).

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ïðîáëåìà âûÿñíåíèÿ èñòèííîñòè óòâåð-
æäåíèÿ a ∈ I(A) (ãäå a è âñå ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ ÂÀ A � ðàöè-
îíàëüíûå ÷èñëà) àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìà.

Òåîðåìà 35.
Ïóñòü çàäàí ÂÀ A = (ξ0, {Ax | x ∈ X}, λ), ãäå λ ∈ [0, 1]n,

n = |SA|, è ∃ δ > 0 : a ∈ Iδ(A).
Òîãäà Aa � ðåãóëÿðíûé ÿçûê, è

w(Aa) ≤ (1 + 1
δ
)n−1. (4.5)

Äîêàçàòåëüñòâî.
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Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì R ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå ïî îäíîìó
ïðåäñòàâèòåëþ êàæäîãî êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè ∼

Aa
. Èç îïðåäå-

ëåíèÿ R ñëåäóåò, ÷òî ∀u, u′ ∈ U, u 6= u′ ⇒ ∃ v ∈ X∗:

uv ∈ Aa 6⇔ u′v ∈ Aa. (4.6)

Ò.ê. a ∈ Iδ(A), òî èç (4.6) è (4.4) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

|fA(uv)− fA(u′v)| > 2δ,

ò.å.
|ξ0(Au − Au′)Avλ| > 2δ. (4.7)

Ïîñêîëüêó AvI = I è λ ∈ [0, 1]n, òî λ′
def
= Avλ ∈ [0, 1]n.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ÷àñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ Voln−1
ñ íåîòðèöàòåëüíûìè çíà÷åíèÿìè íà ïîäìíîæåñòâàõ ìíîæåñòâà
Rn, íàçûâàåìàÿ n−1�ìåðíûì îáúåìîì, è îáëàäàþùàÿ ñëåäó-
þùèìè ñâîéñòâàìè:

• çíà÷åíèå Voln−1({1, . . . , n}4) îïðåäåëåíî è ïîëîæèòåëüíî,
(îáîçíà÷èì ýòî çíà÷åíèå ñèìâîëîì C)

• åñëè V oln−1(M) îïðåäåëåíî, òî ∀ ~x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn

V oln−1(~x+M) = V oln−1(M),

ãäå ~x+M
def
= {(x1 + y1, . . . , xn + yn) | (y1, . . . , yn) ∈M},

• åñëè V oln−1(M) îïðåäåëåíî, òî ∀ d > 0

V oln−1(dM) = dn−1V oln(M),

ãäå dM
def
= {(dx1, . . . , dxn) | (x1, . . . , xn) ∈M},

• åñëè V oln−1(M) è V oln−1(M
′) îïðåäåëåíû, è M ∩M ′ = ∅,

òî
Voln−1(M ∪M ′) = Voln−1(M) + Voln−1(M

′),

• åñëè V oln−1(M) è V oln−1(M
′) îïðåäåëåíû, è M ⊆M ′, òî

Voln−1(M) ≤ Voln−1(M
′).
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Ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: ïóñòü d > 0 è u ∈ R, òîãäà
çàïèñè ∆d è ∆u

d îáîçíà÷àþò ìíîæåñòâî d{1, . . . , n}4 è ξ0Au + ∆d

ñîîòâåòñòâåííî. Èç ñêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî

∀ d > 0 Voln−1(∆d) = Voln−1(∆
u
d) = dn−1C. (4.8)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

(A) ∀u ∈ R ∆u
δ ⊆ ∆1+δ, ò.ê. åñëè ~x ∈ ∆u

δ = ξ0Au + ∆δ, òî

~x = ξ0Au + δ~y, ãäå ~y ∈ ∆1.

Âñå êîìïîíåíòû ~y íåîòðèöàòåëüíû è ~yI = 1, ïîýòîìó âñå
êîìïîíåíòû ~x íåîòðèöàòåëüíû è

~xI = (ξ0Au + δ~y)I = ξ0AuI + δ~yI = 1 + δ,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ~x ∈ ∆1+δ.

(B) ∀u, u′ ∈ R, u 6= u′ ⇒ ∆u
δ ∩∆u′

δ = ∅, ò.ê. åñëè ∃ ~x ∈ ∆u
δ ∩∆u′

δ ,
òî ∃ ~y, ~z ∈ ∆1:

~x = ξ0Au + δ~y, ~x = ξ0Au
′
+ δ~z. (4.9)

Èç (4.9) ñëåäóåò, ÷òî ξ0(Au − Au
′
) = δ(~z − ~y), îòêóäà íà

îñíîâàíèè (4.7) ïîëó÷àåì: |δ(~z − ~y)λ′| > 2δ, èëè

|(~z − ~y)λ′| > 2, ãäå λ′ ∈ [0, 1]n. (4.10)

Åñëè ~z = (z1, . . . , zn), ~y = (y1, . . . , yn), λ′ = (λ′1, . . . , λ
′
n)∼, òî

|(~z − ~y)λ′| = |
n∑
i=1

(zi − yi)λ′i| ≤
n∑
i=1
|zi − yi|λ′i ≤

≤
n∑
i=1
|zi − yi| ≤

n∑
i=1

zi +
n∑
i=1

yi = 2,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñîîòíîøåíèþ (4.10).

Èç (A), (B) è èç ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ñâîéñòâ ôóíêöèè Voln−1
ñëåäóåò, ÷òî åñëè R ñîäåðæèò k ýëåìåíòîâ u1, . . . , uk, òî

k∑
i=1

Voln−1(∆
ui
δ ) ≤ Voln−1(∆1+δ),

80



îòêóäà, ââèäó (4.8), ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

kδn−1C ≤ (1 + δ)n−1C,

êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó k ≤ (1+ 1
δ
)n−1, îòêóäà ñëåäóåò

ðåãóëÿðíîñòü Aa è íåðàâåíñòâî (4.5).

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî â ÂÀ îãðàíè÷åííîãî ðàç-
ìåðà ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñêîëü óãîäíî ñëîæíûå ðåãóëÿðíûå ÿçû-
êè.

Òåîðåìà 36.
Ïóñòü A = (ξ0, {Ax | x ∈ X}, λ) � ÂÀ, ãäå

|SA| = 2, X = {0, 2}, ξ0 = (1 0),

A0 =

(
1 0
2/3 1/3

)
, A2 =

(
1/3 2/3
0 1

)
, λ =

(
0
1

)
,

è ∀n ≥ 1 an � ÷èñëî èç (0, 1), èìåþùåå â òðîè÷íîé çàïèñè âèä
0.2 . . . 211 (êîëè÷åñòâî äâîåê = n− 1).

Òîãäà ∀n ≥ 1 an ∈ I(A) è w(Aan) ≥ n.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Èíäóêöèåé ïî äëèíå ñòðîêè u ∈ X∗ äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè u

èìååò âèä x1 . . . xk, òî fA(u) = 0.xk . . . x1 (â òðîè÷íîé çàïèñè).
Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì D òîïîëîãè÷åñêîå çàìûêàíèå ìíîæå-

ñòâà {fA(u) | u ∈ X∗}. Ìíîæåñòâî D íàçûâàåòñÿ êàíòîðîâûì
äèñêîíòèíóóìîì. Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî [0, 1] \D ⊆ I(A).

Èç îïðåäåëåíèÿ an ñëåäóåò, ÷òî an < fA(u) ⇔ u = u12 . . . 2
(êîëè÷åñòâî äâîåê ≥ n), ïîýòîìó åñëè u ∈ Aan , òî |u| ≥ n, îòêóäà
ñëåäóåò ñâîéñòâî w(Aan) ≥ n.

Íèæåñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì òåîðåìû 35.

Òåîðåìà 37.
Ïóñòü M � àâòîìàò Ìóðà âèäà (X, {0, 1}, S, δ, λ, s0), ïðè÷åì

S � êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðèêîé ρ, òàêîé,
÷òî äëÿ ëþáîé ïàðû s1, s2 äîñòèæèìûõ ñîñòîÿíèé àâòîìàòà M
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âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

∀x ∈ X ρ(s1x, s2x) ≤ ρ(s1, s2), (4.11)

∃ δ > 0 : λ(s1) 6= λ(s2) ⇒ ρ(s1, s2) ≥ δ. (4.12)

Òîãäà ÿçûê U
def
= {u ∈ X∗ | fM(u) = 1} ðåãóëÿðåí, è w(U)

íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà ýëåìåíòîâ â ìèíèìàëüíîì (ïî ÷èñëó ýëå-
ìåíòîâ) ïîêðûòèè ìíîæåñòâà S îòêðûòûìè øàðàìè ðàäèóñà δ/2.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì R ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå ïî îäíîìó

ïðåäñòàâèòåëþ êàæäîãî êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè ∼
U
. Èç (4.12) è

(4.11) ñëåäóåò, ÷òî ∀u, u′ ∈ R: u 6= u′ ∃ v ∈ X∗ :

δ ≤ ρ(s0uv, s0u′v) ≤ ρ(s0u, s0u′). (4.13)

Ïóñòü C � ìèíèìàëüíîå (ïî ÷èñëó ýëåìåíòîâ) êîíå÷íîå ïîêðû-
òèå S îòêðûòûìè øàðàìè ðàäèóñà δ/2. Åñëè u, u′ � ðàçëè÷íûå
ýëåìåíòû R, òî èç (4.13) ñëåäóåò, ÷òî s0u è s0u′ íå ìîãóò ïîïàñòü
â îäèí è òîò æå øàð èç C, ïîýòîìó |R| ≤ |C|.

Òåîðåìà 35 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òåîðåìû 37, ò.ê. åñëè çàäàíû
ÂÀ A = (ξ0, {Ax | x ∈ X}, λ) è ÷èñëî a ∈ [0, 1), óäîâëåòâîðÿþùèå
óñëîâèÿì òåîðåìû 35, òî, ïîëàãàÿ

M
def
= (X, {0, 1}, S4A , δ, λM , ξ0),

ãäå δ(ξ, x)
def
= ξAx, λM(ξ)

def
=

{
1, åñëè ξλ > a,
0, èíà÷å,

ïîëó÷àåì:

∀u ∈ X∗ u ∈ Aa ⇔ fM(u) = 1.

Ìíîæåñòâî S4A ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì
îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè

ρ(~x, ~y ) = max
i=1...n

|xi − yi|, (4.14)

ò.ê. îíî ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì ïîäìíîæåñòâîì Rn. Íåòðóäíî
äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ïàðû s1, s2 äîñòèæèìûõ ñîñòîÿíèé àâ-
òîìàòà M óñëîâèÿ (4.11) è (4.12) âûïîëíåíû.
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Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òåîðåìû 37.

Òåîðåìà 38.
Ïóñòü M � àâòîìàò Ìóðà âèäà

(X, {0, 1}, {1, . . . , n}4, δ, λ, ξ0),

ãäå |X| < ∞, è äëÿ ëþáîé ïàðû s1, s2 äîñòèæèìûõ ñîñòîÿíèé
àâòîìàòà M âûïîëíåíû óñëîâèÿ (4.11) è (4.12), ãäå ìåòðèêà ρ
îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (4.14).

Òîãäà ÿçûê U
def
= {u ∈ X∗ | fM(u) = 1} ðåãóëÿðåí, è

w(U) ≤ Cm
n+m−1, ãäå m =]2

δ
[. (4.15)

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ðåãóëÿðíîñòü U íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç òåîðåìû 37.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà (4.15) îïðåäåëèì ïîêðûòèå

ìíîæåñòâà {1, . . . , n}4 îòêðûòûìè øàðàìè ðàäèóñà 1
m
(ïîñêîëü-

êó 1
m
≤ δ

2
, òî, ñîãëàñíî òåîðåìå 37, w(U) íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà

ýëåìåíòîâ â ýòîì ïîêðûòèè).
Îáîçíà÷èì çàïèñüþ F n

m ñîâîêóïíîñòü òî÷åê {1, . . . , n}4, èìå-
þùèõ âèä (k1

m
, . . . , kn

m
), ãäå k1, . . . , kn � íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå

÷èñëà, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà m. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

∀ ~x ∈ {1, . . . , n}4 ∃ ~y ∈ F n
m : ρ(~x, ~y) < 1

m

(åñëè ~x = (x1, x2, . . .), òî ~y = ( ]x1m[, ](x1 + x2)m[−]x1m[, . . .)),
ïîýòîìó ìíîæåñòâî îòêðûòûõ øàðîâ ðàäèóñà 1

m
ñ öåíòðàìè â

òî÷êàõ èç F n
m ÿâëÿåòñÿ ïîêðûòèåì ìíîæåñòâà {1, . . . , n}4. ×èñëî

ýëåìåíòîâ â ýòîì ïîêðûòèè ðàâíî |F n
m| = Cm

n+m−1.

4.5 Äåôèíèòíûå ÿçûêè

Ïóñòü çàäàíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî X.
Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ.

• ∀S ⊆ X∗, ∀ k ≥ 0 çàïèñè Sk, S≥k, è ò.ä. îáîçíà÷àþò ìíîæå-
ñòâà S ∩Xk, S ∩X≥k, è ò.ä., ñîîòâåòñòâåííî.
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• ∀S1, S2 ⊆ X∗ çàïèñè S1 + S2 è S1 · S2 (òî÷êà â ýòîé çàïèñè
îáû÷íî îïóñêàåòñÿ) îáîçíà÷àþò ìíîæåñòâà

S1 ∪ S2 è {uv | u ∈ S1, v ∈ S2}

ñîîòâåòñòâåííî.

S ⊆ X∗ íàçûâàåòñÿ äåôèíèòíûì ÿçûêîì (Äß), åñëè

∃ k ≥ 0 : S≥k = X∗ · Sk.

Òåîðåìà 39.
Ïóñòü çàäàí ÂÀ A = (ξ0, {Ax | x ∈ X}, λ), è ∀x ∈ X Ax > 0.
Òîãäà ∀ a ∈ I(A) Aa � Äß.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, ∃ c > 0: ∀x ∈ X Ax ≥ c, è ∃ δ > 0:

∀u ∈ X∗ |fA(u)− a| > δ. (4.16)

Âûáåðåì k: (1− 2c)k−1 < 2δ
n|λ| , ãäå n = |SA|.

Ïî òåîðåìå 25,

∀u ∈ Xk ||Au|| ≤ (1− 2c)k−1 < 2δ
n|λ| . (4.17)

∀u ∈ Xk, ∀ v ∈ X∗

|fA(vu)− fA(u)| = |ξ0Avuλ− ξ0Auλ| = |ξ0(Avu − Au)λ| ≤
≤ |Avu − Au| · n · |λ| = |AvAu − Au| · n · |λ| ≤ ||Au|| · n · |λ| < 2δ.

(ïðåäïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âåðíî ïî òåîðåìå 26, à ïîñëåäíåå �
ñîãëàñíî (4.17)). Òàêèì îáðàçîì,

∀u ∈ Xk, ∀ v ∈ X∗ |fA(vu)− fA(u)| < 2δ. (4.18)

Äîêàæåì, ÷òî (Aa)≥k = X∗ · (Aa)k, ò.å. ∀u ∈ Xk, ∀ v ∈ X∗

vu ∈ Aa ⇔ u ∈ Aa. (4.19)

Åñëè äëÿ íåêîòîðûõ u ∈ Xk, v ∈ X∗ ñîîòíîøåíèå (4.19) íåâåð-
íî, òî, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ Âß Aa è ñîîòíîøåíèþ (4.16),

|fA(vu)− fA(u)| > 2δ
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÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñîîòíîøåíèþ (4.18).

Òåîðåìà 40.
Ïóñòü ÂÀ A = (ξ0, {Ax | x ∈ X}, λ) � ýðãîäè÷íûé.
Òîãäà ∀ a ∈ I(A) Aa � Äß.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïóñòü a ∈ Iδ(A), è |SA| = n.
Èç ýðãîäè÷íîñòè A ñëåäóåò, ÷òî ||Au|| → 0 ïðè |u| → ∞, ïî-

ýòîìó ∃ k:
∀u ∈ Xk ||Au|| < 2δ

n|λ| .

Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà ñîâïàäàåò ñ ÷àñòüþ äîêà-
çàòåëüñòâà òåîðåìû 39, èäóùåé ïîñëå ñîîòíîøåíèÿ (4.17).

4.6 ßçûêè, ïðåäñòàâèìûå ëèíåéíûìè àâ-

òîìàòàìè

Ïóñòü çàäàí ËÀ L. Äëÿ êàæäîãî a ∈ R çàïèñü La îáîçíà÷àåò
ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâàX∗, îïðåäåëÿåìîå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

La
def
= {u ∈ X∗ | fL(u) > a}. (4.20)

Ìíîæåñòâî (4.20) íàçûâàåòñÿ ÿçûêîì, ïðåäñòàâèìûì ËÀ L ñ
òî÷êîé ñå÷åíèÿ a.

Òåîðåìà 41.
Ïóñòü L = (ξ0, {Lx | x ∈ X}, λ) � ËÀ, è a ∈ R.
Òîãäà ñóùåñòâóåò ÂÀ A âèäà

(~e1, {Ax | x ∈ X}, e↓1), (4.21)

òàêîé, ÷òî

|SA| = n+ 4, La = A 1
n+4

, ãäå n = dimL.

Äîêàçàòåëüñòâî.
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Îïðåäåëèì ËÀ L′ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

L′
def
=

(
(ξ0, 1), {

(
Lx 0
0 1

)
| x ∈ X},

(
λ
−a

))
,

ãäå ñèìâîëû 0 îáîçíà÷àþò ñòðîêó è ñòîëáåö ñîîòâåòñòâóþùåãî
ðàçìåðà ñ íóëåâûìè êîìïîíåíòàìè. Îòìåòèì, ÷òî

• dimL′ = dimL+ 1, è

• fL′ = fL − a, ⇒ La = L′0,

ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 41 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñëå-
äóþùåå óòâåðæäåíèå: äëÿ êàæäîãî ËÀ L ñóùåñòâóåò ÂÀ A âèäà
(4.21), òàêîé, ÷òî |SA| = n+ 3 è L0 = A 1

n+3
, ãäå n = dimL.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ðàññìîòðèì îòäåëüíî
ñëó÷àè fL(ε) > 0 è fL(ε) ≤ 0. Ïóñòü L = (ξ0, {Lx | x ∈ X}, λ).

• Åñëè fL(ε) > 0, òî ε ∈ L0. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ f ∈ RX∗

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∀u ∈ X∗ f(u)
def
=

{
1, åñëè u = ε
fL(u), èíà÷å.

Îáîçíà÷èì çàïèñüþ L1 ËÀ (ξ01 , {Lx1 | x ∈ X}, λ1), ãäå

ξ01 = (ξ0, 1), Lx1 =

(
Lx 0
0 0

)
, λ1 =

(
λ

1− fL(ε)

)
,

ãäå ñèìâîëû 0 îáîçíà÷àþò ñòðîêó è ñòîëáåö ñîîòâåòñòâóþ-
ùåãî ðàçìåðà ñ íóëåâûìè êîìïîíåíòàìè.

Ïóñòü P � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà dimL1, ïåðâûé
ñòîëáåö êîòîðîé ðàâåí λ1, à îñòàëüíûå ñòîëáöû îðòîãîíàëü-
íû ξ01 .

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî Pe↓1 = λ1, ξ
0
1P = ~e1.

Îáîçíà÷èì çàïèñüþ L2 ËÀ (~e1, {P−1Lx1P | x ∈ X}, e
↓
1).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî fL2 = fL1 .
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Çàòåì L2 ïðåîáðàçóåòñÿ â èñêîìûé ÂÀ A (â ñîîòâåòñòâèè
ñ ïîñòðîåíèåì, èçëîæåííûì â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 21),
òàêîé, ÷òî ∃ b > 0:

∀u ∈ X∗ fA(u) =

{
1, åñëè u = ε,
b|u|+1fL2(u) + 1

n+3
, èíà÷å.

• Åñëè fL(ε) ≤ 0, òî ε 6∈ L0. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ f ∈ RX∗

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∀u ∈ X∗ f(u)
def
=

{
0, åñëè u = ε
fL(u), èíà÷å.

Îáîçíà÷èì çàïèñüþ L1 ËÀ (ξ01 , {Lx1 | x ∈ X}, λ1), ãäå

ξ01 = (ξ0, 1), Lx1 =

(
Lx 0
0 0

)
, λ1 =

(
λ

−fL(ε)

)
,

Ïóñòü P � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà dimL1, ïåðâûé
ñòîëáåö êîòîðîé ðàâåí λ1, âñå ñòîëáöû êðîìå ïîñëåäíåãî
îðòîãîíàëüíû ξ01 , è ξ01P

↓
n+1 = 1, ãäå n = dimL è P ↓n+1 �

ïîñëåäíèé ñòîëáåö P .

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî Pe↓1 = λ1, ξ
0
1P = ~en+1.

Îáîçíà÷èì çàïèñüþ L2 ËÀ (~en+1, {P−1Lx1P | x ∈ X}, e
↓
1).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî fL2 = fL1 .

Çàòåì L2 ïðåîáðàçóåòñÿ â èñêîìûé ÂÀ A (â ñîîòâåòñòâèè
ñ ïîñòðîåíèåì, èçëîæåííûì â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 21),
òàêîé, ÷òî ∃ b > 0:

∀u ∈ X∗ fA(u) =

{
0, åñëè u = ε,
b|u|+1fL2(u) + 1

n+3
, èíà÷å.

Òåîðåìà 42.
Ïóñòü X � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, è S ⊆ X∗.
Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

• S � Âß,
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• ∃ ËÀÔ f ∈ RX∗ , ∃ a ∈ R: S = fa
def
= {u ∈ X∗ | f(u) > a},

• ∃ ËÀÔ f ∈ RX∗ : S = f0.

Â äîêàçàòåëüñòâå ýòîé òåîðåìû èñïîëüçóåòñÿ óòâåðæäåíèå èç
ãëàâû 5, ÷òî åñëè f � ËÀÔ è a ∈ R, òî f − a � ËÀÔ.
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Ãëàâà 5

Àëãåáðàè÷åñêèå âîïðîñû

òåîðèè ëèíåéíûõ àâòîìàòîâ

Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìàòðèâàåì íåêîòîðûå àëãåáðàè÷åñêèå âî-
ïðîñû, îòíîñÿùèåñÿ ê ëèíåéíûì àâòîìàìàì è ñâÿçàííûì ñ íèìè
ôóíêöèÿì íà ñòðîêàõ. Ìàòåðèàë ýòîé ãëàâû áóäåò èñïîëüçîâàòü-
ñÿ â ïîñëåäóþùèõ ÷àñòÿõ.

5.1 Àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà ìíîæåñòâà

ôóíêöèé íà ñòðîêàõ

Ïóñòü çàäàíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî X.
Â ïóíêòå 1.2.2 áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå ôóíêöèè íà ñòðîêàõ èç

X∗, è íà ìíîæåñòâå RX∗ òàêèõ ôóíêöèé áûëè îïðåäåëåíû àëãåá-
ðàè÷åñêèå îïåðàöèè ñóììû, ðàçíîñòè, è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëà èç
R (ñîîòíîøåíèÿìè (1.4) è (1.5)).

Îïðåäåëèì äðóãèå àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè íà RX∗

• Äëÿ ôóíêöèé f1, f2 ∈ RX∗ èõ ïðîèçâåäåíèå f1f2 è ñâ¼ðò-
êà f1 ◦ f2 îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∀u ∈ X∗


(f1f2)(u)
def
= f1(u)f2(u),

(f1 ◦ f2)(u)
def
=

∑
u1u2=u

f1(u1)f2(u2).
(5.1)
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• Äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ RX∗ èíâåðòèðîâàíèå f̃ îïðå-

äåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ∀u ∈ X∗ f̃(u)
def
= f(ũ).

Äëÿ êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà S ⊆ X∗ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü
çàïèñüþ χS õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ýòîãî ïîäìíîæåñòâà,
ò.å. ôóíêöèþ èç RX∗ , êîòîðàÿ îòîáðàæàåò êàæäûé ýëåìåíò èç S
â 1, è âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû èç S � â 0. Åñëè ìíîæåñòâî S îä-
íîýëåìåíòíî è èìååò âèä {s}, òî ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ôóíêöèþ
χ{s} áîëåå êîðîòêîé çàïèñüþ χs.

Òåîðåìà 43.
Ìíîæåñòâî RX∗ ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì, â êîòîðîì ñóììà ýëåìåí-

òîâ îïðåäåëÿåòñÿ ïåðâûì ñîîòíîøåíèåì â (1.4) à â êà÷åñòâå óìíî-
æåíèÿ âûñòóïàåò îïåðàöèÿ ñâ¼ðòêè. Ôóíêöèÿ χε ÿâëÿåòñÿ åäè-
íèöåé ýòîãî êîëüöà.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Àññîöèàòèâíîñòü ñâ¼ðòêè ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ∀ f1, f2, f3 ∈

RX∗ è ∀u ∈ X∗ çíà÷åíèÿ ((f1 ◦ f2) ◦ f3)(u) è (f1 ◦ (f2 ◦ f3))(u)
ðàâíû çíà÷åíèþ âûðàæåíèÿ∑

u1u2u3=u

f1(u1)f2(u2)f3(u3).

è, ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèè (f1 ◦ f2) ◦ f3 è f1 ◦ (f2 ◦ f3) ñîâïàäàþò.
Îñòàëüíûå ñâîéñòâà êîëüöà äëÿ RX∗ óñòàíàâëèâàþòñÿ íåïî-

ñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé.

Òåîðåìà 44.
Åñëè f ∈ RX∗ è f(ε) 6= 0, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíê-

öèÿ g ∈ RX∗ , óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

f ◦ g = g ◦ f = χε. (5.2)

Äîêàçàòåëüñòâî.
(5.2) ýêâèâàëåíòíî êîíúþíêöèè ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé:

f(ε)g(ε) = 1,
∀x ∈ X f(ε)g(x) + f(x)g(ε) = 0,
∀x1, x2 ∈ X f(ε)g(x1x2) + f(x1)g(x2)+

+f(x1x2)g(ε) = 0,
è ò.ä.

(5.3)
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Îïðåäåëèì ôóíêöèþ g ∈ RX∗ èíäóêòèâíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

g(ε)
def
= (f(ε))−1,

∀x ∈ X g(x)
def
= −(f(ε))−1f(x)g(ε),

∀x1, x2 ∈ X g(x1x2)
def
= −(f(ε))−1(f(x1)g(x2) + f(x1x2)g(ε)),

è ò.ä.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îïðåäåë¼ííàÿ òàêèì îáðàçîì ôóíêöèÿ g
ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé ôóíêöèåé, óäîâëåòâîðÿþùåé ñîîòíîøå-
íèÿì (5.3).

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ.

• Ôóíêöèþ g, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ (5.2), ìû áóäåì îáî-
çíà÷àòü çàïèñüþ f−1.

• Åñëè f ∈ RX∗ è k ≥ 1, òî çàïèñü f ◦k îáîçíà÷àåò

� ôóíêöèþ f , åñëè k = 1, è

� ôóíêöèþ f ◦(k−1) ◦ f , åñëè k > 1.

Ëåììà.
Åñëè f(ε) = 0 è u ∈ X<k, òî f ◦k(u) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî f ◦k(u) ðàâíî ñóììå∑

u1...uk=u

f(u1) . . . f(uk). (5.4)

Êàæäîå ñëàãàåìîå â (5.4) ðàâíî 0, ò.ê. åñëè u1 . . . uk = u è |u| < k,
òî ∃ i ∈ {1, . . . , k} : ui = ε, îòêóäà ïî ïðåäïîëîæåíèþ ñëåäóåò, ÷òî
f(ui) = f(ε) = 0.

Åñëè ôóíêöèÿ f ∈ RX∗ òàêîâà, ÷òî f(ε) = 0, òî çàïèñü
∑
k≥1

f ◦k

îáîçíà÷àåò ôóíêöèþ èç RX∗ , çíà÷åíèå êîòîðîé íà êàæäîé ñòðî-
êå u ∈ X∗ ðàâíî ñóììå âñåõ ÷èñåë âèäà f ◦k(u), ãäå k ≥ 1. Èç
âûøåñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ÷èñåë òàêîãî
âèäà áóäåò îòëè÷íî îò 0.
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Ïóñòü f ∈ RX∗ è f(ε) 6= 1. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ χε− f ïðèíè-
ìàåò íà ε çíà÷åíèå, íå ðàâíîå 0, òî, ñîãëàñíî òåîðåìå 44, îïðåäå-
ëåíà ôóíêöèÿ (χε − f)−1. Îáîçíà÷èì çàïèñüþ f+ ôóíêöèþ

f+ def
= (χε − f)−1 − χε. (5.5)

Ìû áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ f+ èòåðàöèåé ôóíêöèè f .

Òåîðåìà 45.
Åñëè ôóíêöèÿ f ∈ RX∗ òàêîâà, ÷òî f(ε) = 0, òî f+ =

∑
k≥1

f ◦k.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Äîêàçûâàåìîå ðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó

(χε − f) ◦ (χε +
∑
k≥1

f ◦k) = χε, (5.6)

êîòîðîå, â ñèëó äèñòðèáóòèâíîñòè ñâ¼ðòêè îòíîñèòåëüíî ñëîæå-
íèÿ è âû÷èòàíèÿ, ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó

χε − f +
∑
k≥1

f ◦k − f ◦
∑
k≥1

f ◦k = χε. (5.7)

(5.7) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

f + f ◦
∑
k≥1

f ◦k =
∑
k≥1

f ◦k.

Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âåðíî.

5.2 Îïåðàöèè íà ëèíåéíûõ àâòîìàòàõ

Ïóñòü çàäàíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî X.
Â ïóíêòå 1.4 áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå ëèíåéíîãî àâòîìàòà (ËÀ)

íàä X. Íà ìíîæåñòâå âñåõ ËÀ íàä X ìîæíî îïðåäåëèòü îïåðà-
öèè, àíàëîãè÷íûå òåì, êîòîðûå áûëè îïðåäåëåíû â ïóíêòàõ 1.2.2
è 5.1 íà ìíîæåñòâå RX∗ .

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýòèõ îïåðàöèé ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü

• îáîçíà÷åíèÿ, ââåäåííûå â ïóíêòå 2.1.5,
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• à òàêæå ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå: åñëè A è B � ìàòðèöû, è

A èìååò âèä

 a11 . . . a1n
. . . . . . . . .
am1 . . . amn

, òî çàïèñü A⊗B îáîçíà÷àåò

ìàòðèöó  a11B . . . a1nB
. . . . . . . . .
am1B . . . amnB

 .
Ïóñòü Li = (ξ0i , {Lxi | x ∈ X}, λi) (i = 1, 2) � ËÀ íàä X.

Îïðåäåëèì èõ ñóììó L1 + L2, ïðîèçâåäåíèå L1L2 è ñâ¼ðòêó
L1 ◦ L2 ñëåäóþùèì îáðàçîì.

• L1 + L2
def
= ((ξ1

0, ξ2
0), {

(
Lx1 0
0 Lx2

)
| x ∈ X},

(
λ1
λ2

)
).

• L1L2
def
= (ξ1

0 ⊗ ξ20, {Lx1 ⊗ Lx2 | x ∈ X}, λ1 ⊗ λ2).

• L1 ◦ L2
def
=

def
= ((ξ1

0, ξ1
0M), {

(
Lx1 Lx1M
0 Lx2

)
| x ∈ X},

(
0↓

λ2

)
),

ãäåM = λ1ξ2
0, è 0↓ � âåêòîð-ñòîëáåö ñ íóëåâûìè êîìïîíåí-

òàìè, ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî ðàâíà ðàçìåðíîñòè λ1.

Ïóñòü L = (ξ0, {Lx | x ∈ X}, λ) � ËÀ íàä X, è a ∈ R. Îïðåäå-
ëèì ËÀ aL, L̃ è L+ (íàçûâàåìûå ñîîòâåòñòâåííî ïðîèçâåäåíè-
åì a íà L, èíâåðòèðîâàíèåì L è èòåðàöèåé L) ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

• aL def
= (ξ0, {Lx | x ∈ X}, aλ),

• L̃ def
= (λ̃, {(Lx)∼ | x ∈ X}, ξ̃0),

• L+ def
= (ξ0, {Lx(E + λξ0) | x ∈ X}, λ), ãäå E � åäèíè÷íàÿ

ìàòðèöà.

Òåîðåìà 46.
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1. Ïóñòü X � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, è L1, L2 � ËÀ íàä X. Òîãäà

fL1+L2 = fL1 + fL2 , (5.8)

fL1L2 = fL1fL2 , (5.9)

fL1◦L2 = fL1 ◦ fL2 . (5.10)

2. Äëÿ ëþáîãî ËÀ L

∀ a ∈ R faL = afL, (5.11)

fL̃ = (fL)∼, (5.12)

åñëè fL(ε) = 0, òî fL+ = (fL)+. (5.13)

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Ïóñòü Li (i = 1, 2) èìåþò âèä (ξ0i , {Lxi | x ∈ X}, λi).

(a) (5.8) äîêàçûâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé, ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì òîãî, ÷òî

∀u ∈ X∗ (L1 + L2)
u =

(
Lu1 0
0 Lu2

)
.

(b) (5.9) íåïîñðåäñòâåíî âûòåêàåò èç ñëåäóþùåãî óòâåð-
æäåíèÿ: åñëè ìàòðèöû A,B,C,D òàêîâû, ÷òî îïðåäå-
ëåíû ïðîèçâåäåíèÿ AC è BD, òî âåðíî ðàâåíñòâî

(A⊗B)(C ⊗D) = (AC)⊗ (BD).

(c) Äîêàæåì (5.10).

Íåòðóäíî äîêàçàòü (èíäóêöèåé ïî |u|), ÷òî ∀u ∈ X∗

(L1 ◦ L2)
u =

 Lu1
∑

u1u2=u
Lu11 MLu22 −MLu2

0 Lu2

 (5.14)
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ãäå M = λ1ξ
2
0 . Ïîýòîìó ∀u ∈ X∗

fL1◦L2(u) = (ξ01 , ξ
0
1M)(L1 ◦ L2)

u

(
0↓

λ2

)
=

= (ξ01 , ξ
0
1M)

 ( ∑
u1u2=u

Lu11 MLu22 −MLu2
)
λ2

Lu2λ2

 =

= ξ01
( ∑
u1u2=u

Lu11 MLu22 −MLu2
)
λ2 + ξ01MLu2λ2 =

= ξ01
( ∑
u1u2=u

Lu11 MLu22
)
λ2 =

∑
u1u2=u

ξ01L
u1
1 λ1ξ

2
0L

u2
2 λ2 =

=
∑

u1u2=u
fL1(u1)fL2(u2) = (fL1 ◦ fL2)(u).

2. Ïóñòü L èìååò âèä (ξ0, {Lx | x ∈ X}, λ).

(a) (5.11) äîêàçûâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé:

∀u ∈ X∗ faL(u) = ξ0Lu(aλ) = aξ0Luλ =
= afL(u) = (afL)(u).

(b) Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (5.12) ìû èñïîëüçóåì óòâåðæäå-
íèå î òîì, ÷òî åñëè A,B � ìàòðèöû, äëÿ êîòîðûõ îïðå-
äåëåíî ïðîèçâåäåíèå AB, òî (AB)∼ = B̃Ã:

∀u ∈ X∗ fL̃(u) = λ̃L̃uξ̃0 = λ̃(Lũ)∼ξ̃0 =
= (ξ0Lũλ)∼ = (fL(ũ))∼ = fL(ũ).

(c) Äîêàæåì ñîîòíîøåíèå (5.13), ò.å. ∀u ∈ X∗

fL+(u) = (fL)+(u). (5.15)

Åñëè u = ε, òî ëåâàÿ ÷àñòü (5.15) ðàâíà

fL+(ε) = ξ0λ = fL(ε) = 0.

Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü (5.15) â ñëó÷àå
u = ε òîæå ðàâíà 0.

Ïóñòü u 6= ε. Ðàññìîòðèì îáå ÷àñòè (5.15) â ýòîì ñëó-
÷àå, è äîêàæåì, ÷òî îíè ñîâïàäàþò.
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i. Ñîãëàñíî òåîðåìå 45, èç fL(ε) = 0 ñëåäóåò, ÷òî ïðà-
âàÿ ÷àñòü (5.15) ðàâíà ñóììå

∑
k≥1

f ◦kL (u), êîòîðàÿ

ðàâíà ñóììå∑
k ≥ 1, u1 . . . uk = u
∀ i ∈ {1, . . . , k} ui 6= ε

fL(u1) . . . fL(uk). (5.16)

ii. Ëåâàÿ ÷àñòü (5.15) èìååò âèä

ξ0Lx1(E + λξ0) . . . Lxk(E + λξ0)λ (5.17)

ãäå u = x1 . . . xk, ∀ i = 1, . . . , k xi ∈ X.
Ò.ê. ξ0λ = 0, òî (E + λξ0)λ = λ, ïîýòîìó ìîæíî
ïåðåïèñàòü (5.17) â âèäå

ξ0Lx1(E + λξ0) . . . Lxkλ. (5.18)

Ðàñêðîåì âñå ñêîáêè (5.18). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
êàæäîå ñëàãàåìîå â ïîëó÷èâøåéñÿ ñóììå èìååò âèä

ξ0Lu1λ . . . ξ0Lukλ (5.19)

ãäå u1 . . . uk = u è ∀ i ∈ {1, . . . , k} ui 6= ε. Ñîãëàñíî
îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè fL, (5.19) ñîâïàäàåò ñ ñîîò-
âåòñòâóþùèì ñëàãàåìûì (îïðåäåëÿåìûì òåì æå
ïðåäñòàâëåíèåì u â âèäå êîíêàòåíàöèè íåïóñòûõ
ïîäñòðîê u1 . . . uk) â ñóììå (5.16).

Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó ñëàãàåìîìó â ðàçëîæåíèè
âûðàæåíèÿ (5.18) âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò
ðàâíîå åìó ñëàãàåìîå â ñóììå (5.16). Ñëåäîâàòåëüíî,
çíà÷åíèÿ âûðàæåíèé (5.18) è (5.16) ñîâïàäàþò.

5.3 Àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà ìíîæåñò-

âà ëèíåéíî-àâòîìàòíûõ ôóíêöèé

Ïóñòü çàäàíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî X.
Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì LX ìíîæåñòâî âñåõ ËÀÔ èç RX∗ .
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Îòìåòèì, ÷òî χε ∈ LX , ò.ê. χε = fL, ãäå L � ËÀ âèäà (1.7)
ðàçìåðíîñòè 1, ó êîòîðîãî ξ0 = (1), ∀x ∈ X Lx = (0), λ = (1).

Ñîãëàñíî âûøåñêàçàííîìó è òåîðåìå 43, LX ÿâëÿåòñÿ êîëü-
öîì îòíîñèòåëüíî îïðåäåë¼ííûõ â ïóíêòå 1.2.2 îïåðàöèé ñëîæå-
íèÿ è ñâ¼ðòêè (ðàññìàòðèâàåìîé â äàííîì ñëó÷àå êàê óìíîæå-
íèå). Åäèíèöåé ýòîãî êîëüöà ÿâëÿåòñÿ ËÀÔ χε. Íèæå ìû áóäåì
îïóñêàòü ñèìâîë ñâ¼ðòêè ◦ â îáîçíà÷åíèè ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåí-
òîâ êîëüöà LX (ò.å. äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b êîëüöà LX áóäåì
îáîçíà÷àòü èõ ïðîèçâåäåíèå a ◦ b çàïèñüþ ab).

Îáîçíà÷èì çàïèñüþ LXn êîëüöî êâàäðàòíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n
íàä LX . Åäèíèöåé ýòîãî êîëüöà ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà
Eε, âñå êîìïîíåíòû äèàãîíàëè êîòîðîé ðàâíû χε.
∀M ∈ LXn è ∀u ∈ X∗ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü çàïèñüþ M(u)

ìàòðèöó íàä R, êàæäàÿ êîìïîíåíòà M(u)ij êîòîðîé ðàâíà çíà-
÷åíèþ ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè Mij íà ñòðîêå u.

Òåîðåìà 47.
Ïóñòü X � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, è ìàòðèöà A ∈ LXn òàêîâà,

÷òî ìàòðèöà A(ε) � íóëåâàÿ. Òîãäà ñóùåñòâóåò ìàòðèöà èç LXn ,
îáîçíà÷àåìàÿ çàïèñüþ

∑
k≥1

Ak, äëÿ êîòîðîé âåðíî ðàâåíñòâî

(
Eε − A

)(
Eε +

∑
k≥1

Ak
)

= Eε. (5.20)

Äîêàçàòåëüñòâî.
∀u ∈ X∗, ∀ k > |u| ìàòðèöà Ak(u) ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé, ò.ê. êàæ-

äàÿ êîìïîíåíòà ìàòðèöû Ak ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ïðîèçâåäåíèé âè-
äà ai1j1 . . . aikjk , ãäå aisjs (s = 1, . . . , k) � êîìïîíåíòû ìàòðèöû A.
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

(ai1j1 . . . aikjk)(u) =
∑

u1...uk=u

ai1j1(u1) . . . aikjk(uk). (5.21)

Êàæäîå ñëàãàåìîå â ñóììå â ïðàâîé ÷àñòè (5.21) ðàâíî 0, ò.ê.
åñëè u1 . . . uk = u è |u| < k, òî ∃ s ∈ {1, . . . , k} : us = ε, îòêóäà ïî
ïðåäïîëîæåíèþ ñëåäóåò, ÷òî aisjs(us) = aisjs(ε) = 0.

Èñêîìàÿ ìàòðèöà
∑
k≥1

Ak îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìàòðèöà èç LXn ,

çíà÷åíèå êîòîðîé íà êàæäîé ñòðîêå u ∈ X∗ ðàâíî ñóììå âñåõ
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ìàòðèö âèäà Ak(u), ãäå k ≥ 1. Èç âûøåñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî
ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ìàòðèö òàêîãî âèäà îòëè÷íî îò íóëåâîé.

Ðàâåíñòâî (5.20) äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê äîêàçûâàåòñÿ àíà-
ëîãè÷íîå åìó ðàâåíñòâî (5.6), è ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ∀u ∈ X∗(

A+ A
( ∑
k≥1

Ak
))

(u) =
(∑
k≥1

Ak
)
(u). (5.22)

Îáîñíóåì (5.22).

Ïóñòü B =
|u|∑
k=1

Ak è C =
∑
k>|u|

Ak. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

• ìàòðèöà (AC)(u) � íóëåâàÿ, ò.ê. êàæäàÿ êîìïîíåíòà ìàòðè-
öû AC ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ïðîèçâåäåíèé âèäà aijcjk, ãäå aij è
cjk � êîìïîíåíòû A è C ñîîòâåòñòâåííî, è ïîñêîëüêó

(aijcjk)(u) =
∑

u1u2=u

aij(u1)cjk(u2) (5.23)

òî èç |u2| ≤ |u| ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà C(u2) ÿâëÿåòñÿ íóëå-
âîé, â ÷àñòíîñòè cjk(u2) = 0, ïîýòîìó ïðàâàÿ (à çíà÷èò è
ëåâàÿ) ÷àñòü (5.23) ðàâíà 0,

• ∑
k≥1

Ak = B+C, ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå èç ïðåäû-

äóùåãî ïóíêòà, ëåâóþ ÷àñòü (5.22) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

(A+ A(B + C))(u) = A(u) + (AB)(u) + (AC)(u) =

= A(u) + (AB)(u) + 0 = A(u) +
|u|+1∑
k=2

Ak(u).
(5.24)

Çíà÷åíèå ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ â öåïî÷êå ðàâåíñòâ (5.24)
ñîâïàäàåò ñ ïðàâîé ÷àñòüþ (5.22).

Ïóñòü X � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëå-
äóþùèå îáîçíà÷åíèÿ.

• Ñèìâîë Ω îáîçíà÷àåò ñîâîêóïíîñòü îïåðàöèé íàRX∗ , ñîñòî-
ÿùóþ èç îïðåäåë¼ííûõ â ïóíêòå 1.2.2 îïåðàöèé ñëîæåíèÿ,
ñâ¼ðòêè, èòåðàöèè (äëÿ òåõ ôóíêöèé, êîòîðûå îòîáðàæàþò
ε â 0) è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëà èç R.
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• Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîäìíîæåñòâà F ⊆ RX∗ çàïèñü ΩF îáî-
çíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé èç RX∗ , êîòîðûå ìîãóò
áûòü ïîëó÷åíû èç ôóíêöèé èç F ïðè ïîìîùè ïðèìåíåíèÿ
îïåðàöèé èç Ω.

Òåîðåìà 48.
Ïóñòü X � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, A �

ìàòðèöà èç LXn , è B,C � âåêòîð-ñòîëáöû ðàçìåðíîñòè n íàä LX ,
èìåþùèå âèä

A =

 a11 . . . a1n
. . . . . . . . .
an1 . . . ann

 , B =

 b1
. . .
bn

 , C =

 c1
. . .
cn


ïðè÷¼ì ìàòðèöà A(ε) � íóëåâàÿ, è âåðíî ðàâåíñòâî

(Eε − A)B = C. (5.25)

Òîãäà

∀ i = 1, . . . , n bi ∈ Ω{χε, aij, ci | i, j = 1, . . . , n}. (5.26)

Äîêàçàòåëüñòâî.
Äîêàæåì òåîðåìó èíäóêöèåé ïî n.
Åñëè n = 1, òî (5.25) èìååò âèä (χε−a11)b1 = c1. Ïîñêîëüêó ïî

ïðåäïîëîæåíèþ a11(ε) = 0, òî ê a11 ìîæíî ïðèìåíèòü îïåðàöèþ
èòåðàöèè, è, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ (5.5), âåðíû ðàâåíñòâà

b1 = (χε + a+11)(χε − a11)b1 = (χε + a+11)c1

ò.å. â äàííîì ñëó÷àå (5.26) âåðíî.
Ïóñòü n > 1. Ïåðåïèøåì (5.25) â âèäå ñèñòåìû ðàâåíñòâ

(χε − a11)b1 − . . .− a1,n−1bn−1 − a1nbn = c1
. . .
−an1b1 − . . .− an,n−1bn−1 + (χε − ann)bn = cn

(5.27)

Èñïîëüçóÿ ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå âûøåèçëîæåííûì, ïî-
ëó÷àåì, ÷òî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â (5.27) ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó

bn = (χε + a+nn)(cn + an1b1 + . . .+ an,n−1bn−1). (5.28)
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Çàìåíèì â (5.27) âî âñåõ ðàâåíñòâàõ, êðîìå ïîñëåäíåãî, âûðàæå-
íèå bn íà ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (5.28). Ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê
è ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ ñîâîêóïíîñòü ýòèõ n−1 ðàâåíñòâ
áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ñèñòåìó, êîòîðàÿ â ìàòðè÷íîé çàïèñè
èìååò âèä

(Eε − A′)B′ = C ′, (5.29)

ãäå êîìïîíåíòû a′ij, b
′
i, c
′
i (i, j = 1, . . . , n−1) ìàòðèö A′, B′, C ′ èìå-

þò ñëåäóþùèé âèä:

a′ij = aij + ain(χε + a+nn)anj,
b′i = bi,
c′i = ci + ain(χε + a+nn)cn.

(5.30)

Ïîñêîëüêó ∀ f, g ∈ RX∗ âåðíî ðàâåíñòâî (fg)(ε) = f(ε)g(ε), òî
èç (5.30) è èç òîãî, ÷òî ìàòðèöà A(ε) íóëåâàÿ, ñëåäóåò, ÷òî ìàò-
ðèöà A′(ε) íóëåâàÿ. Òàêèì îáðàçîì, ê ìàòðèöàì A′, B′, C ′ ìîæíî
ïðèìåíèòü èíäóêòèâíîå ïðåäïîëîæåíèå, ñîãëàñíî êîòîðîìó áó-
äåò âåðíî óòâåðæäåíèå òåîðåìû 48, â êîòîðîì ìàòðèöû A,B,C
çàìåíåíû íà A′, B′, C ′ ñîîòâåòñòâåííî, ò.å.

∀ i = 1, . . . , n− 1 bi ∈ Ω{χε, a′ij, c′i | i, j = 1, . . . , n− 1}. (5.31)

Èç (5.30) ñëåäóåò, ÷òî

∀ i, j = 1, . . . , n− 1 a′ij, c
′
i ∈ Ω{χε, aij, ci | i, j = 1, . . . , n}. (5.32)

Èç (5.31) è (5.32) ñëåäóåò, ÷òî

∀ i = 1, . . . , n− 1 bi ∈ Ω{χε, aij, ci | i, j = 1, . . . , n}. (5.33)

Èç (5.28) è (5.33) ñëåäóåò, ÷òî

bn ∈ Ω{χε, aij, ci | i, j = 1, . . . , n}. (5.34)

Èç (5.33) è (5.34) ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû 48.

Òåîðåìà 49.
Ïóñòü X � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Òîãäà

LX = Ω{χε, χx | x ∈ X}. (5.35)
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Äîêàçàòåëüñòâî.
Êàê áûëî îòìå÷åíî â íà÷àëå ïóíêòà 5.3, χε ∈ LX . Êðîìå òîãî,

∀x ∈ X χx ∈ LX , ò.ê. χx = fL, ãäå L � ËÀ âèäà (1.7) ðàçìåðíîñòè
2, êîìïîíåíòû êîòîðîãî èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

ξ0 = (1, 0), Lx =

(
0 1
0 0

)
, Ly =

(
0 0
0 0

)
äëÿ y 6= x, λ =

(
0
1

)
.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 46, LX çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé èç Ω.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðàâàÿ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ (5.35) ñîäåðæèòñÿ â
ëåâîé åãî ÷àñòè.

Äîêàæåì, ÷òî âåðíî è îáðàòíîå âêëþ÷åíèå.
Ïóñòü f = fL, ãäå L � ËÀ âèäà (ξ0, {Lx | x ∈ X}, λ).
∀u ∈ X∗ îáîçíà÷èì çàïèñüþ Lu ìàòðèöó èç LXn (ãäå n � ðàç-

ìåðíîñòü ËÀ L), èìåþùóþ âèä Luχu (ò.å. êàæäàÿ êîìïîíåíòà Lu
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé êîìïîíåíòû
ìàòðèöû Lu è ËÀÔ χu).

Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì A ìàòðèöó
∑
x∈X

Lx. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

∀ k ≥ 1 Ak =
∑

x1,...,xk∈X
Lx1 . . . Lxk =

∑
u∈Xk

Lu. (5.36)

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â (5.36) âåðíî ïîòîìó, ÷òî

∀x1, . . . , xk ∈ X Lx1 . . . Lxk = Lx1...xk . (5.37)

(5.37) ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà χx1 . . . χxk = χx1...xk .
Ïîñêîëüêó ìàòðèöà A(ε) � íóëåâàÿ, òî, ñîãëàñíî òåîðåìå (47),

ñóùåñòâóåò ìàòðèöà
∑
k≥1

Ak, äëÿ êîòîðîé âåðíî ðàâåíñòâî (5.20).

Êîìïîíåíòû ìàòðèöû A ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñóììû ËÀÔ
âèäà aχx, ãäå a ∈ R è x ∈ X. Ñëåäîâàòåëüíî, èñïîëüçóÿ ðà-
âåíñòâî (5.20) è òåîðåìó 48, ïðèìåíÿåìóþ ê ñòîëáöàì ìàòðèöû

Eε +
( ∑
k≥1

Ak
)
, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî êîìïîíåíòû ýòîé ìàòðèöû

ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó Ω{χε, χx | x ∈ X}.
Èç (5.36) ñëåäóåò, ÷òî

∀u ∈ X∗
(
Eε +

(∑
k≥1

Ak
))

(u) = Lu. (5.38)
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Íàïîìíèì, ÷òî ∀u ∈ X∗

fL(u) = ξ0Luλ. (5.39)

Îáîçíà÷èì êîìïîíåíòû âåêòîðîâ ξ0, λ è ìàòðèö Lu, Eε+
( ∑
k≥1

Ak
)

çàïèñÿìè ξ0i , λj, L
u
ij è aij ñîîòâåòñòâåííî (ãäå i, j = 1, . . . , n). Â

ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ðàâåíñòâî (5.39) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

fL(u) =
n∑
i=1

n∑
j=1

ξ0i L
u
ijλj (5.40)

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ f êàê ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ôóíêöèé
aij âèäà

f
def
=

n∑
i=1

n∑
j=1

ξ0i λjaij. (5.41)

Äîêàæåì, ÷òî f ñîâïàäàåò ñ fL. Ïî îïðåäåëåíèþ f , ∀u ∈ X∗

f(u) =
n∑
i=1

n∑
j=1

ξ0i λjaij(u). (5.42)

Èç (5.38) ñëåäóåò, ÷òî ∀ i, j = 1, . . . , n aij(u) = Luij, ïîýòîìó ìîæ-
íî ïåðåïèñàòü (5.42) â âèäå

f(u) =
n∑
i=1

n∑
j=1

ξ0i λjL
u
ij. (5.43)

Ïîñêîëüêó ïðàâàÿ ÷àñòü (5.43) ñîâïàäàåò ñ ïðàâîé ÷àñòüþ (5.40),
òî, ñëåäîâàòåëüíî, è ëåâûå ÷àñòè ýòèõ ðàâåíñòâ ñîâïàäàþò, ò.å.
âåðíî ðàâåíñòâî f(u) = fL(u), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, âñå ôóíêöèè aij ïðèíàäëåæàò ìíî-
æåñòâó Ω{χε, χx | x ∈ X}, ïîýòîìó, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ (5.41),
ôóíêöèÿ f (ò.å. fL) òîæå ïðèíàäëåæèò ýòîìó ìíîæåñòâó.

5.4 Ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà, ñâÿçàííûå

ñ ëèíåéíî-àâòîìàòíûìè ôóíêöèÿìè

Ïóñòü X � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, è f ∈ RX∗ .
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Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: ∀u ∈ X∗ fu
îáîçíà÷àåò ôóíêöèþ èç RX∗ , îïðåäåëÿåìóþ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

∀u1 ∈ X∗ fu(u1)
def
= f(uu1),

è Ef îáîçíà÷àåò ïîäïðîñòðàíñòâî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà RX∗ ,
ïîðîæä¼ííîå ìíîæåñòâîì {fu | u ∈ X∗}.

Òåîðåìà 50.
Ïóñòü X � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, f ∈ RX∗ , è n � íàòóðàëüíîå

÷èñëî. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. ñóùåñòâóåò ËÀ L ðàçìåðíîñòè íå áîëüøå n íàä X, òàêîé,
÷òî fL = f ,

2. dimEf ≤ n.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Äîêàæåì, ÷òî èç óñëîâèÿ 1 ñëåäóåò óñëîâèå 2.
Ïóñòü ËÀ L = (ξ0, {Lx | x ∈ X}, λ) èìååò ðàçìåðíîñòü k ≤ n

è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ fL = f , ò.å.

∀u ∈ X∗ f(u) = ξ0Luλ,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ∀u ∈ X∗ ôóíêöèÿ fu óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

∀u1 ∈ X∗ fu(u1) = f(uu1) = ξ0Luu1λ = (ξ0Lu)Lu1λ.

∀ i = 1, . . . , k îáîçíà÷èì

• çàïèñüþ ei âåêòîð�ñòðîêó èç Rk, i�ÿ êîìïîíåíòà êîòîðîé
ðàâíà 1, à âñå îñòàëüíûå êîìïîíåíòû ðàâíû 0, è

• çàïèñüþ fi � ôóíêöèþ èç RX∗ , îïðåäåëÿåìóþ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

∀u ∈ X∗ fi(u) = eiL
uλ.

Ïîñêîëüêó {e1, . . . , ek} � áàçèñ â Rk, òî ñóùåñòâóþò ÷èñëà

a1, . . . , ak ∈ R, òàêèå, ÷òî ξ0Lu =
k∑
i=1

aiei. Ñëåäîâàòåëüíî,

∀u1 ∈ X∗ fu(u1) =
k∑
i=1

aieiL
u1λ =

k∑
i=1

aifi(u1),
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ò.å. fu =
k∑
i=1

aifi.

Òàêèì îáðàçîì, ∀u ∈ X∗ ôóíêöèÿ fu ïðèíàäëåæèò ëèíåéíî-
ìó ïîäïðîñòðàíñòâó â RX∗ , ïîðîæä¼ííîìó ôóíêöèÿìè f1, . . . , fk.
Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò óñëîâèå 2.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî èç óñëîâèÿ 2 ñëåäóåò óñëîâèå 1.
Îïðåäåëèì êîìïîíåíòû ξ0, Lx (x ∈ X), λ èñêîìîãî ËÀ L ñëå-

äóþùèì îáðàçîì. Âûáåðåì áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå Ef , èìåþùèé
âèä {fu1 , . . . , fuk}, ãäå u1, . . . , uk ∈ X∗.

• Ò.ê. f = fε ∈ Ef , òî ∃ ξ01 , . . . , ξ0k ∈ R : f =
k∑
i=1

ξ0i fui .

Îïðåäåëèì ξ0
def
= (ξ01 , . . . , ξ

0
k).

• ∀x ∈ X Lx
def
=

 a11 . . . a1k
. . . . . . . . .
ak1 . . . akk

, ãäå ∀ i = 1, . . . , k ÷èñëà

ai1, . . ., aik ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè ðàçëîæåíèÿ ôóíê-

öèè fuix ïî áàçèñó {fu1 , . . . , fuk}: fuix =
k∑
j=1

aijfuj .

• λ def
=

 fu1(ε)
. . .
fuk(ε)

 .
Äîêàæåì (èíäóêöèåé ïî |u|), ÷òî ∀u, v ∈ X∗ âåðíî ðàâåíñòâî

Lu

 fu1(v)
. . .
fuk(v)

 =

 fu1(uv)
. . .
fuk(uv)

 . (5.44)

• Åñëè u = ε, òî (5.44) âåðíî ïî îïðåäåëåíèþ λ.

• Ïóñòü (5.44) âåðíî äëÿ íåêîòîðîãî u è ïðîèçâîëüíîãî v.
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Òîãäà ∀x ∈ X

Lux

 fu1(v)
. . .
fuk(v)

 = LuLx

 fu1(v)
. . .
fuk(v)

 = Lu


k∑
j=1

a1jfuj(v)

. . .
k∑
j=1

akjfuj(v)

 =

= Lu

 fu1x(v)
. . .
fukx(v)

 = Lu

 fu1(xv)
. . .
fuk(xv)

 =

 fu1(uxv)
. . .
fuk(uxv)

 .
Òàêèì îáðàçîì, (5.44) âåðíî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ u, v ∈ X∗.

Èñïîëüçóÿ (5.44), äîêàæåì, ÷òî fL = f .

∀u ∈ X∗ fL(u) = ξ0Luλ = ξ0Lu

 fu1(ε)
. . .
fuk(ε)

 =

= ξ0

 fu1(u)
. . .
fuk(u)

 =
k∑
i=1

ξ0i fui(u) = f(u).

Èç òåîðåìû 50 ñëåäóåò, ÷òî åñëè äëÿ ôóíêöèè f ∈ RX∗ ñó-
ùåñòâóåò ËÀ L íàä X, òàêîé, ÷òî fL = f , òî dimEf ÿâëÿåòñÿ
íàèìåíüøåé âîçìîæíîé ðàçìåðíîñòüþ òàêîãî ËÀ.

Ïóñòü X � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü çà-
ïèñüþ R〈X〉 êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ ñ êîýôôèöèåíòàìè èç R îò
íåêîììóòèðóþùèõ ïåðåìåííûõ èç ìíîæåñòâà X. Êàæäûé ýëå-
ìåíò p ∈ R〈X〉 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôîðìàëüíóþ ñóììó

âèäà
n∑
i=1

aiui, ãäå ∀ i = 1, . . . , n ai ∈ R, ui ∈ X∗.

Äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ RX∗ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü òåì æå
ñèìâîëîì f ëèíåéíîå ïðîäîëæåíèå ýòîé ôóíêöèè íà R〈X〉, ò.å.
ôóíêöèþ âèäà R〈X〉 → R îïðåäåëÿåìóþ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∀ p ∈ R〈X〉, åñëè p =
n∑
i=1

aiui, òî f(p)
def
=

n∑
i=1

aif(ui).

∀ f ∈ RX∗ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü çàïèñüþ ∼f îòíîøåíèå ýêâè-
âàëåíòíîñòè íà R〈X〉, îïðåäåëÿåìîå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∀ p1, p2 ∈ R〈X〉 p1 ∼f p2 ⇔ ∀u ∈ X∗ f(p1u) = f(p2u).
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Äëÿ êàæäîãî p ∈ R〈X〉 ìû áóäåì îáîçíà÷àòü çàïèñüþ [p]
êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ∼f , ñîäåðæàùèé p. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
∼f ñîõðàíÿåò îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëà èç R,
ïîýòîìó îïðåäåëåíî ôàêòîðïðîñòðàíñòâî R〈X〉/∼f .

Òåîðåìà 51.
Ïóñòü X � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, f ∈ RX∗ . Òîãäà

dimEf = dim
(
R〈X〉/∼f

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Äîêàæåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n âåðíî ñî-

îòíîøåíèå

dimEf ≤ n ⇔ dimR〈X〉/∼f ≤ n. (5.45)

Ëåâàÿ ÷àñòü (5.45) ðàâíîñèëüíà óñëîâèþ

∃u1, . . . , un ∈ X∗ : ∀u ∈ X∗ ∃ a1, . . . , an ∈ R :

∀ v ∈ X∗ f(uv) =
n∑
i=1

aif(uiv).
(5.46)

Ïðàâàÿ ÷àñòü (5.45) ðàâíîñèëüíà óñëîâèþ

∃ p1, . . . , pn ∈ R〈X〉 : ∀ p ∈ R〈X〉 ∃ a1, . . . , an ∈ R :

[p] =
n∑
i=1

ai[pi].
(5.47)

Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî (5.47) ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ

∃u1, . . . , un ∈ X∗ : ∀u ∈ X∗ ∃ a1, . . . , an ∈ R :

[u] =
n∑
i=1

ai[ui] = [
n∑
i=1

aiui].
(5.48)

Ðàâåíñòâî [u] = [
n∑
i=1

aiui] ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ u ∼f
n∑
i=1

aiui, ò.å.

ñîîòíîøåíèþ

∀ v ∈ X∗ f(uv) = f(
( n∑
i=1

aiui
)
v) =

n∑
i=1

aif(uiv).

Èñïîëüçóÿ ïîñëåäíåå çàìå÷àíèå, çàêëþ÷àåì, ÷òî óñëîâèÿ (5.46)
è (5.48) ýêâèâàëåíòíû, îòêóäà ñëåäóåò äîêàçûâàåìîå ñîîòíîøå-
íèå (5.45).
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Ïóñòü X � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, è f ∈ RX∗ .
Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ.

• ∀u ∈ X∗ çàïèñü f̂u îáîçíà÷àåò ôóíêöèþ èç RX∗×X∗ , ò.å.

f̂u : X∗ ×X∗ → R,

îïðåäåëÿåìóþ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∀ v1, v2 ∈ X∗ f̂u(v1, v2)
def
= f(v1uv2).

• Çàïèñü Ef̂ îáîçíà÷àåò ïîäïðîñòðàíñòâî ëèíåéíîãî ïðîñòðàí-

ñòâà RX∗×X∗ , ïîðîæä¼ííîå ìíîæåñòâîì {f̂u | u ∈ X∗}.

• Çàïèñü If îáîçíà÷àåò èäåàë êîëüöà R〈X〉, îïðåäåëÿåìûé
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

If
def
= {p ∈ R〈X〉 | ∀ p1, p2 ∈ R〈X〉 f(p1pp2) = 0}

Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî If äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ èäåà-
ëîì, è, ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëåíî ôàêòîð-êîëüöîR〈X〉/If ,
êîòîðîå òàêæå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä R.
∀ p ∈ R〈X〉 ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíò
ôàêòîð-êîëüöà R〈X〉/If çàïèñüþ [p].

Òåîðåìà 52.
Ïóñòü X � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, f ∈ RX∗ . Òîãäà

dimEf̂ = dimR〈X〉/If .

Äîêàçàòåëüñòâî.
Äîêàæåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n âåðíî ñî-

îòíîøåíèå
dimEf̂ ≤ n ⇔ dimR〈X〉/If ≤ n. (5.49)

Ëåâàÿ ÷àñòü (5.49) ðàâíîñèëüíà óñëîâèþ

∃u1, . . . , un ∈ X∗ : ∀u ∈ X∗ ∃ a1, . . . , an ∈ R :

∀ v1, v2 ∈ X∗ f(v1uv2) =
n∑
i=1

aif(v1uiv2).
(5.50)
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Ïðàâàÿ ÷àñòü (5.49) ðàâíîñèëüíà óñëîâèþ

∃ p1, . . . , pn ∈ R〈X〉 : ∀ p ∈ R〈X〉 ∃ a1, . . . , an ∈ R :

[p] =
n∑
i=1

ai[pi].
(5.51)

Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî (5.51) ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ

∃u1, . . . , un ∈ X∗ : ∀u ∈ X∗ ∃ a1, . . . , an ∈ R :

[u] =
n∑
i=1

ai[ui] = [
n∑
i=1

aiui].
(5.52)

Ðàâåíñòâî [u] = [
n∑
i=1

aiui] ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ u −
n∑
i=1

aiui ∈ If ,

ò.å. ñîîòíîøåíèþ

∀ v1, v2 ∈ X∗ f(v1(u−
n∑
i=1

aiui)v2) = 0

êîòîðîå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

∀ v1, v2 ∈ X∗ f(v1uv2) =
n∑
i=1

aif(v1uiv2).

Èñïîëüçóÿ ïîñëåäíåå çàìå÷àíèå, çàêëþ÷àåì, ÷òî óñëîâèÿ (5.50)
è (5.52) ýêâèâàëåíòíû, îòêóäà ñëåäóåò äîêàçûâàåìîå ñîîòíîøå-
íèå (5.49).

Òåîðåìà 53.
Ïóñòü X � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, f ∈ RX∗ . Òîãäà äëÿ êàæäîãî

íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n âåðíû èìïëèêàöèè

dimEf̂ ≤ n ⇒ dimEf ≤ n, (5.53)

dimEf ≤ n ⇒ dimEf̂ ≤ n2. (5.54)

Äîêàçàòåëüñòâî.
Äîêàæåì èìïëèêàöèþ (5.53).
Êàê áûëî îòìå÷åíî â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 52, ëåâàÿ ÷àñòü

(5.53) ðàâíîñèëüíà óñëîâèþ (5.50), èç êîòîðîãî (ïîëàãàÿ v1
def
= ε)

ïîëó÷àåì óñëîâèå (5.46), êîòîðîå, êàê áûëî îòìå÷åíî â äîêàçà-
òåëüñòâå òåîðåìû 51, ðàâíîñèëüíî ïðàâîé ÷àñòè (5.53).
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Òåïåðü äîêàæåì èìïëèêàöèþ (5.54).
Ñîãëàñíî òåîðåìå 50, èç ëåâîé ÷àñòè (5.54) ñëåäóåò, ÷òî ñóùå-

ñòâóåò ËÀ L ðàçìåðíîñòè k ≤ n íàä X, òàêîé, ÷òî fL = f .
Ïóñòü L èìååò âèä (ξ0, {Lx | x ∈ X}, λ), è u � ïðîèçâîëüíàÿ

ñòðîêà èç X∗, òîãäà

∀ v1, v2 ∈ X∗
f̂u(v1, v2) = f(v1uv2) = ξ0Lv1uv2λ = ξ0Lv1LuLv2λ.

(5.55)

Îáîçíà÷èì çàïèñüþ Eij (ãäå i, j = 1, . . . , k) êâàäðàòíóþ ìàò-
ðèöó ïîðÿäêà k, â êîòîðîé êîìïîíåíòà â ñòðîêå i ñòîëáöå j ðàâíà
1, à âñå îñòàëüíûå êîìïîíåíòû ðàâíû 0. Èñïîëüçóÿ ýòè îáîçíà-
÷åíèÿ, ìîæíî ïðåäñòàâèòü ìàòðèöó Lu â âèäå ñóììû

Lu =
∑

i,j=1,...,k

aijEij, (5.56)

ãäå aij � êîìïîíåíòà ìàòðèöû Lu â ñòðîêå i ñòîëáöå j.
Èç (5.55) è (5.56) ñëåäóåò, ÷òî

∀ v1, v2 ∈ X∗ f̂u(v1, v2) =
∑

i,j=1,...,k

aijξ
0Lv1EijL

v2λ. (5.57)

Îáîçíà÷èì çàïèñüþ fij (ãäå i, j = 1, . . . , k) ôóíêöèþ èçRX∗×X∗ ,
îïðåäåëÿåìóþ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∀ v1, v2 ∈ X∗ fij(v1, v2) = ξ0Lv1EijL
v2λ. (5.58)

Èç (5.57) è (5.58) ñëåäóåò, ÷òî

∀ v1, v2 ∈ X∗ f̂u(v1, v2) =
∑

i,j=1,...,k

aijfij(v1, v2). (5.59)

Èç (5.59) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ f̂u ïðèíàäëåæèò ïîäïðîñòðàí-
ñòâó ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà RX∗×X∗ , ïîðîæä¼ííîìó ôóíêöèÿ-
ìè fij (ãäå i, j = 1, . . . , k). Ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî îäèíàêîâî äëÿ
âñåõ u ∈ X∗. Ïîñêîëüêó ðàçìåðíîñòü ýòîãî ïîäïðîñòðàíñòâà íå
ïðåâîñõîäèò k2, è k ≤ n, òî, ñëåäîâàòåëüíî, âåðíà ïðàâàÿ ÷àñòü
èìïëèêàöèè (5.54).

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ∀ f ∈ RX∗ dimEf̂ = (dimEf )
2.
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5.5 Ñ÷åòíîìåðíûå ëèíåéíûå àâòîìàòû

è èõ ÿçûêè

5.5.1 Âñïîìîãàòåëüíûå ïîíÿòèÿ

Â ýòîì ïóíêòå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ.

• ÑèìâîëN îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë (1, 2, . . .).

• ÇàïèñüRN îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äåé-
ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ∀ f ∈ RN, ∀ i ∈ N i�é ÷ëåí ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè f îáîçíà÷àåòñÿ çàïèñüþ fi.

• Ñèìâîë Ξ îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
ξ ∈ RN, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

∑
i≥1
|ξi| <∞.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýëåìåíòû Ξ êàê ñ÷åòíîìåðíûå
âåêòîð-ñòðîêè.

• Ñèìâîë Λ îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
λ ∈ RN, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ sup

i≥1
|λi| <∞.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýëåìåíòû Λ êàê ñ÷åòíîìåðíûå
âåêòîð-ñòîëáöû.

• Ñèìâîë H îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ áåñêîíå÷íûõ ìàòðèö
H, êîìïîíåíòû êîòîðûõ èíäåêñèðîâàíû ïàðàìè íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë, è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ sup

i≥1

∑
j≥1
|Hij| <∞.

∀H,H ′ ∈ H çàïèñü HH ′ îáîçíà÷àåò ìàòðèöó èç H, êîìïî-
íåíòû êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∀ i, j ∈ N (HH ′)ij =
∑
k≥1

HikHkj.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

� îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèö èç H àññîöèàòèâíà, è
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� íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì îòíîñèòåëüíî ýòîé îïåðàöèè
ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà E, îïðåäåëÿåìàÿ ñëåäóþùèì îáðà-

çîì: ∀ i, j ∈ N Eij
def
= 1, åñëè i = j, è 0, èíà÷å.

• ∀ ξ ∈ Ξ, ∀H ∈ H çàïèñü ξH îáîçíà÷àåò âåêòîð-ñòðîêó èç Ξ,
êîìïîíåíòû êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∀ i ∈ N (ξH)i =
∑
k≥1

ξkHki.

• ∀λ ∈ Λ, ∀H ∈ H çàïèñü Hλ îáîçíà÷àåò âåêòîð-ñòîëáåö
èç Λ, êîìïîíåíòû êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

∀ i ∈ N (Hλ)i =
∑
k≥1

Hikλk.

5.5.2 Ïîíÿòèå ñ÷åòíîìåðíîãî ëèíåéíîãî àâòî-

ìàòà è ñâÿçàííûå ñ íèì ïîíÿòèÿ

Ïóñòü çàäàíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî X.
Ñ÷åòíîìåðíûì ëèíåéíûì àâòîìàòîì (ÑËÀ) ìû áóäåì

íàçûâàòü òðîéêó L âèäà

L = (ξ0, {Lx | x ∈ X}, λ) (5.60)

ãäå ξ0 ∈ Ξ, ∀x ∈ X Lx ∈ H, λ ∈ Λ.
Òàê æå, êàê è äëÿ îáû÷íûõ ËÀ, äëÿ êàæäîãî ÑËÀ L ìîæíî

îïðåäåëèòü ïîíÿòèå ðåàêöèè fL ∈ RX∗ è ÿçûêà La ⊆ X∗, ïðåä-
ñòàâèìîãî ÑËÀ ñ çàäàííîé òî÷êîé ñå÷åíèÿ a ∈ R:

• ∀u ∈ X∗ fL(u)
def
= ξ0Luλ, ãäå

Lu
def
=

{
E, åñëè u = ε,
Lx1 . . . Lxn , åñëè u = x1 . . . xn, ãäå x1, . . . , xn ∈ X,

• ÿçûê La îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (4.20).

Ïóñòü L = (ξ0, {Lx | x ∈ X}, λ) � ÑËÀ.
Áàçèñíûå ìàòðèöû ÑËÀ L � ýòî áåñêîíå÷íûå ìàòðèöûML

è NL, îáëàäàþùèå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
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• ñòðîêè ìàòðèöûML îáðàçóþò áàçèñ ëèíåéíîãî ïîäïðîñòðàí-
ñòâà ïðîñòðàíñòâà Ξ, ïîðîæäåííîãî ñòðîêàìè âèäà ξ0Lu,
ãäå u ∈ X∗,

• ñòîëáöû ìàòðèöû NL îáðàçóþò áàçèñ ëèíåéíîãî ïîäïðî-
ñòðàíñòâà ïðîñòðàíñòâà Λ, ïîðîæäåííîãî ñòîëáöàìè âèäà
Luλ, ãäå u ∈ X∗.

Áàçèñíûå ìàòðèöû ML è NL îïðåäåëÿþò êîíãðóýíöèè íà ëè-
íåéíûõ ïðîñòðàíñòâàõ Ξ è Λ ñîîòâåòñòâåííî, îáîçíà÷àåìûå ñèì-
âîëîì ∼L è îïðåäåëÿåìûå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∀ ξ, ξ′ ∈ Ξ ξ ∼L ξ′ ⇔ ξNL = ξ′NL,
∀λ, λ′ ∈ Λ λ ∼L λ′ ⇔ MLλ = MLλ

′.

Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìàòðèöà ML (NL) èìååò êîíå÷-
íîå ÷èñëî ñòðîê (ñòîëáöîâ), òî êîíãðóýíöèÿ ∼L íà Ξ (Λ) èìååò
êîíå÷íûé èíäåêñ.

5.5.3 Ñâîéñòâà ñ÷åòíîìåðíûõ ëèíåéíûõ àâòî-

ìàòîâ

Òåîðåìà 54.
Ïóñòü L � ÑËÀ âèäà (5.60), a ∈ R, è E = Ξ èëè Λ.
Òîãäà La � Âß⇔ ∃ ëèíåéíàÿ êîíãðóýíöèÿ ∼ êîíå÷íîãî ðàíãà

íà E, îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

•

∀x ∈ X ∃Lx∼ :

E -Lx E

? ?
E∼ -Lx∼ E∼

(5.61)

ãäå E∼ � ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî, è E → E∼ � êàíîíè÷åñêàÿ
ïðîåêöèÿ,

• ∃ ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå λ∼ : E∼ → R, ∃ ξ0∼ ∈ E∼, ∃ b ∈ R:

u ∈ La ⇔ λ∼(ξ0∼A
u
∼) > b. (5.62)

Äîêàçàòåëüñòâî.
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Îáîñíóåì ëèøü èìïëèêàöèþ �⇒�.
Ïóñòü ∃ ÂÀ B, ∃ b ∈ R : La = Bb.
Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì π ýïèìîðôèçì E → R|SB |.
Èñêîìàÿ êîíãðóýíöèÿ ∼ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• åñëè E = Ξ, òî ξ′ ∼ ξ′′ ⇔ π(ξ′)Bu = π(ξ′′)Bu,

• åñëè E = Λ, òî λ′ ∼ λ′′ ⇔ Buπ(λ′) = Buπ(λ′′).

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî ÑËÀ L

• êîíãðóýíöèÿ ∼L (îïðåäåë¼ííàÿ â êîíöå ïóíêòà 5.5.2) îáëà-
äàåò ñâîéñòâîì (5.61), è

• åñëè êîíãðóýíöèÿ ∼L èìååò êîíå÷íûé èíäåêñ, òî äëÿ ÿçûêà
(fL)0 âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 54.

(íàïîìíèì, ÷òî ∀ f ∈ RX∗ f0
def
= {u ∈ X∗ | f(u) > 0})

Ïóñòü G � íåêîòîðàÿ ïîëóãðóïïà. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü
ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ.

• ÇàïèñüRG îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî ôóíêöèé âèäà f : G→ R.

RG ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì, â êîòîðîì îïåðàöèè
ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà îïðåäåëÿ-
þòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì.

• ∀ f ∈ RG, ∀u ∈ G çàïèñü fu îáîçíà÷àåò ôóíêöèþ èç RG,
êîòîðàÿ ñîïîñòàâëÿåò êàæäîìó u′ ∈ G ÷èñëî f(uu′).

• ∀ f ∈ RG çàïèñü Tf îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî {fu | u ∈ G}.

• ∀ f ∈ RG çàïèñü 〈Tf〉 îáîçíà÷àåò ïîäïðîñòðàíñòâî ëèíåéíî-
ãî ïðîñòðàíñòâà RG, ïîðîæäåííîå ôóíêöèÿìè èç Tf .

Òåîðåìà 55.
Ïóñòü G � ïîëóãðóïïà, f ∈ RG, è |Im(f)| <∞. Òîãäà

dim 〈Tf〉 <∞ ⇔ |Tf | <∞.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Èìïëèêàöèÿ �⇐� ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíîé.
Äîêàæåì èìïëèêàöèþ �⇒�.
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〈Tf〉 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íîðìèðîâàííîå êîíå÷íîìåðíîå
ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, ãäå ||f || = max

u∈G
|f(u)|.

Tf � îãðàíè÷åííîå ïîäìíîæåñòâî 〈Tf〉, ïîýòîìó Tf � êîìïàêò.
Èç |Im(f)| <∞ ñëåäóåò, ÷òî ∃ c > 0:

∀ fu1 6= fu2 ∈ Tf ||fu1 − fu2|| ≥ c (5.63)

Èç êîìïàêòíîñòè Tf ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî îòêðûòûõ øàðîâ ñ
öåíòðàìè â òî÷êàõ èç Tf ðàäèóñà

c
2
ñîäåðæèò êîíå÷íîå ïîäìíî-

æåñòâî, ïîêðûâàþùåå Tf . Ñîãëàñíî (5.63), îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
|Tf | <∞.

Òåîðåìà 56.
Ïóñòü L � ÑËÀ âèäà (5.60), a ∈ R, è E = Ξ èëè Λ.
Òîãäà ÿçûê La ðåãóëÿðåí ⇔ ∃ ëèíåéíàÿ êîíãðóýíöèÿ ∼ êî-

íå÷íîãî ðàíãà íà E, òàêàÿ, ÷òî

• ∼ îáëàäàåò ñâîéñòâàìè, èçëîæåííûìè â òåîðåìå 54,

• |{λ∼(ξ0∼A
u
∼) | u ∈ X∗}| <∞.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Èìïëèêàöèÿ �⇒� ñëåäóåò èç òåîðåìû 54, â äàííîì ñëó÷àå B

� ÊÄÀ, è
∀u ∈ X∗ λ∼(ξ0∼A

u
∼) ∈ {0, 1}.

Äîêàæåì èìïëèêàöèþ �⇐�.
Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì f ôóíêöèþ èç RX∗ , êîòîðàÿ ñîïîñòàâ-

ëÿåò êàæäîìó u ∈ X∗ ÷èñëî λ∼(ξ0∼A
u
∼). Ïîñêîëüêó f � ËÀÔ, òî

dim〈Lf〉 <∞, ïîýòîìó ïî òåîðåìå 55 |Lf | <∞.
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ÿçûê La ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ñòðîê,

êîòîðûå ïðèíèìàþòñÿ êîíå÷íûì äåòåðìèíèðîâàííûì àâòîìàòîì
A = (X,S, s0, δ, F ), ãäå

• S def
= {fu | u ∈ X∗},

• s0 def
= fε = f ,

• δ : S ×X → S, δ(fu, x)
def
= fux,

• F def
= {fu | f(u) > a}.
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Òåîðåìà 57.
Ïóñòü f ∈ RX∗ , |Im(f)| <∞.
Òîãäà f � ËÀÔ ⇔ |{fu | u ∈ X∗}| <∞.

Òåîðåìà 58.
Ïóñòü S ⊆ X∗. Òîãäà χS (õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïîä-

ìíîæåñòâà S) � ËÀÔ ⇔ S ðåãóëÿðåí.

Òåîðåìà 59.
Ïóñòü f ∈ RX∗ , |Im(f)| <∞.
Òîãäà f � ËÀÔ ⇔ ∀ a ∈ R {u ∈ X∗ | f(u) = a} ðåãóëÿðåí.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Èìïëèêàöèÿ �⇒� ñëåäóåò èç òåîðåìû 56.
Äîêàæåì èìïëèêàöèþ �⇐�.
Ïóñòü Im(f) = {a1, . . . , am}, è ∀ i = 1, . . . ,m ñóùåñòâóåò ÄÀ

Ai, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ÿçûê {u ∈ X∗ | f(u) = ai}. Ïðåäñòàâèì
ýòîò ÄÀ â âèäå ËÀ (ξ0i , {Bx

i | x ∈ X}, λi), ò.å.

• ξ0i ñîäåðæèò åäèíèöó â ïîçèöèè, ñîîòâåòñòâóþùåé íà÷àëü-
íîìó ñîñòîÿíèþ Ai, îñòàëüíûå êîìïîíåíòû ξ0i ðàâíû 0,

• (Bx
i )s,s′ = 1, åñëè s′ = δi(s, x), è 0 � èíà÷å,

• êîìïîíåíòû λi, ñîîòâåòñòâóþùèå òåðìèíàëüíûì ñîñòîÿíè-
ÿì Ai, ðàâíû 1, îñòàëüíûå êîìïîíåíòû λi ðàâíû 0.

Òîãäà f(u) = (ξ01 . . . ξ
0
m)

 Bu
1

. . .
Bu
m


 a1λ1
. . .
amλm

 .

5.6 Äîñòèæèìîñòü è ðàçëè÷èìîñòü â ëè-

íåéíûõ àâòîìàòàõ

5.6.1 Äîñòèæèìîñòü

Ïóñòü çàäàí ËÀ L = (ξ0, {Lx | x ∈ X}, λ), è n = dimL.
Âåêòîð ξ ∈ Rn íàçûâàåòñÿ äîñòèæèìûì â L, åñëè

∃u ∈ X∗ : ξ = ξ0Lu.
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Ñòåïåíüþ äîñòèæèìîñòè ËÀ L íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

δ(L)
def
= min k : 〈ξ0Lu | u ∈ X∗〉 = 〈ξ0Lu | u ∈ X≤k〉,

ãäå ∀V ⊆ Rn çàïèñü 〈V 〉 îáîçíà÷àåò ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåí-
íîå âåêòîðàìè èç ìíîæåñòâà V .

Îáîçíà÷èì çàïèñüþ ML áåñêîíå÷íóþ ìàòðèöó, ñòðîêàìè êî-
òîðîé ÿâëÿþòñÿ âåêòîðà âèäà ξ0Lu (u ∈ X∗), è çàïèñüþ r(ML) �
ðàíã ýòîé ìàòðèöû. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî r(ML) ≤ n.

Òåîðåìà 60.
Åñëè L � ËÀ êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè, òî δ(L) ≤ r(ML)− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Öåïî÷êà ïîäïðîñòðàíñòâ

V0 ⊆ V1 ⊆ V2 ⊆ . . . ⊆ Rn,

ãäå V0
def
= 〈ξ0〉 è ∀ k ≥ 0 Vk+1

def
= Vk + 〈{ξLx | ξ ∈ Vk, x ∈ X}〉, íå

ìîæåò íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàòü. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

∀ k ≥ 0 Vk = 〈{ξ0Lu | u ∈ X≤k}〉,

è ìèíèìàëüíîå k, òàêîå, ÷òî Vk = Vk+1, ñîâïàäàåò ñ δ(L), è óäî-
âëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

k + 1 ≤ dimVk = r(ML),

îòêóäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

5.6.2 Ðàçëè÷èìîñòü

Ïóñòü çàäàí ËÀ L = (ξ0, {Lx | x ∈ X}, λ), è n = dimL.
Âåêòîðû ξ1, ξ2 ∈ Rn íàçûâàþòñÿ ðàçëè÷èìûìè â L, åñëè

∃u ∈ X∗ : ξ1L
uλ 6= ξ2L

uλ. (5.64)

Íèæå çàïèñü ξ1 6∼L ξ2 îáîçíà÷àåò ñîîòíîøåíèå (5.64).
Ñòåïåíüþ ðàçëè÷èìîñòè ËÀ L íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

ρ(L)
def
= min k : ξ1 6∼L ξ2 ⇒ ∃u ∈ X≤k : ξ1L

uλ 6= ξ2L
uλ.
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Èç îïðåäåëåíèÿ ρ(L) ñëåäóåò, ÷òî

〈Luλ | u ∈ X∗〉 = 〈Luλ | u ∈ X≤ρ(L)〉.

Îáîçíà÷èì çàïèñüþ NL áåñêîíå÷íóþ ìàòðèöó, ñòîëáöàìè êî-
òîðîé ÿâëÿþòñÿ âåêòîðà âèäà Luλ (u ∈ X∗), è çàïèñüþ r(NL) �
ðàíã ýòîé ìàòðèöû. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî r(NL) ≤ n.

Òåîðåìà 61.
Åñëè L � ËÀ êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè, òî ρ(L) ≤ r(NL)− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî òåîðåìå 60: îïðåäåëÿåòñÿ

öåïî÷êà âëîæåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ {Vk | k ≥ 0}, ãäå

∀ i ≥ 0 Vk = 〈{Luλ | u ∈ X≤k}〉,

è íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî òîò íîìåð k, íà êîòîðîì ýòà öåïî÷êà
ñòàáèëèçèðóåòñÿ (ò.å. ìèíèìàëüíîå k, òàêîå, ÷òî Vk = Vk+1), ñîâ-
ïàäàåò ñ ρ(L).

5.7 Ðåàëèçàöèÿ ôóíêöèé íà ñòðîêàõ ëè-

íåéíûìè àâòîìàòàìè

Ïóñòü X � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî.
Ãàíêåëåâà ìàòðèöà ôóíêöèè f ∈ RX∗ � ýòî áåñêîíå÷íàÿ

ìàòðèöà Hf , ñòðîêè è ñòîëáöû êîòîðîé èíäåêñèðîâàíû ýëåìåí-
òàìè ìíîæåñòâà X∗ è

∀u, v ∈ X∗ Hf
u,v

def
= f(uv),

ãäå Hf
u,v � ýëåìåíò â ñòðîêå u è ñòîëáöå v ìàòðèöû Hf .

Äëÿ êàæäîãî u ∈ X∗ çàïèñè ~Hf
u è Hf

u
↓
îáîçíà÷àþò ñòðîêó u

è ñòîëáåö u ñîîòâåòñòâåííî ìàòðèöû Hf (äàííûå ïîíÿòèÿ îïðå-
äåëÿþòñÿ òàê æå, êàê àíàëîãè÷íûå ïîíÿòèÿ èç ïóíêòà 2.1.2).

Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü çàïèñüþ r(f) ðàíã ìàòðèöûHf , ò.å. ðàç-
ìåðíîñòü ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà, ïîðîæäåííîãî ìíîæåñòâîì å¼
ñòðîê (èëè ñòîëáöîâ).
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Ïîäìíîæåñòâî B ñòðîê (èëè ñòîëáöîâ) ìàòðèöû Hf íàçûâà-
åòñÿ áàçèñíûì, åñëè ïîðîæäàåìîå èìè ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî
〈B〉 ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì, ïîðîæäàåìûì âñåìè ñòðîêàìè
(èëè ñòîëáöàìè) Hf , è íè îäèí ýëåìåíò B íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé
êîìáèíàöèåé äðóãèõ ýëåìåíòîâ B.

Òåîðåìà 62.
Åñëè f ∈ RX∗ , è r(f) < ∞, òî â ìàòðèöå Hf ìîæíî âû-

áðàòü òàêîå áàçèñíîå ìíîæåñòâî B ñòðîê (èëè ñòîëáöîâ), ÷òî èí-
äåêñ u êàæäîé ñòðîêè (èëè ñòîëáöà) èç B óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
|u| ≤ r(f)− 1.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü

r
def
= r(f) < ∞,

è U è V � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòðîê èç X∗ âèäà

U = (u1, . . . , ur), V = (v1, . . . , vr) (5.65)

ñîîòâåòñòâåííî, îáëàäàþùèå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

• u1 = v1 = ε,

• { ~Hf
u | u ∈ U} è {Hf

v
↓ | v ∈ V } � áàçèñíûå ìíîæåñòâà ñòðîê

è ñòîëáöîâ ìàòðèöû Hf ñîîòâåòñòâåííî.

Òîãäà

• çàïèñü (U, V )f îáîçíà÷àåò êâàäðàòíóþ ìàòðèöó ïîðÿäêà r,
ñòðîêè è ñòîëáöû êîòîðîé èíäåêñèðîâàíû ýëåìåíòàìè U è
V ñîîòâåòñòâåííî (ìû áóäåì íàçûâàòü ýòó ìàòðèöó áàçèñ-
íîé ìàòðèöåé ôóíöèè f), è

∀u ∈ U, ∀ v ∈ V (U, V )fu,v
def
= f(uv),

ò.å. (U, V )f � ïîäìàòðèöà ïîðÿäêà r ìàòðèöû Hf

(íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî (U, V )f � íåâûðîæäåííàÿ ïîäìàò-
ðèöà ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà ìàòðèöû Hf ),
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• ∀w ∈ X∗ çàïèñü (U, V )f,w îáîçíà÷àåò êâàäðàòíóþ ìàòðèöó
ïîðÿäêà r, ñòðîêè è ñòîëáöû êîòîðîé èíäåêñèðîâàíû ýëå-
ìåíòàìè U è V ñîîòâåòñòâåííî, è

∀u ∈ U, ∀ v ∈ V (U, V )f,wu,v
def
= f(uwv).

Òåîðåìà 63.
Ïóñòü f ∈ RX∗ , r = r(f) < ∞, è U, V � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ñòðîê èç X∗, òàêèå, ÷òî (U, V )f áàçèñíàÿ ìàòðèöà ôóíêöèè f .
Òîãäà

(U, V )f,uv = (U, V )f,u
(
(U, V )f

)−1
(U, V )f,v.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî(

(U, V )f (U, V )f,v

(U, V )f,u (U, V )f,uv

)
=

= ((u1, . . . , ur, u1u, . . . , uru), (v1, . . . , vr, vv1, . . . , vvr))
f .

Äîêàçûâàåìîå ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òîãî, ÷òî ðàíã
ýòîé ìàòðèöû ðàâåí r.

Èç òåîðåìû 63 âûòåêàåò íèæåñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 64.
Ïóñòü f ∈ RX∗ , r = r(f) < ∞, è U, V � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ñòðîê èç X∗, òàêèå, ÷òî (U, V )f áàçèñíàÿ ìàòðèöà ôóíêöèè f .
Òîãäà ∀u ∈ X∗, åñëè u = x1 . . . xs, ãäå x1, . . . , xs ∈ X, òî

(U, V )f,u = (U, V )f,x1
(
(U, V )f

)−1
. . .
(
(U, V )f

)−1
(U, V )f,xs .

Òåîðåìà 65.
Ïóñòü f ∈ RX∗ , r = r(f) < ∞, è U, V � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ñòðîê èç X∗, òàêèå, ÷òî (U, V )f � áàçèñíàÿ ìàòðèöà ôóíêöèè f .
Òîãäà f = fL, ãäå L � ËÀ, îïðåäåëÿåìûé ñëåäóþùèì îáðàçîì:

L
def
=

(
~e1,

{
(U, V )f,x

(
(U, V )f

)−1
| x ∈ X

}
, (U, V )fe↓1

)
.
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